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AVANT-PROPOS. 


Ce  Cours  comprend  tout  ce  qui  est  exigé  des  candidats  à  l'École 
Polytechnique  ou  à  l'École  Normale  relativement  à  la  Géométrie 
analytique;  il  contient  davantage.  Les  élèves  qui  se  préparent  à 
subir  les  épreuves  d'un  concours  difficile  sont  obligés  d'apprendre 
plus  que  le  programme,  en  vertu  de  cet  adage  :  Qui  peut  le  plus, 
peut  le  moins.  Aussi  ne  me  suis-je  pas  limité  aux  seules  théories  qui 
ligurent  explicitement  dans  les  programmes  officiels.  Ni  les  coor- 
données trilinéaires,  ni  les  coordonnées  tangentielles  n'y  sont  men- 
tionnées; leur  connaissance  est  pourtant  précieuse  :  c'est  pourquoi 
je  leur  ai  fait  une  place  importante.  Néanmoins,  j'ai  réservé  la 
prédominance  aux  coordonnées  cartésiennes,  qui  constituent  l'in- 
strument fondamental. 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  exige  quelque  expérience, 
on  ne  peut  le  nier.  On  ne  doit  donc,  à  mon  avis,  les  introduire  dans 
l'enseignement  qu'avec  beaucoup  de  prudence  et  de  ménagement. 
J'ai  cru  possible  et  avantageux  d'exposer  la  théorie  des  coordonnées 
homogènes  et  des  coordonnées  trilinéaires  aussitôt  après  la  ligne 
droite;  mais  c'est  surtout  la  transformation  par  polaires  réciproques 
qui  permet  de  comprendre  l'usage  des  coordonnées  tangentielles,  en 
éclairant  d'un  jour  plus  vif  les  raisonnements  directs  qui  semblent 
parfois  quelque  peu  détournés.  Pour  cette  raison,  j'ai  placé  les  prin- 
cipales applications  des  coordonnées  tangentielles  après  les  polaires 
réciproques. 

A  la  suite  de  chaque  Chapitre,  j'ai  indiqué  quelques  exercices, 
dont  j'aurais  pu  facilement  étendre  le  nombre  en  faisant  des  em- 
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priints  aux  journaux  ou  aux  recueils  de  problèmes.  J'ai  préféré  n'in- 
diquer que  des  applications  immédiates  ou  des  compléments  utiles. 

Le  premier  Volume  contient  la  ligne  droite,  le  cercle  et  une  partie 
de  la  théorie  des  coniques  ainsi  que  la  théorie  des  tangentes.  Le 
deuxième  renfermera  les  théories  générales  relatives  aux  courbes 
planes  et  des  compléments  concernant  les  coniques.  Un  troisième 
Volume  sera  consacré  à  la  Géométrie  dite  à  trois  dimensions. 

J'ai  toujours  donné  la  préférence  aux  méthodes  symétriques; 
pour  passer  de  la  Géométrie  plane  à  la  Géométrie  dans  l'espace,  il 
suffira  souvent  de  reprendre  exactement  des  calculs  déjà  faits,  en 
introduisant  une  variable  de  plus. 

L'ordre  que  j'ai  suivi  a  été  déterminé  par  le  choix  des  matières 
qu'il  m'a  paru  utile  de  grouper  pour  constituer  mon  enseignement; 
cet  ordre  n'est  pas  indispensable,  et  il  sera  très  facile  de  le  modifier. 
Les  élèves  de  seconde  année  pourront,  par  exemple,  étudier  les 
théories  générales  relatives  aux  courbes  planes  aussitôt  après  la 
théorie  des  tangentes  et  terminer  par  les  coniques.  J'ai  pensé  qu'il  y 
aurait  plus  de  profit  pour  les  élèves  de  première  année  à  commencer 
par  les  théories  les  plus  faciles. 

J'ai  adopté ,  suivant  en  cela  un  usage  de  plus  en  plus  répandu , 
deux  sortes  de  caractères  pour  le  texte,  les  plus  petits  étant  réser- 
vés aux  questions  les  plus  difficiles  et  ne  faisant  pas  partie  des  pro- 
grammes, et  parfois  aussi  à  de  simples  applications. 

Le  dernier  Volume  renfermera  une  Note  importante  relative  à  la 
transformation  des  figures,  que  M.  E.  Borel  a  bien  voulu  rédiger. 

En  terminant,  qu'il  me  soit  permis  d'offrir  à  MM,  Gauthier- Villars 
mes  bien  sincères  remercîments  pour  les  soins  qu'ils  ont  apportés  à 
l'impression  de  cet  Ouvrage. 


Paris,  8  juillet  1894. 
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CHAPITRE  I. 

PRÉLIMINAIRES. 


Remarques  sur  l'homogénéité  des  formules  de  la  Géométrie. 

1.  Les  propriétés  métriques  des  figures  se  traduisent  par  des  rela- 
tions entre  des  longueurs.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  i"  l'unité 
de  longueur  est  indéterminée,  2"  l'une  des  lignes  de  la  figure  étudiée 
a  été  prise  pour  unité. 

î2.  Théouème.  —  Toute  relation  homogène  entre  les  mesures  des 
longueurs  des  lignes  d^ une  figure  est  indépendante  de  C unité 
de  longueur. 

Soit 

f{a,  b,  c,  ...,  /)  =  o 

une  équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  homogène  et 
de  degré  m  des  lettres  a^  b,  - .  . ,  /.  Nous  supposons  que  ces  lettres 
désignent  respectivement  les  mesures  des  longueurs  A,  B,  .  . . ,  L  au 
mojen  d'une  unité  U.  Prenons  une  nouvelle  unité  U'  et  suppo- 
sons U  =  U'x  t)  les  nouvelles  mesures  des  longueurs  considérées 

seront 

a'=axt,        b'=bxt,         ...,         l'=lxt. 

La  fonction /(a,  b,  .  -  ■ ,  l)  étant  homogène  et  de  degré  m,  on  a, 
en  vertu  même  de  la  définition  d'une  fonction  homogène, 

/(a,  b',  ...,  r)=/^ta,  tb,  ...,  tl)=t'n/{a,  b.  ...,  l), 
N.  I 


2  CHAPITRE   I. 

donc 

/(a',  b',  ...,  l')  =  o, 

ce  qui  prouve  que  les  nouvelles  mesures  vérifient  la  même  relation 
que  les  anciennes. 

3.  Réciproquement.  —  Toute  relation  indépendante  de  V unité 
de  longueur  est  homogène. 

Supposons  d'abord  la  relation  donnée  algébrique  et  mise  sous  la 

forme 

/(«,  h,  c,  ...,  /)  =  o, 

le  premier  membre  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  degré  m. 
Si  ce  polynôme  n'était  pas  homogène,  il  pourrait  être  décomposé 
en  une  somme  de  polynômes  homogènes  et,  par  suite,  l'équation  don- 
née serait  de  la  forme 
(t)   <s^m{a,  i>,  ••',  l)-^^m-i{a,,  b,  ...,  l)-\-: .  .^^{a,  b,  ...,  /)+çço  =  o, 

çp^,  '■D„^_^ ,  . . . ,  cp,  désignant  des  polynômes  homogènes  dont  les  degrés 
sont  égaux  aux  indices  correspondants  et  cpo  étant  une  constante.  Par 
hypothèse  l'équation  (i)  est  indépendante  de  l'unité,  ce  qui  revient 
à  dire  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  multiplie  toutes  les  mesures 
par  un  nombre  arbitraire  t',  ce  qui  donne 

Cette  équation  algébrique  en  t  devant  être  vérifiée  pour  toutes  les 
valeurs  de  t,  on  en  conclut  que 

(2)  ^m{a,  h,  ...,  Z)=:o. 

p„j_i(a,  b,  , ..,  /)  =  o, 


(3) 

^   '  ^  \        cpi(a,  6,  ...,  0  =  o> 


Ço  =  o. 

La  relation  proposée  esl par  hypothèse  de  degré  m;  donc  les  rela- 
tions (3)  sont  des  identités  et,  par  suite,  le  polynôme /"(a,  b,  ...,/) 
se  réduisant  à  (^«/«(a,  b,  . . . ,  l)  est  homogène. 

4.  Remarque.  —  Il  est  incontestable  que  si  l'on  donne  plusieurs 
relations  homogènes  entières  et  de  degrés  différents 
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on  a  le  droit  d'en  déduire 

Mais  une  pareille  équation  ne  saurait  être  d'aucune  utilité,  car 
lorsqu'on  ajoute  des  équations  membre  à  membre  c'est  pour  obtenir 
des  réductions  de  termes  semblables;  or  des  polynômes  homogènes 
de  degrés  différents  n'ont  pas  de  termes  respectivement  semblables. 

5.  D'une  manière  générale,  on  peut  démontrer  que  toute  équation  indé- 
pendante de  l'unité  est  équivalente  à  une  équation  homogène. 
En  effet,  soit 

/(a,  h,  ...,  A-,  l)  =  o 

une  équation  entre  les  mesures  des  lignes  A,  B,  ...,  K,  L;  si  cette  relation 
est  indépendante  de  l'unité  U,  elle  subsistera  si  l'on  prend  pour  unité  l'une 
quelconque  des  lignes  de  la  figure,  L  par  exemple.  Les  autres  lignes  auront 
alors  pour  mesures 

puisque  L  =  U  x  /.  L'équation  donnée  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
/(a',  b\  ...,  A-',  i)  =  o. 


c'est-à-dire 


-,'a    h  k       , 


Le  premier  membre  est  homogène  et  de  degré  o;  en  le  multipliant  par  une 
puissance  quelconque  de  /,  on  le  mettra  sous  la  forme  d'une  fonction  homo- 
gène de  degré  arbitraire. 

6.  Rétablir  l'homogénéité,  quand  on  a  pris  pour  unité  une 
ligne  de  la  figure.  —  Supposons  qu'en  prenant  pour  unité  une 
longueur  L  on  ait  obtenu  l'équation 

(0  /(«',  ^',  •••,  k')  =  o. 

Cette  relation  devient  homogène  et  de  degré  o,  si  l'on  remplace  «', 
6',  . . .,  k'  respectivement  par 

a       b  k 

V  V  •••'  V 

a,  h.,  . .  .,  /  étant  les  mesures  des  lignes  A,  B,  . .  .,  L  rapportées  à 
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une  unité  arbitraire,  et  l'on  obtient  ainsi 

(.)  /(t'7'---'7J=°- 

Si  la  relation  (i)  est  algébrique  et  entière,  on  réduira  tous  les 
termes  de  l'équation  (2)  au  même  dénominateur  qui  sera  une  puis- 
sance de  /,  soit  /'";  en  multipliant  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2)  par  l"',  on  obtiendra  une  équation  algébrique,  entière  et 
homogène  de  degré  m, 


7.  Exemple.  —  En  désignant  par  b' ,  c'  les  mesures  des  côtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  prise  pour 
unité  de  longueur,  on  a 

b't  +  c'2  =:  I  . 

Donc,  en  désignant  par  a,  b^  c  les  mesures  des  trois  côtés  rapportés 
à  une  unité  arbitraire, 


ou,  en  multipliant  par  a^, 


02  c2 

1 =1 

«2  «2 


&2+c2 


8.  Cas  où  la  relation  contient  des  aires,  des  volumes,  etc.  —  On 
considère  encore  des  relations  dans  lesquelles  interviennent  des 
aires  ou  des  volumes.  L'aire  s  d'une  surface  peut  être  remplacée  par 
celle  du  carré  équivalent,  de  même  le  volume  v  d'un  solide  peut  être 
remplacé  par  le  volume  du  cube  équivalent.  En  appelant  a  et  b  les 
côtés  du  carré  ou  du  cube  équivalents  à  la  surface  ou  au  solide  consi- 
déré, on  peut  remplacer  s  par  a-  et  ç  par  b^  ;  d'après  cela,  si  les  lettres 
s,  ç,  ...  désignent,  dans  une  formule  fournie  par  un  théorème  de 
Géométrie,  une  aire  ou  un  volume,  il  faudra,  pour  vérifier  l'homo- 
généité, compter  s  comme  étant  du  second  degré  et  v  du  troisième. 
Ainsi  les  formules  s  =  a.b,  v  =  a.b.c,  qui  donnent,  la  première  : 
l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  côtés  a,  b,  et  la  seconde  :  le  volume 
du  parallélépipède  ayant  pour  arêtes  a,  6,  c,  sont  homogènes. 

On  vérifiera  de  même  que  les  formules  de  la  Mécanique  sont 
homogènes,  pourvu  que  l'on  regarde  le  temps  comme  un  nombre, 
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une  vitesse  ou  une  accélération  comme  une  longueur.  Ainsi  les  for- 
mules V  =  gt^  e=  -  gl-  sont  homogènes,  en  regardant  v,  e,  g 
comme  étant  du  premier  degré  et  t  du  degré  zéro. 

9.  Utilité  de  V homogénéité.  —  Les  relations  fournies  par  la 
Géométrie  devant  être  homogènes,  si  dans  le  courant  d'un  calcul  on 
arrive  à  une  équation  non  homogène,  on  peut  être  assuré  qu'on  a 
commis  une  faute  de  calcul,  à  moins  toutefois  qu'on  n'ait  choisi  pour 
unité  une  ligne  de  la  figure.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  on  peut 
rétablir  l'homogénéité.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  faut  recommencer 
les  calculs  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  découvert  les  erreurs;  on  peut 
ainsi  exercer  sur  les  calculs  un  précieux  contrôle  qu'il  ne  faut  jamais 
négliger. 

Constructions  géométriques. 

10.  Conditions  de  possibilité.  —  Soient  a,  ^,  ...,  /des  lon- 
gueurs données  et  x  une  longueur  que  l'on  se  propose  de  con- 
struire, sachant  que 

x  —  f{a,  b,  ...,  l) 

l'unité  de  longueur  étant  arbitraire. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  la  fonc- 
tion /  soil  homogène  et  du  premier  degré,  car,  si  l'on  change  d'unité, 
les  mesures  des  lignes  considérées  seront  toutes  multipliées  par  un 
même  nombre  t\  de  sorte  que 

tx  =f{ta,  tb,  ...,  tl), 
ce  qui  exige  que 

/{ta,  tb,  ...,  tl)=tf{a,  b,  ...,  l). 

Cette  identité  exprime  que  la  fonctiony  doit  être  une  fonction  homo- 
gène de  degré  i. 

En  second  lieu,  si  l'on  n'admet  que  les  constructions  qui  peuvent  être  réa- 
lisées à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas,  il  faut  encore  que  la  fonction  /  satis- 
fasse à  certaines  conditions  que  nous  ne  ferons  qu'indiquer,  en  renvoyant  le 
lecteur  au  livre  remarquable  de  M.  J.  Petersen,  Méthodes  et  théories  pour 
la  résolution  des  problèmes  de  constructions  géométriques  (').  L'auteur 

(')  Paris,  Gauthier-Villars  et  fds,  traduit  par  M.  O.  Chemin. 
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démontre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  problème 
puisse  se  résoudre  avec  la  règle  et  le  compas,  c'est  que  les  quantités  cher- 
chées puissent  s'exprimer  rationnellement  au  moyen  de  quantités  données 
et  de  racines  carrées  (p.  io6). 

11.  Construction  d^ expressions  rationnelles.  —  Dans  ce  qui  va 
suivre,  a,  b^  ...,/,«',  .  .  . ,  /'  désigneront  des  longueurs  données, 
X  sera  la  ligne  à  construire. 

1°  On  a  appris,  dans  le  cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  con- 
struire une  quatrième  ou  une  troisième  proportionnelle^  c'est-à-dire 
une  ligne  x  définie  par  l'une  des  équalions 

ah  «2 

iP  =  —         ou        a?  =  — 
c  c 

Nous  supposons  ces  constructions  connues. 

2°  Il  en  résulte  que  l'on  peut  construire  la  ligne  x  définie  par 

l'équation 

abcd. .  .1 
b  C  d  . . .1 

le  numérateur  contenant  une  longueur  de  plus  que  le  dénominateur. 
Si  l'on  construit  la  ligne  a  quatrième  proportionnelle  à  h\  a,  6,  on 
peut  poser 

CLcd.  . .  l 


c'  d' .  . .  V 


Le  problème  est  simplifié  puisque  chacun  des  deux  termes  de  cette 
seconde  fraction  contient  une  longueur  de  moins  que  dans  la  pre- 
mière; de  même,  en  construisant 


il  reste  à  construire 


P  —  — ■> 
c 


^d...l 


et  ainsi  de  suite;  finalement  on  aura  à  construire  une  quatrième  pro- 
portionnelle 

\l 


X-   -j 


3°  Si  A,  B,  . .  .,  L  désignent  des  monômes  rationnels  de  degré  m 
et  A',  B',  . .  . ,  L'  des  monômes  rationnels  de  degré  m  —  i ,  formés 
avec  des  lettres  a,b^  .  .  .  désignant  des  longueurs,  on  peut  construire 
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la  longueur 

^  SA 


SA  et  SA'  désignant  respectivement  des   sommes  algébriques  de 
monômes  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

Soit  en  effet  X  une  longueur  arbitraire,  qui  peut  d'ailleurs  être 
l'une  des  lignes  données;  on  peut  poser 


a?  =  X 


y_A_. 
Aà  X'«-2 


A 

Chacune  des  expressions  du  premier  degré  telles  que  v^zy  repré- 
sente une  longueur  dont  la  construction  se  ramène  à  une  suite  de  qua- 

A 

trièmes  proportionnelles;  on  devra  donc,  pour  obtenir  S  -.„^_^^  con- 
struire la  somme  algébrique  de  plusieurs  longueurs  connues  et  il  en 

A' 
sera  de  même  pour  S^— ^-  On  est  ainsi  ramené  à  construire 

Xfi. 


|jL  et  V  étant  des  longueurs  connues. 

4°  Plus  généralement,  on  pourra  construire  une  somme  algébrique 
d'expressions  rationnelles  analogues  à  la  précédente. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  construire  toute  expres- 
sion rationnelle  et  homogène  du  premier  degré. 

12.  Expressions  irrationnelles.  —  i°  On  sait  construire  la 
mo^'enne  géométrique  de  deux  longueurs  données 

X  =  \/a.b. 

2°  On  en  déduit  la   construction  de  la  longueur  x  définie  par 

l'équation 

_  abcd. .  .1 
""  =    c'd'...l'  ' 

le  nombre  des  longueurs  qui  figurent  au  numérateur  surpassant  de 
deux  unités  celui  des  longueurs  qui  se  trouvent  au  dénominateur. 


8  CHAPITRE   I. 

Il  suffît  en  effet  de  construire  successivement 

hcd. . .  l 
c  a  .  . .  L 
et 

X  =  y/a  a. 
3«  Soit 

,       SA 
^         SA'' 

SA  désignant  une  somme  de  monômes  rationnels  de  degré  m  et  SA' 
une  somme  de  monômes  rationnels  de  degré  m  —  2.  Soit  \  une  lon- 
gueur arbitraire,  on  a 


X"-  =  X2 


y_^ 


, 

O/ 

y  A' 

On  peut  construire 

a  = 

S 

X 

A 

ce  qui  donne 

^2 
X'^ 

a. 

\1         , 
On  peut  construire  la  troisième  proportionnelle  |Ji  =  -tt-j  et  il  reste 

P 
à  construire 

X  —  V  a;j.. 

Mais  on  peut  aussi  construire  d'abord  un  triangle  rectangle  ABC 
tel  que  les  côtés  AB,  AC  de  l'angle  droit  aient  pour  projections  sur 
l'hypoténuse  les  longueurs  a  et  ^;  on  aura  ainsi 

ÂB^  _  5 

d'où  l'on  déduit 

^  _  AB 

X  ~  AG' 

et  l'on  est  ramené  à  construire  une  quatrième  proportionnelle. 
4°  Construire  x  définie  par  V équation 

„       SA    ,    SB  2L 

SA'~SB' SL'' 
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chacune  des  fractions  précédentes  étant  rationnelle,  homogène 
et  du  second  degré. 

On  construit  d'abord  les  lignes^,  s,  .  .  .,  u  telles  que 

2A  ,       SB  ,       2L 

A  l'aide  d'une  suite  de  triangles  rectangles  on  obtiendra  x,  cnr 


5°  Construire  x  =  y  A  ±:  \/B. 

On  suppose  A  et  B  rationnels,  homogènes,  et  respectivement  du 
second  et  du  quatrième  degré.  , 

Écrivons 


Si  l'on  construit  d'abord 


on  aura 

X  =  \/A  ±  Xa. 


Enfin  on  peut  construire  [S  et  y  tels  que  ^-  =  A,  y-  =  T^a,  de  sorte  (jue 

iF2  =   ^2  ±  ,^2. 

ce  =  v/«*  ±  6*. 
En  écrivant 


\/V"'-^' 


on  construit  successivement 

a  = 
et  enfin 


a  =  -  ,         3  =  y/a*  ±  a» 
a  ' 


j7  =  ^a^. 

r 


4  /rt*  —  a*  6' 


—  «3  b»  —  b^ 


lO 
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On  a  successivement 


V 


( 

bi 

66  \ 

a" 

a- 

_  —  _ 

_    1 

\ 

«2 

a^  1 

b'^ 


4  /    ,  a 


en  posant 

Enfin,  en  écrivant 


b^        h^ 


62 
a 


on  construit  y  tel  que 
et  enfin 


=\/Vt' 


I:  -  ? 

u  =  y/a  Y- 


13.  Applications.  —  Descartes  fait  remarquer,  dans  sa  Géométrie,  que  la 
multiplication,  la  division,  l'extraction  de  la  racine  carrée  peuvent  se  ramener 
à  des  constructions  graphiques.  En  effet,  soit  à  effectuer  le  produit  de  deux 
nombres  a.  b.  En  prenant  une  longueur  pour  unité,  cherchons  une  ligne  dont 
la  mesure  x  soit  égale  au  produit  des  deux  nombres  a,  b.  Nous  écrirons 

a.b 


Il  suffira  donc  de  construire  une  quatrième  proportionnelle  à  la  longueur 
prise  pour  unité  et  aux  deux  longueurs  mesurées  par  les  nombres  a  et  6; 
enfin  la  mesure  de  la  ligne  ainsi  construite  sera  précisément  égale  au  produit 
demandé. 

De  même  si  l'on  doit  calculer  a?  =  ^  :  en  écrivant  —  =  ^^  j  il  suffira  de  con- 

b  \         b 

struire  une  quatrième  proportionnelle  aux  longueurs  mesurées  par  b,  a,  i. 

Pareillement  si  a:  =  y/a,  en  écrivant  x  =  y/a  x  i,  on  est  ramené  à  construire 

une  moyenne  géométrique. 

Supposons  d'abord  a  >  i  ;  nous  prendrons  (/ig-  i)  une  ligne  AG  pour  unité 

et  nous  construirons  la   ligne  AB  mesurée  par  le 

nombre    donné    a,    puis    nous    décrirons   sur   AB 

comme   diamètre   une  demi-circonférence   et  nous 

élèverons  CD  perpendiculaire  à  AB.  La  longueur  AD 

représentera    la  racine    carrée   de   a.   En   prenant 

AE  =  AD  et  décrivant  sur  AE  comme  diamètre  une 

demi-circonférence,  la  mesure  de  AF  sera  y/a,  et 

ainsi  de  suite. 

Si  a<i,  en  supposant  (Jiff.  a)  que  AG  soit  la  ligne  prise  pour  unité  et 
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que  AB  soit  mesurée  par  a,  on  décrira  une  demi-circonférence  sur  AG  comme 
diamètre  et  on  élèvera  la  perpendiculaire  BD;  AD  représente  /a.  En  pre- 
nant AE  =  AD  et  élevant  la   perpendiculaire  EF, 
la  mesure  de  AF  sera  y/a,  . . .,  et  ainsi  de  suite.  pj„   ^ 

Nous  ferons  encore  la  remarque  suivante;  en 
prenant  {fig.  3)  AB  =  a,  BG  =  6,  O  étant  le  mi- 
lieu de  AG,  OA  est  la  moyenne  arithmétique  des 
lignes  a,  b.  En  menant  BD  perpendiculaire  à  AG 

BD  =  sfâb. 


Enfin,  si  BE  est  la  perpendiculaire  à  OD  menée 
par  B.  on  a 

DE.D0  =  BD'  =  a6 


ou  enfin 


m^i±^=ab 


DE  = 


■i.ab 
a-^b 


Fig.  3. 


0  B  C 


La  longueur  DE  est  la  moyenne  harmonique  de  a  et  b.  Les  trois  moyennes 
arithmétique,  géométrique  et  harmonique  sont  respectivement  les  lon- 
gueurs OD,  BD,  DE,  qui  sont  ainsi  rangées  par  ordre  décroissant;  enfin  la 
moyenne  géométrique  de  «  et  6  est  la  moyenne  géométrique  des  deux 
autres  moyennes. 

14.  Quelques  exemples  de  constructions  particulières. 


l,m 


Fig.  4. 


On  peut  construire  un  angle  o  tel  que  tangip  =  -rt 

de  sorte  que 

X  =^  a  tang'"cp. 

Traçons  deux  droites  rectangulaires  {Jig-^),  et  à 
partir  de  leur  point  de  rencontre  prenons  sur  l'une 
d'elles  OA  =  a  et  sur  la  seconde  OB  =  b.  L'angle 
OBA  =  cp.  Si  nous  menons  la  perpendiculaire  AA) 
à  AB,  on  a  0A|  =  a  tango  ;  puis,  si  Ai  A2  est  perpen- 
diculaire à  AAj,  0A2  =  atang2ç.  En  traçant  A2A3 
perpendiculaire  à  A1A2,  on  a  OA3  =  a  tang'©,  .... 


X  ■=■  a  cos"c2. 
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Ayant  construit  un  angle  égal  à  cp  {fig.  5),  je  porte  OA  =  a  sur  l'un  de 
ses  côtés  et  de  A  j'abaisse  AAj  perpendiculaire  à  l'autre  côté,  puis  Aj  A2  per- 
pendiculaire au  premier  côté,  A2A3  perpendi- 
culaire sur  Is  second,  etc.  On  a 

OAi  =  a  coscp, 
OA2  =  a  cos-o, 


0A„  =  a  cos"cj>. 


cos"tp 


Sur  l'un  des  côtés  d'un  angle  égal  à  0  (yfig.  6),  prenons  OA  =  a  et  élevons 
AA|  perpendiculaire  au  premier  côté  jusqu'à  sa  rencontre  en  Aj  avec  le  second  ; 
puis  menons  A1A2  perpendiculaire  au  second  côté,  etc.  On  a  successivement 


OAi 
OA, 


coscp 
a 


0A„ 


=  /a2_t_62±:2aèsin6. 


cos'*cp 


On  peut  écrire 


x'  —  s/a--\-  b^  —  -iab  sinô  =4/  a-  -t-  6-  —  lab  cos  / 

x"=  /a2-H  b'^-Ariab  sin6  =zi/a^--\-  b^  — -iab  cos  (-  -t- 

Pour  construire  ces  lignes,  prenons  sur  l'un  des  côtés  de  l'angle  0  (Jiff.  7) 
OB  =  b  et  abaissons  de  D  une  perpendiculaire  sur 
l'autre  côté  de  cet  angle  sur  laquelle  nous  pren- 
drons    BC  =  BD  =  a.     L'angle     OBG  =  -  —  6     et 


OBD  =  -  - 
1 

5° 

On  écrit 


Il  en  résulte  que  x'  =  OC,  x"  =  OD. 
X  =  y/a* —  b'*. 


On  peut  construire  à  l'aide  de  triangles  rectangles  les  lignes  a  et  p  telles 
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que 

et  alors 


Soient  AB  =  a,  BG  =  h  {fig.  8);  on  a  AG  =  p.  En  décrivant  une  demi- 
circonférence  sur  AB   comme  diamètre  et  construisant  la  corde   BD  =  BC, 
AD  sera  égal  à  a.  Rabattons  AD  sur  le  prolongement  de  AG  en  AE  et  décri- 
vons une  demi-circonférence  sur  GE  comme  diamètre  et 
enfin  traçons  la  droite  AF  perpendiculaire  à  GE  :  x  =  AF. 


Fig.  8. 


6°  ^  =  «  \  II,  n  étant  un  nombre  positif. 
En  écrivant 

X  =  \  a  \/7îa^, 

on  construira  d'abord  a  =  \J na"-,  en  remarquant  que 


a- 
a- 


et  ensuite 


y/a  a. 


15.  Construire  les  racines  dhuie  équation  du  second  degré.  — 
Si  Ton  désigne  par  x  une  ligne  inconnue  et  par  a,  b  des  longueurs 
données,  une  équation  du  second  degré  en  x  est  de  l'une  des  quatre 
formes 


(I) 
(2) 
(3) 
(4) 


x^ —  ax  H-  ^2  —  o^ 
x"^-^  ax  —  b-  =  o, 
x"^  4-  ax  -I-  t-  =  o, 
x"-  —  ax  —  ù-  =:  o. 


Il  suffit  de  considérer  les  deux  premières  équations,  puisque  les 
deux  autres  sont  leurs  transformées  en  —  x. 

Considérons  d'abord  l'éfjualion  (i);  si  ses  racines  sont  réelles, 
elles  sont  positives,  et  si  l'une  d'elles  est  x,  l'autre  est  a  —  x;  en 

outre 

x{a  —  x)  =  b-; 

on  est  ramené  à  construire  deux  lignes  connaissant  leur  somme  et 
leur  moyenne  géométrique. 

Les  racines  de  l'équation  (2)  ont  des  signes  contraires;  en  dési- 
gnant par  X  la  racine  positive,  la  racine  négative  est  égale  à  — (a-^x); 
nous  construirons  x  et  a  -\-  x  en  remarquant  que  leur  différence  esl 
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égale  à  a  et  leur  moyenne  géométrique  à  b,  car  l'équation  (2)  donne 

x{a  ~\-  x)  =  h^. 

Nous  sommes  ainsi  ramené  à  deux  problèmes  connus. 

On  peut  procéder  autrement.  La  formule  de  résolution  de  l'équa- 
tion (i)  étant 


a 

X  ^=  — 

2 


on  construira  d'abord,  à  l'aide  d'un  triangle  rectangle, 


"=/(? 


et  l'on  a  ensuite 

a 

a;  =  —  ±  a. 
2 

Pour  l'équation  (2) 

on  construit  successivement 


En  suivant  la  première  marche,  on  retrouve  aisément  les  formules 
de  résolution. 

On  ramène  au  second  degré  l'équation  bicarrée 

a?*  ±  a^  x^  ±  b'*  =  o. 
En  posante- =  0^5  on  peut  construire  j)/",  qui  est  donné  par  l'équation 

on  en  déduit  a;  en  construisant  une  moyenne  proportionnelle. 

16.  Problème  de  Pappus.  —  Nous  donnerons  encore,  pour  terminer,  un 
exemple  de  construction  élégante  due  à  Pappus.  Il  s'agit  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Mener  par  un  point  A  pris  sur  la  bissectrice  de  l'angle  xOy  une 
sécante  BG  de  longueur  donnée  l. 
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Nous  prendrons  comme  inconnues  {fig.  9)  DB  =  x,  EG  ■=. y  cx.  nous  pose- 
rons AD  =  AE  =  a,  a  désignant  la  distance  du  point  A  aux  côtés  de  l'angle 
droit.  Les  deux  triangles  semblables  AEG,  ADB  donnent 


(i)  xy  —  a«. 

On  a,  en  outre, 

(2)        {x-^ay-^{y-^aY=l'^. 

En  remplaçant  j'  par  — ,  nous  sommes 
conduit  à  résoudre  l'équation 


F'g-  9- 


que  l'on  peut  écrire 


a2  \s 

ha 

X  I 


l\ 


\a         1        \x  I        a^ 


en  développant,  on  trouve 


jx        aV 
\a        X  J 


c, 

c-/                   f 

F 

A              H   Ig 

'.  ^ — -""'''    ^î 

'^pT'^^ 

/ 

C3 

,,7d      • -'B         ce 

X        a\        l^ 

2(--4--) :=o 

a        X , 


ou,  en  prenant  comme  inconnue  auxiliaire  la  longueur  u  définie  par  l'équation 


on  a  enfin 


u^  -\-  "xau  —  l^  — 

En  résolvant  cette  équation,  nous  obtenons 

M  =  —  a±  y/a^  -f- 


/2. 


Pour  construire,  prenons  AF  =  /,  de  sorte  que  EF  =  y/a^-t-  l-  et  par  suite, 
si  la  circonférence  de  centre  E  et  de  rayon  EF  coupe  la  parallèle  à  Oa;  menée 
par  A  en  G  et  G',  AG  =  v/ÔM-T^ —  a  et  AG'=  /«^-i-  l'^  -t-  «•  Gela  posé, 


u  —  X  -\- 


Donc,  si  l'on  abaisse  BH  perpendiculaire  sur  AG,  comme  AH  =  a:,  on  a 

HG  =  — ;  il  en  résulte  immédiatement  que  l'angle  ABG  est  droit.  D'après 

cela,  on  décrit  une  demi-circonférence  sur  AG  comme  diamètre.  Si  cette 
circonférence  coupe  Ç)x  en  B  et  Bj,  les  sécantes  BG  et  BjGi  répondent  à  la 
question.  On  obtient  de  même  deux  autres  solutions  BjGj  et  B3G3. 
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EXERCICES. 

sina 


i.  Diviser  une  droite  donnée  dans  le  rapport 


sin  p 


et 


^    ^  .  I  1         '  1     r  1  ab  -i-  cd 

2.  Construire  un  ansrle  x  donne  par  la  lormuJe  tanga?  = . 

ac  —  od 

3.  Étant  donnée  la  longueur  qui  représente  l'unité  linéaire,  construire  4  /  - 

v/-^      

Â.  Construire  x  =  y  a-  -\-  b^dz  \/ mJ*  —  «>. 

5.  Construire  x  =  \J a^^  +  èi*». 

6.  Construire  la  ligne  x  définie  par  l'équation  -—  = h  -r- • 

X^  «2  fjï 

7.  Étant  donné  l'angle  a,  construire  l'angle  x  donné  par  la  relation 

X  a 

cos:r  tani?—  =  cosa  tan^— • 

(Gilbert.) 

an-  .    /a>*-^b* 

8.  Construire  x  =.i  /  — r-- 

\    a^-\-b^ 


9.  Construire  x  =^  a  y/s  —  v^5. 

la'^b"-^  ib''-c'^-\-ic''-a^'  —  a'* —  b'* —  c'^ 


10.  Construire  x  = 


«62  4-  a2 6  -4-  6c2  H-  c62  -4-  ca*  -i-  ac^  -^labc 


11.  Résoudre  le  problème  de  Pappus  en  prenant  pour  inconnue  la  distance 
du  sommet  de  l'angle  droit  à  la  sécante. 

(Gergonne.) 

12.  Résoudre  le  problème  de  Pappus  en  prenant  pour  inconnue  la  distance 
du  milieu  de  la  sécante  au  sommet  de  l'angle  droit. 

(Newton.) 

13.  Résoudre  le  problème  de  Pappus  pour  un  angle  quelconque,  le  point 
donné  étant  toujours  sur  la  bissectrice  de  cet  angle. 

14.  Mener  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  angle  une  sécante  qui  déter- 
mine avec  les  côtés  de  cet  angle  un  triangle  d'aire  donnée. 


Segments. 

17.   Considérons  une  droite  indéfinie  x' x  {fi g-   10)  sur  laquelle 
sont  marqués  des  points  A,  B,  C,  . . . .  Nous  représenterons  par  AB 
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le  segment  de  droite  décrit  par  un  point  se  mouvant  sur  la  droite  x' x 
et  allant  de  A  vers  B;  BA  représente  ce 
segment  décrit  en  sens  contraire.  i>Jous 


conviendrons  de  regarder  comme  posî-     âP         ^         g      c  ^' 

tifs  tous  les  segments  décrits  dans  un 

sens  déterminé,  choisi  arbitrairement;  et  comme  négalifs  ccu\  (iiii 

sont  décrits  en  sens  contraire. 

D'après  cela, 

ÂB  =  —  BA 
ou 

ÂÏÏ-i-BÂ  =  o. 

18.  Théorème.  —  Etant  donnés  un  nombre  quelconque  de 
points  A,  B,  .  .  . ,  L  situés  en  ligne  droite,  on  a 

AB  -h  BC  -+-...-+-  LA  =  o. 

La  relation  est  vraie,  par  définition,  pour  deux  points.  Considérons 
trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C.  Si  B  est  entre  A  et  C  {fig.  lo), 
il  est  évident  que 

ÂB  +  BG=ÂG; 

donc,  en  tenant  compte  de  l'équation 

ÂC-i-GÂ  =  o, 
on  a 

ÂB4-Ï3G-+-CÂ  =  (). 

De  même,  si  le  point  A  est  entre  B  etC,  on  a 

BÂ-4-ÂG-i-GB  =  o, 

et,  en  changeant  les  signes  de  chaque  segment,  on  retrouve  la  m«Miie 
relation  que  dans  le  premier  cas.  Même  raisonnement  quand  le 
point  G  est  entre  A  et  B.  La  proposition  est  donc  vraie  pour  trois 
points.  Cela  étant,  si  elle  est  vraie  pour  n  —  i  points  A,  B,  . . , ,  k, 
elle  sera  encore  vraie  avec  un  point  de  plus,  car  des  relations 

ÂB-hBGH-...-f-KÂ  =  o, 

ÂK -t- KL  M- LA  =  o, 

on  tire 

ÂB  +  BC  -i- . . .  +  KL  -h  LA  =  o. 

N.  a 
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La  relation  précédente  est  donc  vraie  quel  que  soit  le  nombre  des 
points. 

19.  Corollaire. 

ÂB -f- BG +...-(- KL  =  AL. 

20.  Détermination  dUin  point  sur  un  axe.    —   Soit  x  x  une 
droite  indéfinie  sur  laquelle  nous  marquons  un  point  O.  Un  point 

se  déplaçant  sur  cette  droite  et  par- 

Fig.   II.  ^       r\  1-     •  1  1 

^,  ,  ,  tant  de  L>  peut  se  diriger  dans  deux 

27~      A      0  M    B         sô'     sens  opposés   :  de  O  vers  .a?  ou  de  O 

vers  x'  {Jig.  1 1). 
Pour  connaître  la  position  d'un  point  M  de  la  droite  x' x.,  il  suffît 

de  connaître  le  segment  OM  en  grandeur  et  sens.  Nous  regarderons 
comme  positifs  les  segments  dirigés  dans  le  sens  de  O  vers  x  et 
comme  négatifs  ceux  qui  sont  dirigés  de  O  vers  x'  et  nous  nomme- 
rons abscisse  du  point  M  la  valeur  algébrique  du  segment  OM.  On 
emploie  généralement  la  lettre  a;  pour  désigner  une  abscisse  et  l'on 

pose  X  =■  OM.  Si  l'on  suppose  que  x  varie  de  o  à  +  oo,  le  point  M 
décrit  la  demi-droite  positive  Ox\  si  x  varie  de  o  à  —  oo,  le  point  M 
décrit  la  demi-droite  négative  Ox' ;  le  point  O  se  nomme  l'origine 
des  abscisses.  On  peut  prendre  pour  origine  un  point  quelconque 
de  la  droite  donnée. 

21 .  Calcul  d'un  segment,  connaissant  les  abscisses  de  ses  deux 

extrémités.    —    Soient   A    et   B   deux    points    quelconques   situés 

sur  x' X  {/ig.  Il)  et  dont  les  abscisses  sont  respectivement  ^,,  x^. 

On  a 

ÂÏÏ+BÔ+ÔÂ  =  o 
ou 

ÂF^  ÔB  — ÔÂ. 
Donc 

AB  =372  —  OCi. 

Le  point  A  se  nomme  Vorigine  et  le  point  B   Vextrémité  du 

segment  AB;  donc  :  un  segment  a  pour  mesure  l'abscisse  de  son 
extrémité  moins  l'abscisse  de  son  origine  ou  encore  :  l'abscisse 
finale  moins  l'abscisse  initiale. 
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22.  Théorème.  —  Étant  donnés  quatre  points  X,  B,  C,  D  en  ligne  droite, 

on  a  __      

AG  X  BD  =  AB  X  CD  H- AD  X  BG. 

En  effet,  prenons  le  point  A  pour  origine  des  abscisses  et  soient  x^,  x^,  x^ 
les  abscisses  des  points  B,  G,  D;  l'identité  à  démontrer  revient  à  celle-ci,  qui 
est  évidente 

^2(^3  —  ^1)=  ^ii^3  —  ^i)  -^  ^ii^i  —  ^i)- 

Angles. 

23.  Orientation  d'un  plan.  —  Considérons  un  plan  et  une 
droite  A  située  dans  ce  plan.  On  peut  faire  tourner  A  autour  d'un  de 
ses  points  dans  deux  sens  dilTérents.  Nous  choisirons  l'un  de  ces 
deux  sens  que  nous  nommerons  sens  direct,  le  sens  contraire  étant 
appelé  sens  inverse.  On  dit  qu'un  plan  est  orienté  quand  on  connaît 
le  sens  direct  relatif  à  ce  plan.  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  suppose- 
rons toujours  le  plan  orienté. 

Tout  angle  décrit  dans  le  sens  direct  sera  regardé  comme  positif 
et  tout  angle  décrit  dans  le  sens  inverse  comme  négatif. 

24.  Angle  de  deux  droites.  —  Considérons  deux  droites  A,  A' 
situées  dans  un  même  plan.  Par  un  point  quelconque  A  de  L[fig.  12), 
menons  une  droite  A"  parallèle  à  A'  et  faisons 

tourner  A  autour  de  A,  dans  le  sens  direct,  jus-  *' 

qu'à  ce  que  A  vienne  coïncider  avec  A";  soit  a 
l'angle  compris  entre  0°  et  180"  décrit  par  A 
dans  ce  mouvement  de  rotation.  Il  est  clair  que 
si  A  continue  à  tourner  dans  le  même  sens,  elle  ne 
coïncidera  de  nouveau  avec  A"  qu'après  une  nou- 
velle rotation  égale  à  un  multiple  de  tz,  de  sorte  que  l'angle  total 
décrit  par  A,  dans  le  sens  direct,  quand  elle  sera  venue  coïncider 
avec  A"  successivement  i,  2,  .  .  .,  k  fois,  sera  égal  à  a -+-  Atc;  et  ré- 
ciproquement si  A  décrit,  en  tournant  dans  le  sens  direct  autour  de 
A,  un  angle  égal  à  a -j- A tt,  k  étant  un  entier  quelconque,  la  posi- 
tion finale  de  A  sera  A".  Faisons  maintenant  tourner  A  dans  le  sens 
inverse  d'un  angle  ayant  pour  valeur  absolue  t:  —  a;  on  voit,  comme 
dans  le  premier  cas,  que  ce  n'est  qu'après  une  rotation  ayant  une  va- 
leur absolue  de  la  forme  A-ir  —  a,  A'  étant  entier,  que  A  coïncidera 
avec  A";  mais  la  rotation  s'effecluant  dans  le  sens  inverse  est  regar- 
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dée  comme  négative;  sa  valeur  algébrique  est  donc  a  —  kr^;  donc 
en  résumé,  quelque  soit  le  sens  de  la  rotation,  A  devient  parallèle 
à  A'  après  une  rotation  dont  la  valeur  algébrique  est  de  la  forme 
a  +  A"7r,  k  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

On  nomme  angle  de  A'  avec  A  et  l'on  représente  par  la  nota- 
tion (A,  A')  l'un  quelconque  des  angles,  positifs  ou  négatifs,  dont  il 
faut  faire  tourner  A  autour  d'un  quelconque  de  ses  points,  dans  le 
plan  donné,  pour  l'amener  à  être  parallèle  à  A'.  Cet  angle  n'est  défini 
qu'à  un  multiple  près  de  ti,  de  sorte  que 

(A,  A')=  a  -1-  /iTC. 

Il  est  clair  que  l'on  peut  remplacer  a  par  tout  autre  angle  qui  en 
diffère  d'un  multiple  de  tc. 

Enfin,  au  lieu  de  faire  tourner  A  elle-même,  on  peut  évidemment 
faire  tourner  une  parallèle  à  A,  soit  A,,  jusqu'à  ce  que  A,  devienne 
parallèle  à  A'. 

25.  Théorème.  —  Un  nombre  quelconque  de  droites  A,  B,  .  .  . ,  L 
étant  situées  dans  un  plan,  on  a 

(A,  B)  +  (B,  G)  +  ...  +  (L,  A)=.A-7r, 

k  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

En  effet,  faisons  tourner  dans  le  sens  direct  une  droite  A  du  plan 
autour  d'un  de  ses  points,  cette  droite  étant,  dans  sa  position  ini- 
tiale, parallèle  à  A.  Lorsque  cette  droite  sera  devenue  parallèle  à  B, 
elle  aura  décrit  un  angle  égal  à  (A,  B),  à  un  multiple  près  de  tz)  la 
rotation  continuant  dans  le  même  sens,  quand  A  sera  devenue  paral- 
lèle à  C,  elle  aura  décrit,  dans  cette  seconde  phase,  un  angle  égal 
à(B,C)àun  multiple  près  dcTi  et  l'angle  total  décrit  depuis  sa  position 
initiale  sera,  toujours  à  un  multiple  près  dcTi,  égal  à  (A,  B)-|-(B,  C), 
et  ainsi  de  suite.  Quand  A  aura  repris  sa  position  initiale  après  être 
devenue  successivement  parallèle  aux  droites  B,  C,  . .  . ,  L,  l'angle 
total  décrit  par  A  sera  égal  à  la  somme  des  angles  qu'elle  aura  décrits 
successivement  en  passant  d'une  position  à  la  suivante,  puisque 
toutes  les  rotations  sont  effectuées  dans  le  même  sens;  la  droite  A 
aura  donc  tourné,  à  un  multiple  près  de  ti,  d'un  angle  égal  à 

(A,  B)  +  (B,  G)4-...-H(L,  A). 
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Or,  la  droite  A,  ajanl  repris  sa  position  initiale,  a  décrit  un  angle 
égal  à  un  multiple  de  tt;  donc  on  peut  poser 

(A,  B)  +  (B,  C)  f-...H-(L,  \)^/c^, 

k  étant  un  entier,  positif  ou  négatif,  d'ailleurs  complètement  arbi- 
traire. 


—  Soient  A,  B,  C  trois  droites  situées  dans  un 

(A,  B)-h(B,  G)-f-(C,  A)  =  A-7r, 


26.   Corollaire 
plan  ;  on  a 

donc 

(A,  B)  =  (G,  B)-(C,  A)+A-7r. 

Si  l'on  nomme  a  et  ^  les  angles  que  deux  droites  A  et  B  font  res- 
pectivement avec  une  droite  x' x  et  V  l'angle  (A,  B),  on  a 

V=  3  — a-^A-- 
et,  par  suite,  tangV  est  déterminée  sans  ambiguïté  par  la  formule 

tanjiV  =  tan<rC3  —  a). 


Fis.  i3. 


27.  Angle  de  deux  demi-droites.  —  Soient  {Jig.  i3)  AB  et  A'B' 
deux  demi-droites  situées  dans  un  même  plan  ;  menons  par  le  point  A 
une  demi-droite  AB"  parallèle  à  AB'  et  de  même 
sens  (c'est-à-dire  telle  que  les  droites  A'B'et  AB" 
soient  parallèles  et  que  les  points  B'  et  B"  soient 
situés  d'un  même  côté  par  rapport  à  la  droite 
AA').  Si,  en  faisant  tourner  AB  autour  de  A  dans 
un  sens  quelconque,  celte  demi-droite  vient  coïn- 
cider avec  AB",  ce  n'est  qu'en  décrivant,  à  partir 
de  celte  seconde  position  ,  un  angle  égal  à  un 
multiple  de  i-rz  dans  un  sens  quelconque,  que  AB 
reprendra  la  position  AB".  On  en  conclut,  en  rai- 
sonnant comme  plus  haut  (24)  que,  si  a  est  l'un 
quelconque  des  angles  positifs  ou  négatifs  dont  il  faut  faire  tour- 
ner AB  pour  lui  faire  prendre  la  position  AB",  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  tourner  AB  d'un  angle  égal  à  'x-{-ikTz. 
On  nomme  angle  de  A'B'  avec  AB  l'un  quelconque  de  ces  angles,  et 
l'on  pose 

(ÂÏÏ,  A'B')  =  a-F2X:i:. 
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On  peut  remplacer  l'une  de  ces  demi-droites  par  une  demi-droile 
parallèle  et  de  même  sens. 

28.  Si  A,  B,  ...,  L  désignent  des  demi-droites  situées  dans 
un  même  plan, 

(k,  b)-(-(b,  g)  +  ...  +  (l,  X)  =  ikTz. 

Même  démonstration  que  pour  des  droites. 

29.  En  particulier,  soient  OA,  OB  deux  demi-droites  et  a,  ^  les 
angles  qu'elles  font  avec  la  demi-droite  OX;  on  a 

(ÔA,  Ôb)  =  (ÔX,  OÏÏ)  —  (ÔX,  ÔÂ) -t- a/cu, 
donc 

cos(()Â,  OB)=cos([i  — a)  =  cos(a— p). 


Théorie  des  projections  sur  un  axe. 

30.  Définitions.  —  Etant  donnés  une  droite  X'X  et  un  plan  P 
{fig.    i4)?   on  appelle  projection  d'un  point  A  sur  l'axe  X'X  le 

point  de  rencontre  a  de  cet  axe  et  d.u  plan 
mené  par  A  parallèlement  au  plan  P.  La 
droite  Aa  est  celle  des  parallèles  au  plan  P 
qui  rencontre  l'axe;  on  la  nomme  la  pro- 
jetante du  point  A.  Lorsque  le  plan  P 
est  perpendiculaire  à  l'axe,  la  projetante 
Aa  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  A 
sur  X'X.  On  dit  alors  que  la  projec- 
tion est  orthogonale. 

On  nomme  projection  d'un  segment  AB  le  segmentai  qui  joint 
les  pi'ojections  a,  b  des  extrémités  de  AB.  On  choisit  sur  X'X  le 
sens  des  segments  positifs,  soit  X'X  pour  fixer  les  idées.  Nous  repré- 
senterons la  projection  d'un  segment  AB  sur  un  axe  X'X  par  la 
notation  (AB)^  ou  AB^. 

Les  segments  AB  et  BA  ont  des  projections  ab,  ba  égales  et  de 
signes  contraires. 

On  appelle  projection  d'une  ligne  brisée  A,  Ao .  . .  A^  la  somme 
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algébrique  des  projections  des  segments  consécutifs  A,  Ao,  Ao  A3, ..., 
A/,_i  A,,. 

31 .  Théorème.  —  La  projection  d'un  contour  polygonal  fermé, 
sur  un  axe  quelconque,  est  égale  à  zéro. 

Soit  en  effet  un  polygone  quelconque,  plan  ou  gauche,  A,  A.. . . .  A,,  ; 
désignons  par  a,,  «o,  . .  .  ^  a,i  les  projections  des  sommets  consécu- 
tifs A,,  Ao,  .  . .,  A,i  sur  un  axe  X'X;  par  définition,  la  projection 
du  contour  A,  A^  •  .  •  A,,  A,  sur  l'axe  X'X  est  égale  à  la  somme 


ctiUî-T-  Uza^-h. . .-{-  a,j_ia,j-t-  a^cii, 


c'est-à-dire  égale  à  zéro. 


32.  Corollaire.    —    Quand  deux   contours  polygonaux    ont 
mêmes  extrémités,  leurs  projections  sur  un  même  axe  sont  égales. 

En  effet,  considérons  deux  contours  AA,  Ao...  A^Bet  ABjBo.-.B^B 
dont  les  projections  sur  X'X  sont  respectivement 


aa^-\- aiai-\- . .  .— a^b     et     abi-{-  bib.y-\-. . .-+-  bpb. 

Le  contour  polygonal  AA,  .  .  .  ArtBB^B^_,  .  ,  .  B,  A  étant  fermé,  sa 
j)rojection  sur  X'X  est  nulle  :  donc 


««1  -I-  «i  «2  -t- .  . .  -i-  a„  6  -i-  bbj,  -+-  b/,  bj,-i-+- ...  m-  ^1  a  =  o. 
^Jais  celte  égalité  peut  être  remplacée  par  celle-ci 


aai-r-  «1  «2 +  •••-(-  «rt^  =  abi-h  bibi-\-. .  .-h  bp-ibp-\-  b,,b, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

En  particulier,  la  projection  d'une  brisée  polygonale  A,  A2  •  . .  A« 
est  égale  à  la  projection  du  segment  A,  A^  qui  joint  ses  extrémités. 

A,  A„  se  nomme  la  résultante  du  contour  polygonal  A,  A2  •  •  •  A«. 
On  peut  donc  énoncer  encore  cette  proposition  :  La  projection 
d'un  contour  polygonal  sur  un  axe  est  égale  à  celle  de  sa  résul- 
tante, sur  le  même  axe. 

33.  Théorème.  —  Le  rapport  de  deux  segments  parallèles  est 
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égal  au  rapport  de  leurs  projections  faites  parallèlement  à  un 
même  plan  P,  sur  un  même  axe  ou  sur  deux  axes  parallèles. 

Soient  X'X  et  Y'Y  deux  axes  parallèles  el  AB  et  CL)  deux  seg- 
ments parallèles  {Jig.  1 5).  Construi- 
sons   la  projection  ab  de   Ab   sur 


B 
A 


X'X  et  la  projection  cd  de  CD  sur 
Y'Y.  Menons  par  A  et  par  C  des 
K  parallèles  à  X'X  et  soient  E  et  F  les 
_  points  où  ces  droites  rencontrent 
les  plans  parallèles  au  plan  P  me- 
nés par  B  et  D  et  enfin  traçons  BE, 
E6;  DF,  ¥d.  Les  figures  AEa^  et  CF cd  sont  des  parallélogrammes 
et  en  outre  BE  et  DF  sont  des  droites  parallèles.  On  en  conclut  que 
les  triangles  ABE,  CDF  sont  semblables,  de  sorte  que 

AB  _  AE  _  o^       ' 

CD  ~  GF  ~  c5* 

De  plus,  si  les  segments  AB  et  CD  sont  de  même  sens  ou  de  sens 

contraires,  leurs  projections  ab   el  cd  sont  évidemment  aussi  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires,  respectivement. 

En  particulier,  si  AB  =  CD,  on  aura  aussi  ab  =  cd. 
La  démonstration  subsiste  si  les  projections  se  font  sur  un  même 
axe  et  si  les  segments  sont  portés  sur  une  même  droite. 

34.  Corollaire.  —  Les  projections  de  deux  contours  polygonaux 
ayant  mômes  extrémités,  faites  sur  deux  axes  parallèles,  sont  égales. 

35.  Mesure  de  la  projection  orthogonale  d'un  segment. 

1°  Soit  AB  un  segment  qu'il  s'agit  de  projeter  sur  X'X  (Jig.  i6). 

Menons   par  A  la  parallèle   Y'Y  à  X'X   et 

abaissons  du  point  B  la  perpendiculaire  BC 

à  celte  parallèle.  La  projection  orthogonale 

de  AB  sur  X'X  est  égale  à  AC 

Nommons  /  la  long^ueur  absolue  de  AB  et 
X'  A  ... 

soit  a  l'angle  que  la  demi-droite  AB  fait  avec 

la  demi-droite  AY,  cet  angle  étant  décrit  dans  le  plan  BAY,  le  sens 

positif  de  rotation  étant  d'ailleurs  quelconque. 


Fig.  i6. 

B 

A„/1a    /c 

Y' 

Y 
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La  définition  du  cosinus  donne 


X 

cosa  =  -ji 
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X  étant  l'abscisse  du  point  C,  l'origine  étant  au  point  A  et  la  direc- 
tion des  X  positifs  étant  celle  de  la  demi-droite  AY,  c'est-à-dire  du 


segment  X'X.  On  a  donc 


ABa:=/cos(AB,  X'X). 
2"  Supposons  en  second  lieu  que  l'on  ait  à  considérer  des  seg- 


Fig.  17. 


nienls  parallèles  à  une  même  droite  Y'Y  que 
nous  pourrons  toujours  supposer  menée  par 
un  point  O  de  X'X  {fig.  17).  Nous  pouvons 
remplacer  ces  segments  par  des  segments  de 
mêmes  longueurs  et  de  mêmes  sens  respecti- 
vement et  portés  sur  Y'Y  à  partir  du  point  O. 
Soit  Ox\  l'un  de  ces  segments  et  soit  OB  sa 
projection  sur  X'X.  Enfin  supposons  que  le 
sens  positif  des  segments  comptés  sur  Y'Y  soit  celui  de  OY  et  que 
le  sens  positif  des  projections  soit  celui  de  OX.  Désignons  par  f) 
l'angle  XOY,  compris  entre  o  et  7:.  Je  dis  que,  si  l'on  pose  OA  =jKj 
OB  =z  X,  on  a 

X  ■=  y  cosO. 

En  effet,  soit  /  la  valeur  absolue  du  segment  OA  et  supposons 
d'abord y'>ç>.  Alors 

X  =  /cosO, 

puisque  OA  fait  avec  OX  un  angle  égal  à  0;  et,  comme  y  =  /,  on 
peut  écrire 

X  =  y  cosO. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  jK<o,  OA  fait  avec  OX  un  angle 
égal  à  ^  -{-T.  ely  =  —  /;  on  a  donc 

37  =  /cos(0  +  7c)  — (— j')x(— cosO)  =  /cosO  : 

donc,  dans  tous  les  cas, 

ÔÂ^  =  ÔÂcos(ÔX,  Ôy). 
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36.  Mesure  de  la  projection  oblique  d' un  segment.  —  Soient  A, 
M,  B  trois  points  en  ligne  droite  (y^^.  i8),  dont  les  projections, 
faites  parallèlement  à  un  même  plan  P  sur  l'axe  X'X,  sont  a,  m,  b\ 
on  a (33) 

am  _  AM 
ab        ÂB 
d'où  __ 

AM 


X  ab. 


AB 


Supposons  que  le  segment  AB  soit  pris  pour  unité;  on  voit  que  le 

ÂM  j  •  1 

rapport  ^=  est,  en  grandeur  et  signe,  la  me- 
sure du  segment  AM.  On  peut  donc  dire 
que  la  projection  d'un  segment  est  égale 
au  produit  de  la  projection  du  segment 
de  même  direction  pris  pour  unité,  mul- 
tipliée par  le  nombre  positif  ou  négatif  cjui  mesure  le  segment 
que  Von  projette. 


37.  Définitions.  —  Étant  donnés  deux  segments  OA  et  OB  de 
longuevirs  absolues  a,  b  et  faisant  entre  eux  un  angle  égal  à  a,  nous 
appellerons  produit  géométrique  de  ces  deux  segments,  et  nous 

représenterons  par  la  notation  cl  b,  le  produit  abcosoL. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  deux  axes  X'X,  Y' Y  passant  par  O  et 

faisant  un  angle  9,  de  sorte  que  XOY  =  9  (fs-  '9)'  ^'  ^'^'^  prend 
sur  X'X  un  point  A  ajant  pour  abscisse  œ  et  sur  Y'Y  un  point  B 
ayant  pour  ordonnée  j^,  je  dis  que,  si  l'on  pose 

OA  =  a,    OB  =  6,   AOB  =  a,  on  a,  dans  tous 

les  cas, 

xy  cos  %  =  ab  cos  a. 

Cela  est  évident  si  x  =  -|-  a,  y  =  -\-  b  et 
aussi  quand  a;  =  —  a  ely  =  —  b,  car  dans  ces 
deux  cas  a  =  9.  Or,  quand  x  =  —  a  et j)^=  +  b 
ou  quand  a:  =  -{-  a  et  y  =  —  b,  on  aa  =  7t  —  9;  donc  la  proposi- 
tion est  établie. 
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Nous  étendrons  encore  la  définition  précédente  à  deux  segments 
quelconques  AB,  CD  et  nous  représenterons  par 
la  notation  AB  CD  lo  produit 

ABGDcos(ÂB,  GÏÏ). 

On  dit  alors  que  AB  CD  est  le  produit  des  deux       ' 
vecteurs  AB,  CD. 

Lorsqu'un  segment  A,  A^  {fig'  20)  est  la  résultante  d'une  ligne 
polygonale  A,  A,, . . .  A„,  nous  écrirons,  pour  abréger. 


AiA„=  A,A2-l- AjAs-f-. ..-+-  Art-iArt. 

38.  Théorème.  —  Soient  a  et  b  deux  segments  qui  sont  res- 
pectivement les  résultantes  des  segments  «,,  a-^,  ...,  ««  et  6,. 
b-i,  . . . ,  bp,  de  sorte  que 

a  =  a, -f-  «2 ■+-•••  -i-  ««,  b  =  bi-\-  b2-h.  ..-h  b,„ 

on  a 

a  b  —  S  a/j b/,, 

la  somme  S  s'étendanl  à  toutes  les  valeurs  de  h  depuis  i  jusqu'à  n 
et  de  k  depuis  i  jusqu'à/?. 

En  effet,  projetons  orthogonalement  sur  b  le  segment  a;  la  projec- 
tion de  a  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  ses  composantes 
a, ,  «2i  . .  . ,  a,i'i  on  a.  donc 

a  cos\a,  b)  =  ai  cos(ai,  b) -h  a,  cos(a2,  6)  +. . .-+-  anCOs\a„,  b) 
ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  b, 

ab  cos(a,  b)  =  Uib  cos(ai,  bj  +  a^b  cos(  a-i,  b)  -r-. . .-+-  a^b  cos(«„,  b); 
on  aura  de  même,  puisque  b  est  la  résultante  de  è,,  ^2,  .  .  . ,  bp, 

ai  6cos(a|,  b)  =ai  biCOs\ai,  bi)  -{-ai  b.2C0S\ai,  bi)-h.,.-h  ai  bpCOS^ai,  b,,), 

aibcosya^,  6)  =  «2  6iCos(«2,  6,} -{-«2  ^2Cos(a2j  62)  +  ...-+- «2  ^pCos(aj,  bp). 
• > 

anbcos{an,  b)  =  a,tbico?,\a,i,  61) -(-rt„62Cos(a,j,  bi)-h...-haabpCOs{an,  bp). 
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En  ajoutant  membre  à  membre  ces  n  +  i   égalités  et  réduisant, 

abcoiya,  6}=  Ea^ô/,  cos(a/j,  bj^j 
ab  ^=  1  ((/, .  b/,.. 


on  a 


ou 


39.    Corollaire.   —  Si  a  =  ^,  en  posant  dans  la  formule  précé- 
dente ah=:  bh-,  on  aura 

aa  =  2  a/j .  a/, 


ou 


a'^  =  I.al-i-Q.Za/ia/,cos(a,t,  a/,). 


Systèmes    de   coordonnées. 

Coordonnées    rectilignes. 

40.  Soient  {fig.  21)  x'x,  y' y  deux  droites  qui  se  coupent  au 
point  O.  Par  un  point  M  pris  dans  le  plan  de  ces  deux  droites,  menons 
une  parallèle  ky'yc^và  rencontre  x' x  en  A,  et 
une  parallèle  à  x' x  qui  rencontre  j^'j^  en  B.  Le 
point  M  est  déterminé  dès  que  l'on  connaît 
les  deux  segments  OA  et  OB. 

Nous  conviendrons  une  fois  pour  toutes 
que  le  sens  positif  des  segments  comptés  sur 
x' X  sera  celui  de  x'  vers  x.,  et  sur  y' y,  de  y' 
vers  y.  En  outre,  si  Q  est  l'angle  xOy,  nous 
suppQserons  le  plan  orienté  de  façon  que  la  demi-droite  Ox  vienne 
coïncider  avec  Oy  quand  on  la  fait  tourner  d'un  angle  égal  à  0  dans 
le  sens  direct;  sur  la  figure  précédente,  le  sens  direct  est  indiqué 
par  la  flèche.  Cela  étant,  nous  appellerons  abscisse  de  M  la  valeur 
algébrique  du  segment  OA  et  ordonnée  de  M  celle  de  OB;  nous  po- 
serons 

x=~(yk,       j'=ÔB. 

X  el  y  sont  les  coordonnées  de  M,  dans  le  système  rectiligne  Ox, 
Oy.  Si  a  et  è  sont  deux  nombres  positifs  ou  négatifs,  le  système 
d'équations  x  ^^  a.,  y  =  b  détermine  un  point,  et  un  seul,  que  l'on 
obtient  en  prenant  sur  x' x  le  point  A  tel  que  0A=  «,  et  snr y'y  le 
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point  B  tel  que  OB  =  6,  puis  mcuaut  par  A  et  B  des  parallèles  aux 
axes  x' X,  y' y. 

On  doit  remarquer  que  AM=y  et  BM=:^;  le  contour  OAM 
se  nomme  le  contour  des  coordonnées  de  M.  Nous  représenterons 
un  point  M  ayant  pour  coordonnées  «,  b  par  la  notation  M(<7,  6), 
la  première  lettre  entre  parenthèses  désignant  toujours  l'abscisse. 

Quand  9  =  90",  on  dit  que  les  coordonnées  sont  rectangulaires; 
dans  le  cas  contraire,  elles  sont  obliques. 

On  donne  aux  coordonnées  rectilignes  le  nom  de  coordonnées 
cartésiennes,  du  nom  de  Descartes  qui  s'en  est  servi,  le  premier, 
dans  sa  Géométrie. 

L'axe  x'  X  se  nomme  l'axe  des  x  ely'y  l'axe  des  y. 

Pour  définir  un  système  d'axes  il  suffit  de  donner  les  demi-axes 
positifs  Ox,  Oy. 

41.  Tous  les  points  situés  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  j^  ont  évi- 
demment des  abscisses  égales,  et  réciproquement  tous  les  points 
dont  l'abscisse  a  une  valeur  déterminée  a  sont  sur  une  parallèle  à 
l'axe  (\esy.  On  dit,  pour  cette  raison,  que  l'équation  x  =  a  repré- 
sente une  parallèle  à  l'axe  des  j".  En  particulier,  l'axe  des  y  a  pour 
équation  ^  =  o. 

Pareillement  j^  =  b  est  l'équation  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x,  et 
y  =  o  est  l'équation  de  l'axe  des  x.  Remarquons  enfin  que  les 
coordonnées  du  point  O  sont  x  =  o,  y  =  o]  ce  point  se  nomme 
Vorigine  des  coordonnées. 

Coordonnées  polaires. 

42.  Soit    OX  {/ig.   22)  une    demi-droite    tracée    dans    un    plan 
orienté.  Pour  fixer  la  position  d'un  point  M  de  ce 
plan,  il   suffit  de  donner  la  distance  OM  et  l'angle 
que  la  demi- droite  OM  fait  avec  OX.  Posons 

p  =  OM,        w  =  XOM. 


Fig.    22. 

R/ 


0 


On  peut  supposer  p  >  o  et  w  compris  entre  o  et  271; 

mais  il  est  préférable  de  supprimer  ces  restrictions,    p. 

Considérons  la  droite  indéfinie  R'R  qui  passe  par 

les  deux  points  O  et  M  et  fixons  sur  cette  droite  le  sens  positif; 
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supposons  que  ce  sens  soit  celui  de  la  demi-droite  OR.  Le  point  M 
sera  déterminé  si  l'on  connaît  sa  position  sur  l'axe  R'R  et  la  ])osi- 
tion  de  OR.  Soit  a  l'un  quelconque  des  angles  que  OR  fait  avec 
OX,  et  soit  a  la  valeur  algébrique  du  segment  OM  compté  sur  l'axe 
R'R;  les  coordonnées  polaires  du  point  M  sont 

(])  p  =  a,         là  ■=  "x-^ik-K. 

Si,  au  lieu  de  OR,  on  choisit  OR'  pour  demi-axe  positif,  le  point 
qui  a  pour  coordonnées  ' 

(2_)  P  =   —  a,  OJ  =  a  -h  2  A-' TT  -+- TT 

coïncide  avec  M.  Ce  point  a  donc  deux  infinités  de  coordonnées 
polaires  définies  par  les  formules  (i)  et  (2),  dans  lesquelles  k  et  k' 
sont  des  entiers  arbitraires. 

Le  point  O  se  nomme  le  pôle  et  OX  V axe  polaire. 

43.  Relations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  et  les  coor- 
données polaires  de  même  origine.  —  Soient  OX,  OY  deux  axes 
rectangulaires  et  OX,  un  axe  polaire  faisant  avec  OX  un  angle 
donné  a  {Jîg.  28)  et  supposons  que  le  sens  dans  lequel  les  angles  (o 

sont  comptés  positivement  soit  le  sens  direct  dé- 
^^'  fini  par  le  système  OX,  OY.  Soient  p,  w  les 
coordonnées  polaires  de  M.  el  x^  y  ses  coordon- 
nées rectangulaires.  Le  segment  OM  est  compté 
positivement  dans  la  direction  qui  fait  avec  OX 
un  angle  égal  à  (o  +  a,  et  avec  OY  un  angle  égal  à 
(co  +  a),  à  un  multiple  près  de  27t,  Donc,  en 

projetant  sur  OX,  puis  sur  OY,  le  contour  OAM  et  sa  résultante 
OM,  on  a 

a^  =  p  cos(w -(- a),        _y  =  p  sin(a) -4- a), 

d'où 

.r«  +  j2=p2^         tang(to  + a)=  •^. 

Autres  systèmes  de  coordonnées. 

44.  Système  hivectoriel.  —  On  peut  déterminer  la  position  d'un 
pointMendonnantsesdistances  w,ràdeuxpointsfixesO,0'(^^.  24). 
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A  chaque  syslème  de  valeurs  positives  de  u,  v  telles  que,  a  désignant 
la  distance  00',  on  puisse  construire  un  triangle  ayant  pour  cô- 
tés M,  s?^  a,  correspondent  deux  points  M, 
M'  symétriques  par  rapport  à  00'  ;  par  con- 
séquent, ce  système  de  coordonnées  ne  peut 
convenir  qu'à  une  figure  qui  admet  la  droite 
00'  comme  axe  de  symétrie. 

4o.  Système  biangulaire.  —  Le  point  M 
est   encore  déterminé  si  l'on  se  donne  les 

angles  w,  w'  que  les  rayons  OM,  O'M  font  respectivement  avec  deux 
axes  polaires  ayant  pour  origines  O  et  O'.  On  peut  prendre,  par 
exemple,  comme  axes  polaires  les  demi-droites  OX,  O'X  dirigées 
de  O  vers  O'  {Jig.  24).  H  n'est  pas  nécessaire  d'ailleurs  que  les  an- 
gles ti)  et  w'  soient  comptés  positivement  dans  le  même  sens. 

46.  Syslème  pôle-directiice.  —  Etant  donnés  {Jig.  25)  un 
point  O  appelé  pôle  et  une  droite  AB,  appelée  directrice,  un  point 
<[uelconque  M  est  déterminé  si  l'on  connaît 
ses  distances  au  pôle  et  à  la  directrice.  11  con- 
vient de  donner  un  signe  au  segment  PM.  Dé- 
terminons sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  AB  une  demi-droile  OX  ;  PAl  sera  regardé 
comme  positif  s'il  est  dirigé  dans  le  même 
sens  que  OX  et  comme  négatif  s'il  est  dirigé 
en  sens  contraire;  posons  OM.  =  u,  PM  =  t^, 
u  étant  positif.  S'il  existe  un  point  M  tel  que  u^=a^  ç>  =  b,  le 
point  symétrique  M'  aura  les  mêmes  coordonnées  u  et  v  que  M  :  ce 
système  ne  peut  donc  convenir  qu'à  une  figure  ayant  OX  pour  axe 
de  symétrie. 


Fier.  20. 


Relations  entre  la  longueur  d'un  segmenf  issu  de  l'origine,  les  angles 
qu'il  fait  avec  deux  axes  do  coordonnées  rectilignes,  les  coordon- 
nées de  son  extrémité,  etc. 


47.   Soient  O^,  Oy  deux  axes  et  OM  une  demi-droite  issue  de 
l'origine.   Cette  demi-droite   est  déterminée  en   direction   et  sens, 
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si  l'on  connaît  les  coordonnées  a,  h  d'un  quelconque  de  ses  points, 

A.  par  exemple.  Ces  coordonnées  se  nom- 
ment coefficients  ou  paramètres  directeurs 
de  OM;  on  dit  aussi  que  le  point  A  est  un 
point  directeur.  Quand  on  suppose  que  la 
longueur  du  segment  OA  est  prise  pour 
-^  unité,  les  coordonnées  du  point  A  sont  ap- 
pelées les  paramètres  principaux  et  le 
point  A,  point  directeur  principal. 
Nous  appellerons  a  l'un  quelconque  des  angles  de  OM  avec  Ox 

et  ^  l'un  quelconque  des  angles  de  Oy  avec  OM. 

48.  Relations  entre  les  angles  a,  [3,  9.  —  La  formule 

donne  a  +  |^  =  9  +  iktz. 

On  peut  choisir  pour  a  et  ^  des  déterminations  telles  que  a-|-  [3  =  9. 

On  déduit  de  là  une  relation  importante.  Menons  une  demi- 
droite  OL,  et  appelons  \  l'angle  (O^,  OL).  Projetons  sur  OL  le 
contour  OBA.  des  coordonnées  du  point  A,  et  sa  résultante  OA.  On 
obtient  ainsi 

(i)  a  cosX -I- è  cos(X  —  6)=^cos(X  —  a). 

En  donnant  à  \  successivement  les  valeurs  o,  9,  a,  on  trouve 

(2)  a -I- 6  cos6  =  /  cosa, 

(3)  a  cos6  ^- 6  =  Z  cos^, 

(4)  a  cosa  +  6  cos^  = /. 

Par  hypothèse  a,  b,  /ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois,  car  le  point  A 
ne  coïncide  pas  avec  l'origine;  il  en  résulte  que  le  déterminant  des 
coefficients  de  a,  6,  /  dans  les  équations  précédentes  est  nul  : 


(5) 


I  cosO  cosa 
cos8  I  COSJ3 
cosa     cosp        X 


ou,  en  développant, 

(6)  cos^a  -i-cos^^  —  acosacosp  cos6  =  sin^O. 
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Lorsque  9  =  -j  celle  relalion  se  réduitàcos^a-f-  cos- ^  :=  i.  Mais, 
dans  ce  cas,  cos^  =  slna;  on  retrouve  donc  une  relation  connue. 

49.  Réciproquement,  si  deux  nombres  p,  q  et  l'angle  des  axes  0, 
vérifient  la  relation 


(7) 


p^-h  q^ —  2pq  cosO  =  sin^O, 


Fig.  27. 


il  y  a  une  demi-droite  OM  telle  que 

cos(Oa:,  0M)=/),        cos(OM,  Oj^)  =  <7. 

En  effet,  prenons  sur  Ox  un  point  C  tel  que  OC  =p  et  sur  Or 
un  point  D  tel  que  OD  =  q  {fig.  27)  et  menons  (iA  et  DA  respec- 
tivement perpendiculaires  à  Ox  et  Oy\ 
ces  droites  se  coupent  en  un  point  A;  je 
dis  que  la  demi-droite  OM  obtenue  en 
joignant  le  point  O  au  point  A  satisfait  à 
la  condition  demandée.  En  effet,  si  l'on 
nomme  a  et  ^  les  angles  (Oa:,  OM)  et 
(OM,  Oj),  on  a,  en  remarquant  que  OC 
est  la  projection  orthogonale  de  OA  sur 
Ox  et  OD  la  projection  orthogonale  du 

même  segment  OA  sur  Oy  :  p  =  /cosa,  q  =  /cos^;  en  portant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (7)  et  tenant  compte  de  l'équation  (6)  on  ob- 
tient /2  =  I ,  c'est-à-dire  /  =  i ,  puisque  /  désigne  une  longueur  abso- 
lue; donc  cosa=/?,  cos;S  =  q,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

50.  Définition.  —  Les  cosinus  des  angles  a,  [3  se  nomment  les 
cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  OM. 

51.  Problème.    —    Trouver  une  demi-droite  dont  les  cosinus 
directeurs  soient  proportionnels  à  deux  nombres  donnés  m,  v. 

Si  nous  posons  cos(x.  =  'ku,  cos[3  =  X^',  il  s'agit  de  déterminer  "k 
de  façon  que  cosa  et  cos[3  vérifient  la  relalion  fondamentale;  ce  qui 

donne 

'k^(u^-hv^  —  2uvcos^)  =  sin'6, 

d'où 

£sin6  .         _,     . 

(e  =  ±i). 
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Si  l'on  pose 

R  =  -{-  s/u^  -\-  v'^  —  -j.  uv  cos  6, 

on  obtient  deux  solutions 

MsinO  o        psini 

cos  p 


(8)  { 

j           ,       — MsinO                  „,       — psinO 
[  cosa  =  --      ,         cosp  = > 

auxquelles  correspondent  deux  demi-droites  opposées,  comme  on  le 
vérifie  d'ailleurs  au  moyen  de  la  construction  indiquée  au  n"  49, 
puisque  aux  deux  systèmes/?,  q  et  — p,  — q  correspondent  évi- 
demment deux  points  A  et  A'  symétriques  par  rapport  à  l'origine 

ifig'  27)-  _ 

Il  y  a  donc  toujours  une  droite  et  une  seule,  ou  deux  demi  droites 

opposées,  faisant  avec  les  axes  Ox,  Oy  des  angles  dont  les  cosinus 

sont  proportionnels  à  deux  nombres  donnés. 

Quand  Q  =  -,  les  formules  se  simplifient  et  deviennent 

cosp 


52.  Connaissant  a,  6,  déterminer  <x  et  [3. 
En  posant  ).  =  -  -f-  a,  la  formule  (i)  devient 


d'où> 

(9) 

On  en  tire 
(10)  tanga 

On  a  de  même 


—  a  sina  -+-  h  sin(6  —  a)  =  o, 
h  sina 


a       sin(6  —  a) 
h  sinO 


a^  b  cosO 
sin  j3 


et 


tangp 


b       sin(0  — p) 
a  sinô 


6-1-  a  cosO 


Lorsque  Q  =  -, 
^  2 


tanea  =  — ■ 
°  a 
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Dans  le  cas  général,  la  formule  (9)  peut  être  transformée  de  la 
manière  suivante 

sina  —  sin(6  —  a)  _  b  —  a 
sina-t-sin(0  —  a)        b -\- a 
ce  qui  donne 

/      e\    6  — a       e 

tanffia = -î tane-« 

*'V         2/      b-^a       ^2 

Celte  formule  permet  de  calculer  a à  l'aide  des  tables  de  loga- 
rithmes. On  déduit  encore  de  la  formule  (i),  pour  )v=  - 
(i  i)                                                    l  sina  =  b  sinO 
et  pour  \=z  — \-%, 
(12)                                                  /  sin  ^  =  a  sinO. 

53.  Carré  de  la  distance  de  l'origine  à  un  point  dont  on  con- 
naît les  coordonnées.  —  En  multipliant  les  deux  membres  des  équa- 
tions (2),  (3),  (4)  respectivement  par  «,  6,  /  et  ajoutant,  on  obtient 

/2  =  a2  +  62-4-2a6  cosO 
et,  SI  y  ^  -  j 

I2^a'^-^b^. 

On  obtient  immédiatement  ce  résultat  en  remarquant  que 

l  =  a  -\-  b, 
d'où  _      _ 

Z2=(a-f-6)". 

Le  polynôme  a"^  -\-  b^  -\-  lab  co?,^  ne  s'annule  pour  aucun  système  de  valeurs 
réelles  de  a  et  6  autres  que  a  =  o,  6=0. 

54.  Angle  de  deux  demi-droites  dont  on  connaît  les  paramètres 
directeurs.  —  Soient  OA,  OA'  deux  demi-droites  définies  par  les 
coordonnées  [a,  b)  et  (a',  b')  des  deux  points  directeurs  A,  A';  en 
posant 

V  =  (OA,  OA'),       a=(Oa?,  OA),       a' =  (Oa:,  OA'),       /  =  OA,       V=Ok.', 

on  sait  que 

V  =  a.' —  a-i-  %kTz 

et  que,  par  suite, 

cosV  =  cos(a' — a),         sinV  =  sin(a'— a). 
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Des  formules  précédentes  et  de 

/  cosa  =  a  -\-  b  cos6,         /  sina  =  6  sin6, 
rcosa'=  a'-+-  6'cos6,         rsina'=  è'sinô, 
on  déduit 

ircosY=   aa'-h  bb'-ir(ab'-h-  ba')cos%, 

W  sinV  =  {ah' —  6a')sin6, 
c'est-à-dire 

;  ,,  ,,  «a'-i- 66'-f-(a6'-H  6a')cosO 

(i3)  cos V  = 

(i4)  sinV  = 


s/a'' 

'+62 

Ya'2-f-6'2 

ah'  - 

-ba' 

sjâ^ 

-+-62 

v/a'2  -^  è'2 

«rV- 

ah' 

—  ha! 

y/a2_|.  62_|_  ^ah  cos6  y/a'^  -H  6'^  -f-  2 a' 6' cos 6 

{ah'  —  6a')sin6 
/a^  -1-  6^  -I-  2  a6  cos  0  v^oi'^  -t-  6'^  -1-  2  a'  è'  cos  6 

d'où 

(«6'— 6a')sin8 

(i5)  tangV  =  — } j:r, — -, — j-, 7— tt k' 

^     '  °  «a -h  60 -h  (  «6 -I- oa  )  cos  0 

Si  les  axes  sont  rectangulaires, 

/ex  Ar  aa'-^bb' 

(16)  cosV  = 


(17)  sinV  = 


(^^)  '-""^'-««'+66' 

Si  l'on  suppose  OA  =  0A'=  i,  et  si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a 

a  =  cosa,         6  =  sina;         a' =  cosa',         è'=sina'. 

Le  produit  des  vecteurs  OA,  OA'  se  réduit  à  cosV;  donc 

cosV=  (a4- 6)  (a'H- 6'); 
mais 

a.a'=  cosa  cosa',  6.6' =  sina  sin«',  a.h'—o,  b.a'=o; 

donc 

cos(a  —  a')  =  cosa  cosa'-h  sin  a  sina'. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie. 

55.  Condition  d'orthogonalité  des  droites  OA,  OA'.  —  Pour 
que  OA  et  OA'  soient  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  cos  V  =  o, 
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ce  qui  donne  la  condition 

(19)  aa'-{-  bb' -h (ab' -+-  ba')  cos^  =0, 


et  si  e  =  - 


(20)  aa'-\-bb'  =  o. 

56.  Condition  pour  que  les  demi-droites  OA,  OA'  soient  con- 
fondues ou  opposées.  —  Les  deux  demi-droites  OA  et  OA'  sont 
confondues  si  cos  V  =  +  i  et  opposées  si  cos  V  =  —  i .  Dans  les  deux 
cassinV=o;  donc,  quel  que  soit  l'angle  des  axes,  on  doit  avoir 

(21)  ab' — ba'  —  o. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  cosV=it:i. 
Pour  distinguer  les  deux  cas,  remarquons  d'abord  que,  en  vertu  de 
l'équation  (21),  on  peut  poser  rt'=)va,  6'=X6,  \  étant  arbitraire. 
Il  en  résulte  que 

cosV  =  —=• 

Le  dénominateur  est  un  radical  arithmétique;  on  doit  donc  prendre 
\/\-  =  )v  si  )^  >»  o,  et  y/X^  =  —  \  si  X  <;  o.  Dans  le  premier  cas 
cosV  =  +  I  et,  dans  le  second,  cosV  =  —  i .  Les  deux  demi-droites 
seront  donc  confondues  ou  opposées  suivant  que  le  coefficient  de 
proportionnalité  \  sera  positif  ou  négatif. 

57.  Corollaire.  —  Pour  que  le  point  M  ayant  pour  coordonnées 

x,y  se  trouve  sur  la  droite  passant  par  l'origine  et  par  le  point  A,  il 

faut  et  il  suffit  que 

ay  —  bx  =  o. 

58.  Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  les  segments 
ont  une  origine  quelconque.  —  Soient 
a,  b  et  a',  b'  les  coordonnées  de  deux 
points  A,  A'  (fig.  28),  /  la  longueur  du 
segment  AA',  a  l'angle  que  ce  segment 
fait  avec  O.2::  et  |i  =  0  —  a;  en  projetant 
sur  l'axe  OL  les  contours  OBAA'  et 
OB' A'  qui  ont  mêmes  extrémités,  X  désignant  l'angle  {Ox,  OL), 
on  a 

a  cosX  -f-  b  cos  (À  —  6)-+-  /co9(X  —  a)  =  a' cos  X  -f-  6'cos(X  —  6), 
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(a' —  a)cosX  -t-(6' —  b)  cos(X  —  0)  =  /  cos();  —  a). 


Cette  formule  se  déduit  de  la  formule  (i)  en  changeant  a  el  b 
en  a' — a  et  b' — b.  Il  est  évident  que  toutes  les  conséquences  de 
cette  formule  subsistent,  pourvu  qu'on  fasse,  s'il  j  a  lieu,  les  mêmes 
changements.  Ainsi,  en  particulier, 

Z2  =  (a'—  ay  +  ib'—  bY-\-%{a'—  a){b'—  b)cos^. 

De  même,  pour  que  le  point  M  ayant  pour  coordonnées  x,  y  soit  sur  la 
droite  AA',  il  faut  et  il  suffit  que  les  segments  AM  et  AA'  aient  même  sens  ou 
des  sens  opposés;  la  condition  cherchée  est  donc 


{a'  —  a){y  —  b)  —  {b'  —  b){x  —  a)  =  o 


ou,  en  simplifiant, 


{b  —  b')x  —{a  —  a')y  -+■  ab' —  èa'=  o. 


Coordonnées  du  point  qui  divise  un  segment  dans  un  rapport  donné. 

59.  Soient  {fig.  29)  Xi ,  y,  et  x^^y^  les  coordonnées  des  points  M< , 
Ma  et  x,y  les  coordonnées  du  point  P  tel  que 


Fig.  29. 


0      TItj     p 


or 

donc 

d'où 

De  même, 


PMi 
pMI 


=  -X 


PM,+  XPM2  =  o. 


m^         a> 


-^; 


Soient  m,,  rrii,  p  les  projections  de  M,,  Ma, 
P  sur  x'x,  ces  projections  étant  faites  parallè- 
lement à  l'axe  des  y.  On  a,  en  gtandeur  et 
signe, 

p/rij   _    FM, 

/?/«2  PM2 

pmi  =  Xi  —  X,        pm^  =  X2  —  X, 


^  1  —  ^ ^ 

X^  —  X  '  ' 

X\-^\x<i 


y  = 


—  Zl±2-^- 
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Pour  plus  de  symétrie  on  peut  poser  X  =  ^»  de  sorte  que 


on  aura  alors 


y 


X1+X2 


En  particulier,  si  P  est  le  milieu  de  M,  Mo,  on  a  ).  =  i  ou  ).,  =  Ao  5 
donc  les  coordonnées  du  milieu  de  MiMo  sont 


a-f 


y  = 


y\-^yt 


Si  X  varie  d'une  manière  continue  de  — 00  à  -t- co,  le  point  P  décrit  la 
droite  M1M2  tout  entière.  De  —  i  à  o,  le  point  P  décrit  le  segment  infini  R'Mj; 
de  o  à  -i-  x>  le  segment  Mj  M2  et  de  —  00  à  —  i  le  segment  M2  R. 


Équation  d'une  courbe  plane.  —  Exemples. 

60.  Considérons  une  courbe  plane  et  deux  axes  de  coordonnées 
tracés  dans  son  plan  {fig.  3o).  Une  parallèle  à  l'axe  des  y  convena- 
blement choisie  rencontre  celte  courbe  en  des 
points  M,  M',  . .  .  que  sa  définition  permet  de 
déterminer.  Si  l'on  désigne  par  x^  y  les  coor- 
données de  l'un  quelconque  de  ces  points,  il  y 
a  entre  ces  deux  variables  une  relation  dépen- 
dant de  la  nature  de  la  courbe  considérée, 
puisque,  x  étant  donné,  on  en  déduit  poury  ~ôj 
des  valeurs  déterminées.  Cette  relation,  que 
nous  supposerons  équivalente  à  la  définition  géométrique  de  la 
courbe,  se  nomme  l'équation  de  cette  courbe.  Ce  qui  précède  s'ap- 
plique d'ailleurs  à  un  système  quelconque  de  coordonnées.  Nous 
allons  étudier  quelques  exemples  simples. 

61.  Équation  du  cercle.  —  Si  l'on  prend  pour  pôle  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  R,  l'équation  de  ce  cercle,  en  coordonnées 
polaires,  est  évidemment 


p  =  R 


p=-R, 
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car  les  deux  points  ayant  pour  coordonnées 
(o  =  a,         p  =  R         et         oj  =  a. 


—  R 


sont  symétriques  par  rapport  au  pôle. 

Si  l'on  nomme  £C,  y  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  quel- 
conque M  d'un  cercle  de  rayon  R  et  dont  le  centre  C  a  pour  coor- 
données a,  6,  les  axes  faisant  un  angle  9,  on  a 

(37  — a)2-i-(j  — è)2-i-2(a7  — a)(v  — è)cose  =  R2, 

puisque  cette  équation  exprime  que  MC  =  R.  On  a  ainsi  obtenu 
V équation  du  cercle  donné.  Si  les  axes  sont  deux  diamètres  rectan- 
gulaires du  cercle,  on  doit  poser  Q  =  -,  <?,  =  ^  =  oet  l'équation  du 
cercle  rapporté  à  ces  deux  diamètres  est 

x^->ry^=  R2. 

62.  Equation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie.  — 
L'ellipse  est  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  somme  des  distances 

à  deux  points  fixes,  situés  dans  ce  plan, 
et  appelés  foyers,  est  constante. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui 
passe  par  les  deux  foyers  F,  F'  et  pour  axe 
des  jK  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FF' 
{/ig-  3i);  il  résulte  immédiatement  de  la 
définition  de  l'ellipse  que  ces  deux  droites 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  courbe. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  l'ellipse  considérée;  on  a,  par  défi- 
nition, 


Fi 

g.  3i 

Y^ 

y 

/ 

V  ' 

0 

-^ 

y 

ce- 

(0 


MF-f-MF'=  2a, 


2 a  désignant  une  longueur  donnée.  Désignons  par  x,  y  les  coor- 
données de  M,  par  c  l'abscisse  de  F  et  par  — c  celle  de  F';  en  rem- 
plaçant MF  et  MF'  par  leurs  expressions  en  fonction  de  .r,  y  et  c, 
l'équation  (i)  devient 


(2) 


v/(a7  —  c)2+^2-i-  /(*•■+-  cy--^y^  =  2a. 


Pour  rendre  cette  équation  rationnelle,  élevons  les  deux  membres 
au  carré,  après  avoir  fait  passer  le  premier  radical  dans  le  second 
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membre;  après  simplifications  on  obtient 


a  <J{x  —  c)'^  -h y-  =  a^  —  ex. 
Elevant  de  nouveau  les  deux  membres  au  carré  et  simplifiant 

Le  côté  FF'  devant  être  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres 
côtés  du  triangle  MFF',  on  doit  supposer  2c<;  aa;  nous  poserons 
a^ —  c^=i  &2,  ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  trouvée  sous  la  forme 

(3)  b'^x^-\-a^y'^=  a'^b'^, 

OU  encore 

En  réalité,  on  peut  craindre  que  cette  équation  soit  trop  générale, 
car,  en  appliquant  le  calcul  précédent  à  l'une  quelconque  des  équa- 
tions, 

±MFdz]VlF'=2a, 

on  serait  parvenu  au  même  résultat. 

Je  dis  que,  si  les  coordonnées  d'un  point  M  vérifient  l'équation  (3), 
la  somme  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  F,  F'  est  égale 
à  ia.  En  effet,  on  ne  peut  supposer  que 

—  MF  — MF'=2a, 

puisque  les  deux  membres  ont  des  signes  contraires.  Soit  pour  fixer 
les  idées  MF^MF';  on  ne  peut,  pour  une  raison  analogue,  sup- 
poser que 

MF  — MF'=2«. 

Je  dis  que  l'on  n'a  pas  non  plus 

MF'— MF  =  2a, 
car,  si  le  point  M  est  sur  l'axe  des  x,  extérieur  au  segment  FF',  on  a 

MF'— MF  =  2  c, 
pour  toute  autre  position 

MF— MF<2c. 
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Cela  est  évident  si  le  point  M  est  sur  l'axe  des  x,  entre  F  et  F',  et 
quand  M  n'est  pas  sur  l'axe  des  x,  le  côté  FF'  du  triangle  MFF'  est 
plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres  côtés  ;  or  2  c  <!  2  a,  donc 
dans  tous  les  cas  MF' —  MF  <^ia.  Il  ne  reste  donc  plus  de  possible 
que  l'équation  (i).  Il  faut  conclure  de  cette  discussion  que  les  équa- 
tions au  carré  n'ont  introduit  aucune  solution  réelle  étrangère. 

03.  Remarque.  —  On  trouve  immédiatement 
MF'2  — MF2=  4c^; 
donc,  en  tenant  compte  de  l'équation  (1), 

(4)  MF'— MF=— :r. 

a 

En  combinant  paraddition  et  soustraction  les  équations  (i)  et  (4),  on 
obtient 

(5)  I\IF'=a+— ,         MF  =  a— — . 
'  a  a 

Les  rayons  vecteurs  MF,  MF'  sont  donc  des  fonctions  linéaires 
de  l'abscisse  du  point  M. 

En  partant  de  l'une  quelconque  des  équations  (5),  on  obtient  très 
simplement  l'équation  (4). 

6i.  Si  l'on  pose  MF  =  m,  MF'  =  p,  l'équation  de  l'ellipse,  en  coordonnées 

bivectorielles,  est 

u  -^  V  =^  %a. 

Si  l'on  nomme  w  et  10'  les  angles  MFF'  et  MF' F,  on  trouve 


Enfin  on  a  encore 


(0            w         a  —  c 
tang  —  tang  —  = 


M  b 

cos —  =  ■ 


65.  Équation  de  V hyperbole  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie. 
—  L'hjperbole  est  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des 
distances  à  deux  points  fixes  situés  dans  ce  plan  et  appelés  foyers 
est  constante. 

Nous  prendrons  encore  pour  axe  des  x  la  droite  passant  par  les 
deux  fojers  F,  F'  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  élevée  au 
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milieu  de  FF'  {Jlg.  Sa).  Ces  droites  sont  évidemment  des  axes  de 
symétrie.  En  désignant  par  2«  la  dififérence 
constante  des  rayons  vecteurs  MF,  MF',  c  et 
—  c  étant  les  abscisses  des  foyers,  on  obtien- 
dra, en  désignant  par  x  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  M  de  l'hyperbole,  l'équation 

(a2_c2)a72-t-aîj2  =  a«(a2— c2). 

Mais,  pour  que  le  triangle  MFF'  existe,  il  est 

nécessaire  de  supposer  a  <<  c;  on  est  ainsi  conduit  à  poser 

«2— c2  =  — ^»2, 
ce  qui  donne 


Fig 

.  3a. 

\ 

fi 

F' 

1            ° 

1     F        a> 

OU 


b-x^  —  a^y^=  a^b^ 


a^        b-^       '* 


On  vérifie  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse  que  les  élévations  au 
carré  n'ont  introduit  aucune  solution  réelle  étrangère. 

66.  En  posant  MF  =  m,  MF'=  v,  il  faut  deux  équations  pour  représenter 
toute  la  courbe.  L'équation 

V  —  u  =^  'j.a 

représente  la  branche  dont  tous  les  points  ont  une  abscisse  positive;  l'équa- 
tion 

u  —  V  =^  ia 

représente  l'autre  branche. 

En  posant  MFF'=  w,  MF'F  =  w',  on  a  de  même  pour  chacune  de  ces  deux 
branches  les  équations 


tang  — 

"  2 


tang- 


tang  — 


tans- 


Enfin,  comme  pour  l'ellipse 


M         b 

COS—   =  --:=■ 
2  /lÛ' 


67.  Equation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet.  —  La  parabole  est  le  lieu  des  points  d'un  plan 
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situés  à  égales  distances  d'un  point  fixe  appelé  foyer  et  d'une  droite 
fixe  appelée  directrice,  le  foyer  et  la  directrice  étant  dans  le  plan 
donné. 

Prenons  pour  axe  des  x  {fig-  33)  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  la  directrice,  l'origine  étant  à  égale 
distance  du  foyer  et  de  la  directrice,  et  l'axe 
des  y  étant  parallèle  à  la  directrice.  ^Soient  x^  y 
les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  parabole 
considérée;  si  l'on  pose  DF  =  p,  on  a 


Fig.  33. 


MF 


or,  par  définition, 


donc 


PM  =  PQ  +  QM  = 

y^  =  ipx. 


-r' 


-  -f-ar; 


Telle  est  l'équation  cherchée. 

Si  l'on  prend  pour  coordonnées  MF  =  a,  PM  =  v,  l'équation  de 
la  parabole  est  u  =  ç. 

68.  Les  trois  courbes  :  ellipse,  hyperbole  et  parabole  sont  nom- 
mées sections  coniques.  On  les  obtient,  en  effet,  en  coupant  par  un 
plan  un  cône  de  révolution.  Si  l'on  considère  deux  sphères  inscrites 
à  un  cône  de  révolution,  un  plan  tangent  commun  à  ces  deux  sphères 
coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  pour  foyers 
les  points  de  contact  du  plan  sécant  et  des  deux  sphères.  Un  plan 
parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  le  coupe  suivant  une  parabole 
[voir,  pour  la  méthode  de  Dandelin,  le  Cours  de  Géométrie  de 
MM.  Rouchéet  de  Comberousse  (')]. 

69.  Les  exemples  que  nous  venons  de  traiter  suffisent  pour  faire 
comprendre  comment  on  peut  déduire  l'équation  d'une  courbe  de 
sa  définition  géométrique.  Réciproquement,  une  équation  à  deux 
variables /(:r,  j^)  =  o,  définit  en  général  une  courbe.  Supposons, 


(')  Paris,  Gauthier- Villars. 
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pour  fixer  les  idées,  que  a:  el  y  désignent  des  coordonnées  carté- 
siennes, et  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que/(^,j^)  soit  un 
polynôme  entier.  Soit  Xq  une  valeur  réelle  attribuée  à  x,  l'équa- 
tion/"(jCq,  j)  =  o  admet  un  nombre  déterminé  de  racines;  soit^o 
l'une  d'elles,  que  nous  supposerons  réelle.  Au  système  ^Tq,  j'o  corres- 
pond un  point  M.  Or,  si  l'on  fait  varier  Xq  d'une  manière  continue, 
yo  varie  aussi  d'une  manière  continue,  et  par  suite  le  point  M  décrit 
un  arc  de  courbe. 

Chacune  des  déterminations  réelles  de  y  correspondant  à  une 
valeur  donnée  à  x  fournit  ainsi  un  arc  de  courbe;  l'ensemble  de  tous 
ces  arcs  constitue  une  courbe,  représentée  par  l'équation  donnée. 

En  résumé,  une  courbe  plane  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les 
points  dont  les  coordonnées  vérifient  une  équation  donnée/(^,  j^)  =  o. 

Il  convient  d'ajouter  que,  si  l'on  donne  deux  équations  distinctes 
f{^,  y)  =  o,  fi{x,  y)  =  o,  il  n'y  a  qu'un  nombre  déterminé  de 
points  dont  les  coordonnées  vérifient  le  système  de  ces  deux  équa- 
tions, puisque  ce  système  n'a  qu'un  nombre  déterminé  de  solutions. 

On  en  conclut  qu'une  courbe  donnée  ne  peut  avoir  deux  équations 
distinctes,  par  rapport  à  un  même  système  d'axes  de  coordonnées  et 
que  par  suite,  quel  que  soit  le  procédé  employé  pour  trouver  l'équa- 
tion d'une  courbe,  on  doit  toujours  trouver  la  même  équalion. 

Le  but  principal  de  la  Géométrie  analytique  plane  est  de  ramener 
l'étude  des  courbes  planes  à  celle  des  équations  qui  les  représentent. 


EXERCICES. 

4.  Former  l'équation  de  la  perpendiculaire  au  milieu  d'un  segment  AB, 
connaissant  les  coordonnées  de  ses  extrémités. 

On  considère  cette  droite  comme  le  lieu  des  points  à  égales  distances  de  A 
et  de  B. 

2.  Etant  donnés  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  G  et  un  point  M  quel- 
conque, démontrer  la  relation  suivante,  due  à  Stewart 

ÂM^BG -<-  B\Î'gÂ  -4-  GM^ÂB  4-  AB  BG  GÂ"  =  o. 

En  déduire  une  relation  entre  les  puissances  de  trois  points  en  ligne  droite, 
par  rapport  à  un  cercle. 

3.  D'un  point  0,  on  mène  une  transversale  variable  sur  laquelle  on  prend, 
à  partir  du  point  P  où  elle  rencontre  une  droite  fixe,  des  segments 

PM  =  PM'=a, 
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a  désignant  une  longueur  constante.  Former  l'équation  du  lieu  des  points  M^ 
M'  (conchoïde  de  Nicomède). 

4.  Une  droite  roule  sans  glisser  sur  une  circonférence  donnée;  trouver  le 
lieu  décrit  par  un  point  de  cette  droite  (développante  de  cercle).  On  prendra 
des  coordonnées  polaires. 

5.  En  supposant  que  la  quantité  de  lumière  provenant  d'une  source  lumi- 
neuse reçue  par  un  point  M  soit  donnée  par  la  formule  I  =  — ,  /■  étant  la 

distance  de  M  à  la  source,  trouver  l'équation  du  lieu  des  points  également 
éclairés  par  deux  sources  différentes  A,  B  ;  a,  6  étant  les  quantités  de  lumière 
reçues  à  l'unité  de  distance  de  chacune  de  ces  sources. 

6.  Un  fil  ayant  la  longueur  de  la  circonférence  d'un  cercle  est  enroulé  sur 
ce  cercle  de  manière  que  ses  deux  extrémités  coïncident  avec  un  point  A.  On 
le  déroule  en  le  tendant  de  manière  que  la  partie  déroulée  ait  la  forme  d'une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  passant  par  A;  lieu  de  l'extrémité  du  fil. 


Transformation  des  coordonnées  rectilignes. 

70.  La  transformation  des  coordonnées  consiste  dans  le  pro- 
blème suivant  : 

Etant  donnée  V équation  d'une  courbe  rapportée  à  un  système 
particulier  de  coordonnées,  trouver  l'équation  de  la  même  courbe 
rapportée  à  un  autre  système  de  coordonnées. 

Le  problème  sera  évidemment  résolu  si  l'on  parvient  à  exprimer 
les  coordonnées  x.,y  d'un  point  quelconque  M  du  plan  par  rapport 
au  premier  système  en  fonction  des  coordonnées  x' .,  y'  du  même 
point  par  rapport  au  nouveau  système.  Effectivement,  si  l'équation 
de  la  courbe  rapportée  au  premier  système  est 

et  si  l'on  a  trouvé 

iP  =  cp(a?',  j'),        y  =  <i^{x',y'), 

l'équation  de  la  même  courbe  par  rapport  aux  nouveaux  axes  sera 

/[?(^',y),'i^(^',/)]=o. 

Nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de  coordonnées  rectilignes.  Il  con- 
vient de  distinguer  plusieurs  cas. 
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71.   PnEMiEiicAs.  —  Cliangement  d'oj'igine,  les  axes  conservant 
leurs  directions  primitives. 

Supposons  que  les  axes  primitifs  0^7,  Oy  {Jig.  34)  subissent  une 
translation  qui  leur  fasse  prendre  la  posi- 
tion 0,a:|,  0\y\^  ces  deux  demi-droites 
étant  respectivement  parallèles  à  Ox,  Oy 
et  de  mêmes  sens.  Soient  Xi^  y,  les  coor- 
données de  la  nouvelle  origine  O,,  par  rap- 
port aux  anciens  axes.  Projetons  sur  Ox, 
parallèlement  à  O^,  la  brisée  OOiM  et  sa 
résultante  OM;  on  obtient 


Fig.  3',. 


Or 


(OM);,  =  (00,);r  +  (0,M)^. 


donc 

(0 

On  trouve  de  même 

(2) 


Changement  de  directions  des  axes  sans 


72.  Deuxième  cas.  — 
changement  d'origine. 

Soient  0:r,  O^les  anciens  axes;  O^i,  Oy^  les  nouveaux (^^.35) 
Ces  derniers  sont  déterminés  si  l'on  donne 
les  angles  (O^,  0^,)  =  a  et  (Ox,  Oyi)=^. 
Projetons  sur  un  axe  OL  faisant  avec  Ox 
un  angle  égal  à  X,  les  contours  OPM  et 
OPi  M  des  coordonnées  anciennes  et  des 
coordonnées  nouvelles  d'un  même  point  M; 
ces  contours  ayant  mêmes  extrémités  ont 
mêmes  projections  :  donc 

r  cosX  -t-j  cos(X  —  0)  =  a7'cos(X  —  0L)-^y  cos{\  —  ^). 
En  prenant  successivement  X  =  0  —  -etX=->  on  trouve 


(3) 


_  a7'sin(0  —  a)-f-^'sin(l 
~~  sinO 


_  r'sina  -f-/'sinp 
^  ~  snTë 
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Cas  particulier .  —  Le  système  primitif  est  rectangulaire  et  on  le 
fait  tourner  d'un  angle  a  autour  de  l'origine;  alors  on  doit  poser 

G  =  -,         %  —  a.-\--; 
on  obtient  ainsi 
(4)  a7  =  a7'cosa — _^'sina,        y  =  x'sintx -\-ycosoL. 

73.  On  peut  définir  les  nouveaux  axes  en  donnant  les  paramètres 

directeurs  a,  b  de  Oxt  et  les  paramètres  a', 

''■     ■  b'  de  Ovi.   Soient  /  et  /'  les  distances   à 

y/  .  . 

j/A  /  l'origine    des    points    directeurs    A(a,  b), 

\  /         /V^^^  A'(a',  b')  {fig.  36).  Projetons  sur  Ox^  pa- 

/'  /\   iJi^yi'^'  rallèlement    à   Oy,    les    contours   OPM, 

L^.yi^h^l OP,M  des    coordonnées  de  M;   ces  con- 

'  tours  ont  mêmes  extrémités,  donc 

(ôp)^+(pmX  =  (ôp;)^+(p7m)^. 

Or  _ 

(ÔP).r  =  a7        et        (PM).r  =  o. 

D'autre   part,    (OA)j;=a,   donc    (OPi)a;=  y  .r,.    Pareillement 


(P,M),=  ^jK, 

.  Donc 

a     ,       a'     , 

de  même 

b   ,     b'    , 

II  est  d'ailleurs  aisé  de  déduire  ces  formules  des  formules  (3)  et  (4),  En 
effet,  ces  dernières  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  x'  t\.  y' \  on 
peut  donc  poser 

x=px'-^  qy', 

y  =  rx'-\-  sy' . 
Appliquons    ces    formules    au    point  A;    ou    obtient   a=^pl,    b  =  ri  ou 

P  =  j>  f  =  j'  En  les  appliquant  au  point  A',  on  a  de  même  o  =  — ,  5  =  —  . 
Cl  II 

Cas  particulier  .•/=/'=  1  ;  les  formules  deviennent 

(5)  x  =  ax'-\-a'y',         y  =  bx'-h  b'y' 
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avec  les  conditions 

(6)  a2-t- 62_(_  2<^èeos6  =  I,         a'^H- 6'^ -t- aa'^'cosO  =  i. 

En  outre,  si  l'on  pose  (0:r,,  Oy,)  =  ^',  on  a 
sinO'=  (ab' —  ba')  sinO 
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et,  par  suite, 

(7) 


ab' —  ba'  ^  o. 


7-4.  Troisième  cas.  —   Transformation  générale  :  on  change 
V origine  et  les  directions  des  axes. 

Soient  0:r,OjK  les  anciens  axes,0,a:^,,  0)JKi  les  nouveaux (y?«-.  3^); 
on  donne  les  coordonnées  :r),jKj  de  O,  par  rapport  aux  anciens  axes 
et  les  angles  a,  ^  que  O^Xk  et  0^y^  font  avec  Ox.  Transportons 
les  anciens  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
en  O,  x<i^  0^y2\  en  appelante",  y"  les  coor- 
données d'un  point  M  par  rapport  aux  axes 
0)J72j  ^kJ'ï  et  ;r,  y  les  coordonnées  an- 
ciennes, on  a  (premier  cas) 


Fig.  37. 


a?  =  iPi  -f-  37  , 


r  =ri+7 


puis,    en   remarquant  que   0\X^    et    0^y\ 

font  avec  O^x-i  les  mêmes  angles  qu'avec  O^,  on  a  (second  cas) 


a7'sin(G  —  «)-+- j''sin(0  —  !3) 


y 


-jK'sinp 


donc,  finalement,  les  formules  générales  sont 

.r'sinfO  —  a)-l-_7'sin(8  —  P) 


(8)     X  =^  Xx 


y=yi^ 


ysinp 


sinO 


Les  nouveaux  axes  peuvent  être  définis  par  des  points  directeurs 
A{a,b),  A' (a',  6')  les  demi-droites  0,.r,  et  0,j',  étant  respectivement 

parallèles  aux  demi-droites  OA,  OA'  et  de  mêmes  sens  qu'elles.  Si  l'on 

prend  sur  O,  a;,  le  point  B  tel  que  Oj  B  =:  OA  et  sur  0^y^  le  point  B' 

tel  que  O,  B'  =  OA'  les  coordonnées  de  B  par  rapport  aux  axes  O,  Xzj 

0,^2  seront  égales  à  «  et  6  et  celles  de  B'  à  a'  et  b'.  Donc,  en  sup- 

NiEAVENGLOwsKi.  —  G.  an.,  I.  4 
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posant  OA  =  0A'=:  i ,  on  a 

x"  ^^  ax'  -\-  a'y\        JK"=  bx'  -h  b' y\ 
et,  par  suite,  les  formules  générales  sont 

(9)  X  =  ax'-^  a'y-\-  a",        y  =  b x' -\- b' y' -^  b" 

en  écrivant,  pour  plus  de  symétrie,  d'  au  lieu  de  œ\  et  b"  au  lieu  de^, 
et  en  conservant  les  conditions  (6)  et  (>;). 

75.  Théorème.  —  Quand  on  conserve  V origine  des  coordonnées 
et  qu!on  change  seulement  les  directions  des  axes,  V expression 

reste  invariable. 

On  peut  d'abord  remarquer,  en  effet,  que  cette  expression  repré- 
sente le  carré  de  la  distance  du  point  M.(x,y)  à  l'origine.  On  peut 
établir  la  proposition  au  moyen  des  formules  de  transformation;  il 
s'agit  de  prouver,  en  effet,  que 

x^  +  ixy  cos6  +/2 ^(^ax'-h  a'y'y  -h  2(aa:'-t-  a'y')(bx' -\-  b'y') cos6' 

-\- {b  x' -\- b' y  Y' .    ■ 

Or,  dans  le  second  membre,  les  coefficients  de  x'"^  et  de  j/^  sont 
égaux  à  l'unité  en  vertu  des  équations  (6);  le  coefficient  de  2.2?'^' est 

égal  à 

aa' -\-  bb' -+-{ab'-{-  ba')  cos6, 

c'est-à-dire  cos9'. 

76.  Théorème  fondamental.  —  Soity(^,  y)  =  o  l'équation  d'une 
courbe.  Si  l'on  effectue  la  transformation  des  coordonnées  la  plus 
générale,  on  obtient 

f{x,y)^f{ax'-^a'y-^a\  bx'^Vy^b") 

et  l'équation  de  la  courbe  dans  le  nouveau  système  est 

f{ax'^  a'y'^  a",  bx'-+-  b'y'-^  b")  =  o. 

Il  s'agit  d'établir  que  la  transformation  des  coordonnées  recti- 
lignes  n'altère  pas  le  degré  d'une  équation  algébrique. 

En  effet,  soit  m  le  degré  d'un  polynôme  entier  en  x  et  jk,  /{x.,  y) 
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et  soit  m' le  degré  du  polynôme  obtenu 

f{ax'-\-  a'y'-¥  a,  bx'-hb'y'-i-  b"). 
Un  terme  quelconque  du  polynôme  donné,  h.x^y^,  devient 

k{ax'-^  a'y+  a"f{bx'^  b'y'-h  6")P; 

le  terme  considéré  est  donc  remplacé  par  une  somme  de  termes  dont 
les  degrés  ne  peuvent  pas  surpasser  a  +  [S  et  à  plus  forte  raison  m, 
puisque  a+^^m.  Donc,  quelles  que  soient  les  réductions,  le 
degré  m'  du  nouveau  polynôme  ne  peut  surpasser  m.  Or  on  sait 
que  ab' — ba'^o;  donc  on  peut  exprimer  x'  et  y'  en  fonctions 
linéaires  de  ^  et  de  y  et  si  l'on  effectue  cette  substitution  inverse 
sur  le  polynôme  en  se' ^  y' ,  on  retrouvera  identiquement  j/'( a:,  jk)»  ce 
qui  prouve  que  m  ne  peut  surpasser  m' ',  donc  m  =  m' .  La  proposi- 
tion est  générale  et  s'applique  à  toute  substitution  linéaire  de 
module  différent  de  zéro. 

Classiâcation  des  courbes  planes. 

77.  Nous  avons  obtenu  les  équations  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole 
et  de  la  parabole  rapportées  à  des  axes  particuliers;  si,  à  l'aide  d'une 
transformation  de  coordonnées,  on  rapporte  ces  courbes  à  des  axes 
quelconques,  on  obtiendra  pour  chacune  d'elles  une  équation  dont 
le  premier  membre  f  sera  un  pol}'nome  entier  du  second  degré. 
D'une  manière  générale,  si  l'équation  d'une  courbe  plane  rapportée 
à  des  axes  particuliers  est  algébrique  et  de  degré  m,  pour  obtenir 
l'équation  de  la  même  courbe  rapportée  à  d'autres  axes,  il  suffit 
évidemment  d'effectuer  une  transformation  de  coordonnées;  la  nou- 
velle équation  sera  encore  algébrique  et  de  même  degré.  D'après 
cela,  on  partage  les  courbes  planes  en  deux  classes.  On  appelle 
courbe  plane  algébrique  toute  courbe  plane  dont  l'équation,  rap- 
portée à  deux  axes  tracés  dans  son  plan,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  f{oc^  y)  =  o,  le  premier  membre  étant  un  polynôme  entier 
en  X  et  y.  Si  ce  polynôme  est  de  degré  m,  on  dit  que  la  courbe  est 
d^ordre  m  ou  de  degré  m.  Ainsi  l'ellipse,  l'hyperbole,  la  parabole 
sont  des  courbes  algébriques  du  second  degré.  Pour  abréger  le  lan- 
gage, on  dit  souvent  :  courbe  de  degré  m  ou  courbe  d'ordre  m,  au 
lieu  de  courbe  plane  algébrique  de  degré  ou  d'ordre  m. 
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Les  courbes  planes  non  algébriques  sont  appelées  transcen- 
dantes. 

78.  Théorème.  —  Une  courbe  de  degré  m  est  coupée  par  une 
droite  quelconque  en  m  points. 

En  efFet,  rapportons  la  courbe  à  deux  axes  dont  l'un,  l'axe  des  x 
par  exemple,  soit  la  droite  donnée.  La  courbe  ayant  alors  pour  équa- 
tion/"(^^j")  =  o,  les  abscisses  des  points  communs  à  l'axe  des  .r,  et 
à  cette  courbe  sont  les  racines  de  l'équation y(;zr,  o)=  o;  à  chaque 
racine  de  cette  équation,  qui  est  au  plus  du  degré  m,  correspond  un 
point  commun  à  la  courbe  et  à  l'axe  des  x.  Donc  le  nombre  de  ces 
points  est  au  plus  égal  à  m. 

Si  l'on  considère  l'équation  la  plus  générale  de  degré  m, 

l'équation y(^,  0)^0  sera  une  équation  complète  et  de  degré  m.  Si 
les  m  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  distinctes,  il  y  a  //i 
points  d'intersection.  Lorsque  l'équation  précédente  a  une  racine  ^0 
de  degré  p  de  multiplicité,  nous  dirons  que  la  courbe  et  l'axe  des  x 
ont  p  points  communs  confondus  avec  le  point  {x^,  o).  Si  Xq  est 
une  racine  imaginaire,  nous  dirons,  par  convention,  que  la  courbe 
et  l'axe  des  x  ont  un  point  imaginaire  commun,  et  si  l'ordre  de 
multiplicité  est  p,  p  points  imaginaires  communs  confondus  en  un 
seul.  Les  coefficients  étant  supposés  réels,  à  la  racine  x^  correspond 
sa  conjuguée,  et  par  suite  p  nouveaux  points  imaginaires  communs. 
Enfin,  si  le  degré  de  l'équation/(^,  0)=  o  s'abaisse  de  q  unités,  on 
dit  que  q  racines  de  cette  équation  sont  infinies  et  que  la  courbe  et 
l'axe  des  x  ont  q  points  communs  à  l'infini.  A  l'aide  de  toutes  ces 
conventions,  on  peut  dire  que  toute  droite  située  dans  le  plan  d'une 
courbe  d'ordre  m  coupe  cette  courbe  en  m  points  réels  ou  imagi- 
naires, distincts  ou  non,  à  dislance  finie  ou  à  l'infini. 

79.  Corollaire.  —  Si  une  droite  a  plus  de  m  points  communs 
avec  une  courbe  de  degré  m,  celle-ci  se  décompose  nécessairement 
en  cette  droite  et  une  autre  courbe  de  degré  moindre. 

En  effet,  prenons  la  droite  pour  axe  des  x;  si  l'équationy(:r,  o)  =  o 
admet  plus  de  m  racines,  son  premier  membre  est  identiquement 
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nul;  ce  qui  exige  que  f{x, y)  contienne  y  en  facteur  et  soit  de  la 
ioTvne  yPfi  {x,  y)  ;  l'équation  donnée  se  décompose  donc  enyP  =  o 

et/,(^,r)  =  o- 

80,  Conditions  pour  que  deux  équations  algébriques  repré- 
sentent la  même  courbe.  —  Supposons  que  les  équations  algé- 
briques 

f{x,y)  =  o,        g{x,y)  =  o 

représentent  la  même  courbe;  alors  une  sécante  quelconque,  par 
exemple,  une  parallèle  à  l'axe  des  y,  ayant  pour  équation  x=^Xq, 
coupe  les  deux  courbes  aux  mêmes  points;  en  d'autres  termes,  les 
équations 

/{^o,y)  =  o,       g{xQ,y)  =  o 

doivent  avoir  les  mêmes  solutions,  avec  les  mêmes  degrés  de  multi- 
plicité. On  sait  [Alg.,  II,  219)  que  la  condition  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  est  que 

\  étant  indépendant  de  y;  il  doit  en  être  ainsi  quel  que  soit  ^o  • 
donc 

A  t'ianl  indépendant  dey.  Or  les  équations 

/(^,JKo)  =  o,         g{x,yQ)  =  o 

doivent  aussi  être  équivalentesj  et  cela  quel  que  soit  ro  :  donc  \  est 
indépendant  de  x  et  de  y.  Cela  revient  à  dire  que  les  polynômes 
f{x^y)  el  g(x,  y)  doivent  être  de  même  degré  et  avoir  les  coeffî- 
cienls  des  termes  semblables  proportionnels.  La  réciproque  est 
évidente. 

De  là  cette  conséquence.  Soient /(.r,  _r)  =  o  et  F(.2;',  jk')  =  o  les 
équations  d'une  même  courbe  rapportée  à  deux  systèmes  d'axes 
difl'ércnts.  Par  la  transformation  des  coordonnées  on  obtient 
/{x,  y)  ^f\  (x' ,y')  :  l'équation  de  la  courbe  est  donc  aussi,  dans  le 
nouveau  système,  /,  (:r',  j')  =  o  ,  donc,  "k  étant  une  constante 
/,  {x-',  y')  =  lF{x'y),  et,  par  suite,  f{x,  y)  =  lF{x', y'). 

81 .  Nombre  des  termes  de  l'équation  d'une  courbe  de  degré  m. 
—  On  peut  mettre  l'équation  de  degré  m  sous  la  forme 
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^p{^i  y)  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  p.  Le  nombre 
des  termes  est  donc 

{m -\- \) -^  m -+- {m  —  i) +. .  .-l- 2 -i- i     ou . 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation  d'une  courbe  du  second  degré  ren- 
ferme six  termes  : 

A  372 -1- o  B  a^K -i- C jK^ -f- 2  D^ -t- 2  EjK  +  F  =  o . 


EXERCICES. 

1.  On  fait  tourner  autour  de  l'origine,  d'un  angle  a,  un  point  M  ayant 
pour  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  trouver  les  coordonnées  du  point 
M'  obtenu. 

Si  l'on  considère  les  axes  OX',  OY'  tels  que  (OX,  OX')  =  a;  par  rapport  à 
ces  axes,  M'  a  pour  coordonnées  {x,  y);  il  suffit  donc  de  faire  tourner  le 
système  OX',  OY'  de  l'angle  —  a. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  l'on  pose 

z  =^  X  -{-yi,         z'  =  x'  -\- y  i, 
on  a 

z'  ==  ^(cosa  -4-  i  sina). 

Résoudre  la  même  question  avec  des  axes  obliques. 

2.  Etant  donnés  n  points  Ai(xi,  yi),  A2  (372,^^2)7  •••>  ^ni^iu  yn),  déter- 
miner la  position  du  point  Ao(^O)JKo)  dont  les  coordonnées  satisfont  aux 
équations 

n(n  —  i)             n(Ti  —  i){n  —  2) 
Xo —  nxi-\ 372 -^, ^34-. .  .-\-(—i)'^Xn  =  0, 

n(n  —  i)             71 1  n  —  Ofn  —  2) 
yo  —  nyi  +  - — ^-^ —  JK2 ^ Y'ij' ^3  4-  -  •  •  +  (  —  I )"r«  =  o. 

Démontrer  que  la  position  de  ce  point  est  indépendante  du  choix  des 
axes  des  coordonnées. 

3.  Etant  donnés  m  points  Ki{xi,  y^),  h.^{x-i,  y^),  ...,  A„i(x„t,  ym), 
soient  Bi,  B2,  B,n  les  points  qui  divisent  A1A2,  A2A3,  ...,  A„,_iA,„,  A,„Ai 
dans  le  rapport  —  n;  Gj,  G2,  . . .,  G/„  les  points  qui  divisent  Bj  B2,  B2B3,  .. ., 
B/,iBi  dans  le  même  rapport,  et  ainsi  de  suite.  Les  coordonnées  du  q'''"'^  point 
du  jt)'"""®  groupe  de  m  points  sont 

xi(\-h  nx)P    yi(i-\-'ny)P 
(i-t-n)-/     '       (1  +  n)i>      ' 

pourvu  que  l'on  remplace  x',  yf  par  Xr,  yr,  f  étant  le  reste  de  la  division 
de  t  par  m. 

(Neuberg.) 
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CHAPITRE  II. 

LIGNE  DROITE. 


Équation  de  la  ligne  droite. 

82.  Théohème.  —  V équation  d' une  Ligne  droite  en  coordon- 
nées rectilignes  est  du  premier  degré. 

Soient  Ox,  Oy  deux  axes  de  coordonnées,  AB  une  droite  située 
dans  leur  plan  et  Z'Z  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  l'ori- 
gine {Jig-  38).  La  droite  AB  est  déterminée  si  l'on  connaît  la  direc- 
tion Z'Z  et  le  point  H  où  AB  rencontre  cette 
droite.  Il  suffit  donc  de  connaître  la  lon- 
gueur OH  et  l'angle  que  OH  fait  avec  Ox\  il 
est  préférable  de  choisir  sur  Z'Z  un  sens  po- 
sitif et  d'évaluer  le  segment  OH  compté  avec 
le  signe  +  s'il  est  dirigé  dans  le  sens  positif; 
avec  le  signe  — ,  quand  il  est  dirigé  dans  le 
sens  contraire.  Soit  p  la  valeur  algébrique  de 
OH.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  OZ 
soit  la  demi-droite  positive  et  nommons  a  l'angle  que  cette  demi- 
droite  fait  avec  Ox.  On  voit  que  p  et  x  sont  les  coordonnées  po- 
laires du  point  H,  Ox  étant  l'axe  polaire. 

Cela  posé,  abaissons  MC  perpendiculaire  à  AB  et  soit  d  la  mesure 
algébrique  du  segment  CM,  «tétant  positif  quand  CM  a  le  même  sens 
que  OZ,  et  négatif  dans  le  cas  contraire.  Projetons  sur  OZ  le  con- 
tour ODM  des  coordonnées  de  M  et  le  contour  équivalent  OHCM; 
si  l'on  appelle  x,y  les  coordonnées  de  M,  on  obtient,  en  écrivant  que 
les  projections  des  deux  contours  sont  égales, 

X  cosa  -\-y  cos(0  —  (x)  =  p  -{-  d, 
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d'où 

(i)  </ =  a?  cosa  H-j' cos(6  —  a) — p. 

Pour  que  le  point  M  soit  sur  AB,  il  faut  et  il  suffit  que  o?  =:  o  :  donc 
l'équation  de  AB  est 

(2)  iP  cosa -f-jK  cos(6  —  a) — p^=o. 

83.  Cas  particuliers.  —  i"  Quand  les  axes  sont  rectangulaires, 
l'équation  de  AB  est 

(3)  a?cosa -f-jK  sina — p  =  o. 

2°  Pour  que  AB  passe  par  l'origine,  il  faut  et  il  suffît  que  p  =  o; 
son  équation  est  alors  de  la  forme 

a?  cosa +_/ cos(0  —  a)  =  o. 

3°  La  perpendiculaire  à  O^  menée  par  le  point  (xq,  o)  a  pour 

équation 

X  -\- y  cos6  —  37o  =  o. 

Il  suffit,  en  effet,  de  faire  coïncider  OZ  avec  O^  et  de  remarquer 
alors  que  p  =  Xq^  a  =  o. 

4°  Pareillement,  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  y  menée  par  ce 
point  o,  y^  a  pour  équation 

X  cos6  -{-y  — jKo  =  o. 

84.  Réciproquement,  toute  équation  du  premier  degré  entre  Les 
coordonnées  rectilignes  x,y,  représente  une  droite. 

Soit 

(4)  Aa7-f-B7  +  C=o 

une  équation  du  premier  degré  à  deux  variables  x,y.l\  sera  démontré 
que  l'équation  (4)  représente  une  droite  si  l'on  peut  déterminer  a 
et  p  de  façon  que  les  coefficients  de  cette  équation  soient  propor- 
tionnels à  ceux  de  l'équation  (2);  cela  revient  à  déterminer  "k,  a,  p 
de  façon  que 

cosa  =  XA,         cos(9  — a)=XB,         —p  —  \C. 

En  appelant  [3  l'un  des  angles  que  Oy  fait  avec  OZ,  on  a 

cos(6  —  a)  =  cosP  ; 
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nous  sommes  donc  ramenés  à  trouver  une  demi-droite  OZ  dont  les 
cosinus  directeurs  soient  proportionnels  à  A  et  B;  par  suite  (51) 

.        esinO 

X  =  -^^        (s  =  ±i), 


en  désignant  par  R  le  radical  arithmétique  y/A^  +  B-  —  2 AB  cosÔ. 
On  a  ainsi 

AsinO  ,„         ,         BsinÔ  C  sinO 

cosa  =  £  —  — »         cos(0— a)  =  e — ^ — ,         — jo  =  e  —  - — • 

Les  deux  déterminations  de  e  correspondent  à  une  seule  droite.  En 
efl'et,  à  la  détermination  c  =  +  i,  correspond  une  demi-droite  déter- 
minée OZ;  p  a  une  valeur  algébrique  déterminée  :  donc  le  point  H 
est  déterminé  sur  Z'Z.  Si  l'on  prend  £  =  —  i ,  OZ  est  remplacée  par 
la  demi-droite  opposée  OZ'  et  p  change  de  signe,  donc  le  point  H 
reste  le  même.  On  peut  remarquer,  si  l'on  veut,  que  les  deux  systèmes 
de  coordonnées  polaires  p,  ol  et  — /?,  a-j-ir  déterminent  un  seul 
point  H. 

80.  Construction  de  la  droite  représentée  par  Véquation 
Aa;  +  B^H-G  =  o.  —  Remarquons  d'abord  que  si  l'unité  de  lon- 
gueur n'est  pas  déterminée,  x  eX  y  devant  représenter  des  lon- 
gueurs, il  est  nécessaire  que  A  et  B  soient  du  même  degré  d'homo- 
généité et  que  le  degré  de  C  surpasse  celui  de  A  d'une  unité,  de 

ce  ,  • 

sorte  que  x  ^^  r  représentent  des  longueurs;  cela  étant,  nous  consi- 
dérerons plusieurs  cas. 

i"  Supposons  d'abord  que  l'un  des  coefficients  A  ou  B  soit  nul, 

C  étant  différent  de  zéro. 

G 
L'équation  Bj^  -f-C;=oouy=:  —  —  représente  la  parallèle  à  l'axe 

des  X  menée  par  le  point  (  o,  —  ^  j. 

G 
Pareillement,  l'équation  A^H-C  =  o  ou  a:  =  —  -r  représente  la 

parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  le  point  (  —  ^  '  ^  )  • 

Les  réciproques  sont  vraies;  ainsi  une  parallèle  à  l'axe  des  ^  a 
une  équation  de  la  forme  ;r  =  a  ou  Kx  -|-  G  =  o. 

2''  C^o;  l'équation  est  de  la  forme  Aa;-t-By  =  o;  la  droite 
qu'elle  représente  passe  par  l'origine,  parce  que  l'équation  précé- 
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dente  admet  la  solution  ^  =  o,  j)^  =  o.  Pour  achever  de  la  déterminer^ 
supposons  que  les  coefficients  A  et  B  représentent,  au  signe  près, 
des  longueurs;  la  droite  cherchée  passe  par  le  point  (B,  — A);  elle 
est  donc  déterminée.  D'ailleurs  on  peut  remarquer  que  l'équation 
proposée  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
point  M{x,y)  soit  sur  la  droite  joignant  l'origine  au  point  (B,  —  A). 

A 
L'équation  précédente  peut  s'écrire  y= —  r^î  ^^^j  ^^  posant 


-B  =  m, 


y  =  mx. 


Le  coefficient  m  est  un  nombre  positif  ou  négatif.  Si  l'on  prend 

{^fig-  39)  sur  l'axe  des  x  un  segment  OA 
pour  unité,  et  si  l'on  porte  sur  la  paral- 
lèle à  l'axe  des  y  menée  par  A  un  seg- 
ment AB  dont  la  mesure  algébrique  soit 
exprimée  par  le  nombre  m,  la  droite  in- 
définie OB  est  la  droite  cherchée. 

3°    Considérons   enfin   le    cas   où    les 
trois  coefficients  A,  B,  C  sont  différents 
de  zéro.  L'équation  donnée  résolue  par  rapport  à  y  devient 

(i)  y  =  mx  -H  A, 

en  posant  —  —  =  m,  —  -  =  /i  ;  m  est  un  nombre  et  h  une  longueur 
au  signe  près. 

Construisons  d'abord  ^fig.  39)  la  droite  OB  ayant  pour  équa- 
tion y  ■=.  mx  ;  déterminons  ensuite  sur  l'axe  des  y  le  segment  OC  =  h 
et  menons  enfin  la  droite  CD  parallèle  à  OB.  Soit  M  un  point  quel- 
conque de  BC,  et  soient  Q  et  R  les  points  où  la  parallèle  à  l'axe  desj^ 
menée  par  M  rencontre  l'axe  des  x  et  la  droite  OB;  on  a 

QM  =  QR-4-RM; 

donc,  en  appelant  x  l'abscisse  du  point  Q  et  j-  l'ordonnée  de  M,  on 
a,  en  grandeur  et  en  signe,  QM  =  j,  QR  ■=  mx,  RM  =  OC  =  ^  et 
par  suite  x  el y  vérifient  l'équation  (i). 

Réciproquement,  si  les  coordonnées  x^  y  d'un  point  M  vérifient 
cette  équation,  on  a 


LIGNE   DUOITE.  69 

et  par  suite  M  est  sur  la  droite  CD.  L'équation  (i)  est  donc  celle  de 
la  droite  CD. 

On  voit  aussi  que  le  coefficient  m  détermine  la  direction  de  la 
droite  représentée  par  l'équation  (i)  et  h  détermine  le  point  où  cette 
droite  rencontre  l'axe  desj^-  Pour  ces  raisons  m  se  nomme  le  coef- 
ficient angulaire  et  Ji  Vordonnée  à  V origine  de  cette  droite.  Pareil- 
lement —  —  se  nomme  V abscisse  à  l'origine. 
A  ° 

86.  Variation  du  coefficient  angulaire.  —  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  le  coefficient  angulaire  d'une  droite  est  le  même  que 
celui  de  la  parallèle  à  celte  droite  menée  par  l'origine  des  coordon- 
nées. Il  suffit  donc  de  considérer  une  droite  passant  par  l'origine  et 
soit  {^fig.  4o)  M  le  point  de  cette  droite  ayant  pour  abscisse  l'unité 
de  longueur;  le  point  M  est  sur  la  droite  B'B,  pa-  .  , 
rallèle  à  l'axe  des  y  et  ayant  pour  équation  ^  =  i . 
Le  coefficient  angulaire  de  OM  est  égal  à  l'ordon- 
née de  M,  c'est-à-dire  au  segment  AM.  Donc,  si  la 
droite  OM  tourne  dans  le  sens  direct  autour  de 
l'origine  de  façon  que,  coïncidant  dans  la  posi- 
tion initiale  avec  l'axe  j)/''^,  elle  tourne  de  i8o°, 
le  point  M  décrira  dans  le  sens  de  B'  vers  B  la 
droite  B'B  tout  entière  et  par  suite  le  coefficient  angulaire  m  de  OM 
varie  d'une  manière  continue  en  croissant  de  — co  à  -|-oo. 

Il  importe  de  remarquer  qu'à  toute  valeur  de  m  correspond  une 
seule  direction  pour  la  droite  OM^  mais,  quand  cette  droite  se  con- 
fond avec  l'axe  de-s  y.^  son  coefficient  angulaire  est  aussi  bien  +  oo 
que  —  00. 

87.  Condition  pour  que  les  équations 

A  a; -f- B  j' -4- G  =  o        et        k' x -hB'y -\- C  =  o 

représentent  deux  droites  parallèles. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  parallèles  aux  droites  données 
menées  par  l'origine  ont  respectivement  pour  équations 

Ax  -^By  =  0        et        A'a? -t- B'jk  =  o. 

Pour  que  les  droites  données  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit 


6o 


CHAPITRE   II. 


Fig.  4i. 


que  les  équations  précédentes  représentent  une  même  droite,  ce  qui 
donne  la  condition 

AB'— BA'=o. 

On  arrive  à  la  même  condition  en  écrivant  que  les  coefficients 
angulaires  des  deux  droites  données  sont  égaux. 

88.  Equation  de  la  droite  passant  par  un  point  donné  et  paral- 
lèle à  une  direction  donnée.  —  Soient  (^fig.  40  ^o>  jKo  les  coor- 
données d'un  point  A;  a,  6  celles  d'un 
point  D;  nous  voulons  former  l'équation  de 
la  droite  A  menée  par  le  point  A^  parallèle- 
ment à  la  droite  OD.  Soit  M(^,  y')  un  point 
quelconque  de  A;  menons  par  A  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  et  par  M  une  parallèle  à 
l'axe  des  y\  soit  P  le  point  de  rencontre  de 
ces  deux  droites,  enfin  soit  E  le  point  où  la 
parallèle  DE  à  l'axe  des  y  rencontre  l'axe  des  x.  Si  les  segment 
parallèles  AM  et  OD  ont  le  même  sens  ou  des  sens  contraires,  il  en 
sera  de  même  de  leurs  projections  AP  et  OE;  donc,  en  grandeur  et 
signe, 

ÂP  ÂM 


OE 


OD 


Par  suite,  en  posant 


AM 
ÔD 


p,  p  ayant  le  signe  +  ou  le  signe 


suivant  que  les  deux  segments  AM  et  OD  ont  le  même  sens  ou  des 
sens  contraires;  on  a,  en  remjjlaçant  AM  et  OD  par  leurs  expres- 


sions X  —  ^ft  et  a 


X  —  .ro 


On  trouve  par  le  même  raisonnement 

r— .ro 

Donc 

(1)  -1^1^ 

a  o 

d'où 

(2)  a7  =  aro-i-ap,        y  =y^-\-h'~j. 


=  ?• 


.y— y» 
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Les  équations  (2)  permettent  d'exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  la  droite  A  à  l'aide  d'un  seul  paramètre  p. 
Lorsque  p  varie  de  —  00  à  +  00,  le  point  (^0  +  «Pj  JKo  +  ^p)  décrit 
cette  droite  tout  entière  dans  le  sens  défini  par  le  segment  OD. 

Les  formules  (2)  conviennent  évidemment  au  cas  où  l'une  des  deux 
coordonnées  a  onb  est  nulle  ;  si  «r  =  o,  par  exemple,  les  coordonnées 
d'un  point  de  A  sont  données  par  les  formules  x  =  Xo^  y  =  jKo  -f-  ^p. 
On  peut  convenir  de  conserver  encore  dans  ce  cas  les  équations  (i) 
pourvu  qu'il  soit  entendu  que  l'on  tire  de  ces  équations  x  =  x^^ 
quand  «  ==  o.  Remarque  analogue  quand  b  =  0. 

89.  L'équation  d'une  droite  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme  (i). 
En  effet,  soit 

(3)  Aa7H-B7-+-C  =  o 

l'équation  d'une  droite;  si  ^0?  JKo  sont  les  coordonnées  d'un  point 
de  cette  droite,  on  a 

Âaro-r-  Bj'oH-  C  =0, 

ce  qui  donne  C  =  —  A^o  —  ^Xo,   donc  l'équation  proposée  peut 

s'écrire 

fi(x  —  XQ)-^  B(7— jo)  =  o 

ou 

/,x  x  —  xo      r—yo 


K^lJ 

B 

-A 

En  particulier. 

l'équation 

(5) 

y- 

=  mx  -+■  k 

peut  s'écrire 

X 

y  —  h 
m 

90.  Trouver  tes  paramètres  directeurs  de  la  droite  représentée 
par  r  équation  A:r  -t-  By  -h  G  =  o. 

Tout  point  de  la  parallèle  à  la  droite  proposée,  menée  par  l'origine, 
peut  être  considéré  comme  un  point  directeur  de  cette  droite;  on 
est  ainsi  ramené  à  trouver  une  solution  quelconque  de  l'équation 
Ax  -{-By  =zo.  La  solution  la  plus  générale  de  celte  équation  est 
donnée  par  les  formules 

X  —  XB,       y  =  — XA, 
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ce  qui  démontre  que  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  considérée 
sont  proportionnels  à  B  et  —  A,  comme  on  le  voit  d'ailleurs  en  met- 
tant l'éqviation  de  cette  droite  sous  la  forme  (4)-  Mais  il  est  indispen- 
sable de  remarquer  que,  si  l'on  veut  que  )vB  et  —  XA  représentent 
des  coordonnées,  il  faut  que  X  ait  des  valeurs  convenables.  Ainsi  les 
paramètres  directeurs  de  la  droite  ayant  pour  équation  p^x  —  y.^y=:o, 
dans  laquelle  a  et  ^  désignent  des  longueurs,  sontla^  et).[^';  pour  que 

ces  expressions  représentent  des  longueurs,  il  faut  poser  X=  rh  —  > 

p.  désignant  une  longueur;  par  exemple,  on  peut  dire  que  a  et  ^  sont 
les  coordonnées  d'un  point  directeur  de  la  droite  considérée.  Dans 
le  cas  général,  on  ne  peut  prendre  X=  i  que  si  A  et  B  représentent 
des  longueurs,  au  signe  près;  dans  ce  cas  C  sera  xme  aire.  Si  ces 
conditions  sont  remplies,  on  peut  dire  que  le  point  (B,  —  A)  est  un 
point  directeur  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (3).  Si  l'on 
prend  une  ligne  de  la  figure  pour  unité,  on  peut  dire  que  (i,  m)  sont 
les  coordonnées  d'un  point  directeur  de  la  droite  représentée  par 
l'équation  (0). 

Proposons-nous  de  trouver  les  paramètres  principaux  de  la  droite 
donnée.  Pour  que  la  distance  du  point  ÇkB,  — XA)  à  l'origine  soit 

égale  à  l'unité,  il  faut  que  \  =  zt:  ^^  ce  qui  donne  pour  les  paramè- 

B  A 

très  cherchés  a  =  e  -^ry  b  =  —  e^'  en  supposant  e  =  dz  i  et  R  dé- 
signant le  radical  arithmétique  4- y/A^ -|- B-  —  aABcosO.  On  voit 
que  a  el  b  sont  alors  des  nombres  et  il  ne  faut  pas  oublier  que  l'on  a 
pris  pour  unité  une  longueur  déterminée. 

D'une  manière  générale,  les  paramèti^es  directeurs  a,  b  d'une 
droite  définie  par  son  équation  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur 
près;  mais  le  rapport  -  est  déterminé  et  égal  au  coefficient  angulaire 
de  cette  droite. 

91.  Si  les  coefficients  A,  B,  C  tendent  vers  des  limites  dé- 
terminées A',  B',  C,  la  droite  A,  représentée  par  l'équation 
Kx  -h  By  +  G  =  o,  tend  vers  la  droite  A',  ayant  pour  équation 
A!  X -{-B'y -\- CJ  =i  o.  —  En  eflfet,  supposons  B'^o;  l'ordonnée  y 
de  A  est  déterminée  par  l'équation 

__  A  G 

y-     B^     B' 
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donc,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  déterminée  ;ro,  on  voit  que 

A'  G' 

lim7  =  —  gra-o—  ^.', 

on  en  conclut  que  tout  point  de  la  droite  A  a  pour  limite  le  point  de 
A'  qui  a  même  abscisse. 

Plus  généralement,  si  les  coefficients  du  poljnome  f{oc,y)  ten- 
dent vers  des  limites  déterminées,  la  courbe  G  ayant  pour  équation 
f{x^y)  ^  o  a  pour  limite  la  courbe  C| ,  dont  l'équation  y,  [x,  y)^  o 
s'obtient  en  remplaçant  dans  la  première  équation  chaque  coefficient 
par  sa  limite.  En  effet,  les  ordonnées  des  points  de  la  courbe  G 
ayant  pour  abscisse  x^  sont  les  racines  de  l'équation  y*(^oj  ^)  =  o, 
et  l'on  sait  que  ces  racines  ont  respectivement  pour  limites  les  ra- 
cines de  l'équation  y*,  (a^o,  ^)  =  o,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  va- 
leur attribuée  à  jTo,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

• 

92.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  une 
droite.  —  L'équation  la  plus  générale  du  premier  degré  à  deux  va- 
riables X,  j  renferme  trois  coefficients.  Pour  que  la  droite  représen- 
tée par  cette  équation  soit  déterminée,  il  faut  et  il  suffît  que  les  rap- 
ports de  deux  quelconques  des  coefficients  au  troisième,  supposé 
différent  de  zéro,  soient  connus.  Par  exemple,  si  G^o,  il  suffit  de 

A    B    p  A  B  M.  • 

connaître r=;  >  ^«  En  posant  -^t  =  ?^,  ^  =  (^,  1  équation  ux-\-vy-\-i^o 

représente  toutes  les  droites  ne  passant  pas  par  l'origine,  quand  on 
donne  k  u  el  v  toutes  les  valeurs  possibles.  On  peut  même  lever  la 
restriction  précédente.  En  effet,  si  l'on  écrit 

on  peut  identifier  cette  équation  avec  l'équation 

(2)  y  —  mx  =  o, 

en  posant =  m,  -  =:  o,  ce  qui  signifie  que  si  l'on  fait  croître 

indéfiniment  u  et  r,  de  façon  que  le  rapport ait  pour  limite  m, 

la  droite  représentée  par  l'équation  (1)  a  pour  limite  celle  qui  est  re- 
présentée  par  l'équation  (2).  De  même,  en  faisant  croître  u  et  p 

indéfiniment,  de  façon  que  -  tende  vers  zéro,  la  droite  considérée 
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aura  pour  limite  l'axe  des  y.  Donc  en  altribuant  k  u  el  v  des  valeurs 
Unies  ou  infinies,  l'équation  ux  -\-  çy  -{-  i^=  o  peut  être  considé- 
rée comme  l'équation  la  plus  générale  de  la  ligne  droite.  Pour  que 
la  droite  soit  déterminée,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  ii  et  v 
soient  déterminés;  ces  deux  constantes  se  nomment  des  paramè- 
tres. On  voit  que  l'équation  de  la  ligne  droite  renferme  deux  pa- 
ramètres. Il  faut  donner  deux  équations  distinctes  entre  m  et  ç';  en 
d'autres  termes,  il  faut  deux  conditions  distinctes  pour  déterminer 
une  droite.  Mais  il  importe  de  remarquer  que,  si  les  conditions  se 
traduisent  par  des  équations  de  degré  supérieur  au  premier,  il  peut 
y  avoir  plusieurs  droites  satisfaisant  aux  conditions  données.  On  dit 
que  la  droite  cherchée  est  déterminée  quand  le  problème  a  un 
nombre  déterminé  et  limité  de  solutions. 

L'équation  — — —  =  ^— — ^  renferme,  en  apparence,  trois  para- 

b      t  . 
mètres  :  Xq^  JK05  -•  Mais,  si  on  la  met  sous  la  forme 


a 


b  bxçi 

on  voit  qu'elle  ne  renferme  que  deux  paramètres  seulement  :  —  et 

bxQ 

Problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite. 

93.  Equation  générale  des  droites  passant  par  un  point 
donné  K(^x^,  y^).  —  Exprimons  que  la  droite  ayant  pour  équation 
Kx  H-  ]ày  +  C  =  o  passe  par  le  point  {Xf,.,  jKo)?  ce  qui  donne  la  con- 
dition 

Aa^o-f  B_yo-)-  G  —  o; 
on  en  tire 

G  —  —  kxo—  Bjo, 

et,  par  suite,  l'équation  de  toute  droite  passant  par  K[xq,  y^)  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

A(a7  —  ^0)  -4-  B(7  —  jo)  =  o. 

Réciproquement,  quels  que  soient  A  et  B,  cette  équation  repré- 
sente une  droite  passant  par  le  point  donné,  puisqu'elle  est  vérifiée 
quand  on  pose  x  =  a^o,  y  =jKo- 

11  en  résulte  que,  si  l'on  donne  à  A  et  B  toutes  les  valeurs  possibles, 
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l'équation  précédente  représente  le  faisceau  de  toutes  les  droites 
passant  par  le  point  donné  et  n'en  représente  pas  d'autres.  Pour  ces 
raisons,  on  dit  que  c'est  V équation  générale  des  droites  passant  par 

le  point  (^o>JKo)-  Elle  renferme  encore  un  paramètre  -^-  On  peut 
évidemment  lui  donner  la  forme 

x  —  xo_  y—Yo 
a  et  b  étant  arbitraires. 

94.  Equation  générale  des  parallèles  à  une  droite  donnée.  — 
i°SoitjK^^  nix  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  :  l'équa- 
tion d'une  parallèle  à  cette  droite  est  de  la  forme 

y  —  mer  -h  1, 

et  réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  une  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  ;  on  a  donc  obtenu  Véquation  générale 
demandée. 

2°  Soit  Kx  +  B^  +  C  =  o  l'équation  d'une  droite  donnée  ;  l'équa- 
tion générale  des  parallèles  à  cette  droite  est 

Aa:  -f-  \^y  -t-  X  =  o, 

\  désignant  un  paramètre  arbitraire.  En  effet,  pour  que  les  droites 
représentées  par  les  équations 

A.r-f-B^-HC  =  0,         A'a7-f-B'jK4-G'=  o 

soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  AB' — BA.'=  o,  c'est-à-dire 

que 

k'=kk,        B'=A-B, 

k  désignant  un  facteur  arbitraire,  différent  de  zéro;  l'équation  cher- 
chée est  donc 

kx  -+■  By  -+-  —  r=  o, 

c  .     • 

-r  étant  arbitraire  et  pouvant  être  désigné  par  une  seule  lettre  A. 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  P  le  polynôme  h.x  +  Bj'  -f-  C, 
l'équation  Ph-).=  o  est  l'équation  générale  des  droites  parallèles  à 
la  droite  P  =z  o. 

NiEWENGLOWSKI.  —  G.  an.,  I.  5 
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On  peut  encore  l'écrire  sous  la  forme 

aP  -+-  6  —  o, 

en  remplaçant  À  par  -• 

Il  résulte  de  là  que,  si  P  =^  o,  Q  =^  o  représentent  deux  droites  pa- 
rallèles, l'équation 

aP-+- PQ4-Y:=  0 

représente  une  droite  parallèle  aux  premières,  quels  que  soient  a,^,^. 
En  elFet,  on  a 

<]onc 

«P-4-PQ-4-Y  =  (a  +  ap)P-i-6p--7. 

■95.  Équation  de  la  droite  passant  par  un  point  (^o>  JKo)  ^^  P^^- 
rallèle  à  une  direction  donnée.  —  Si  la  direction  donnée  est  défi- 
nie par  les  paramètres  a,  ^,  la  question  est  déjà  résolue,  et  l'équa- 
lion  demandée  est 

a  b 

ou  encore 

m  étant  le  coefficient  angulaire. 

Si  la  droite  donnée  a  pour  équation 

kx  -\-  BjK  -f-  G  =  o, 

Ja  parallèle  menée  par  (a^o.  JKo)  a  pour  équation 

A(a7  — a:o)-4-  B(jk— jo)  =  o. 

'96.  Equation  de  la  droite  passant  par  deux  points  donnés 
M,  {x^,  JK)  ),  ^.^{x-ii  yi)-  —  Exprimons  que  l'équation 

(i)  Aip-^BjK-i-G  =  o 

est  vérifiée  quand  on  remplace  les  coordonnées  variables  x,  y  suc- 
cessivement par  Xi ,  yi  et  .2:2»  ^25  ce  qui  donne 

■■(2)  Aa-i-h  BjKi-t- G  =  o, 

.(3)  Air2-+- BjK2-^-G  =  o. 

'Ces  deux  équations  sont  homogènes  et  du  premier  degré  par  rapport 
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à  A,  B,  G.  Si  les  deux  points  donaés  sont  distincts,  l'un  au  moins 
des  déterminants  déduits  du  tableau  rectangulaire 

^1    J'i     I  || 
a-î    yi     I   II 

est  différent  de  zéro,  et  par  suite  les  rapports  des  coefficients  A, 
B,  C  sont  déterminés.  En  remplaçant  dans  (i)  :  A,  B,  G  par  les 
quantités  j, — y.^,  — (^,  —  X2)  et  Xty.i — Xt^i  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles, on  obtient  l'équation  demandée 


^1) 


•'^{yt—y-i)—y(^i  —  ^2)-^^iyi  — ^la:,  =  o. 


La  question  revient  à  éliminer  A,  B,  G  entre  les  équations  (1), 
(2),  (3)  et,  par  suite,  l'équation  demandée  peut  s'écrire  sous  forme 
de  déterminant  : 


(  -J  ) 


X      y       I 
xi    yi     I 

Xi     yi      II 


D'ailleurs  l'équation  (5)  est  du  premier  degré,  et  son  premier 
membre  devient  nul  quand  on  fait  x  =:  x^^  y  ^=y^^  et  quand  on  fait 
Jo  =  Xi,y—y.i. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  coefficient  angulaire  de  la  droite 
M|  Ma  est  égal  à 

y\~yi 

X^  —  Xi 

G'est  ce  que  l'on  obtient  encore  en  exprimant  que  la  droite  repré- 
sentée par  l'équation 

y—yi  =  m{x  —  xi) 
passe  par  M2. 

L'équation  MjMa  peut  encore  s'écrire 

y—yi  _  x  —  Xj^ 
yt  —  yi        a^2  — a-,* 

On  voit  ainsi  que  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  MjMj  sont 
proportionnels  aux  différences  X2  —  ^1 ,  y>  — y^  • 

97.  Cas  particulier.  —  Les  points  donnés  sont  sur  les  axes; 
dans  ce  cas,  en  posant  ^r,  =  a,  yi  =  o,  X2=  o,  y2=  ^,  on  obtient 


68  CHAPITRE   II. 

réqualion 

a     '     p   -'• 

Les  points  donnés   s'appellent  alors  les  traces  de  la  droite  sur  les 
axes. 

On  peut  obtenir  directement  celte  équation;  en  effet,  dans  ce  cas, 
le  système  (2),  (3)  devient 

Aa  +  C  =  o,        Bj3-i-G=o, 
d'où 

a  a 

et  par  suite  l'équalion  demandée  est 

C  G  _ 

et,   en  remarquant  que  G  est  arbitraire  et  supprimant  ce  facteur 
commun,  on  obtient  le  résultat  annoncé. 

Lorsque  A  et  B  tendent  vers  zéro,  G  conservant  une  valeur  finie, 
a  et  p  croissent  indéfiniment  et  la  droite  est  rejetée  à  l'infini. 

98.  Exprimer  que  les  trois  points  Mi[Xi,yi),  M2(.r2, jKa), 
^3(^3,  yg)  sont  en  ligne  droite.  —  Il  n'j  a  qu'à  écrire  que  Mg  est 
sur  la  droite  Mj  M2,  ce  qui  donne  la  condition 

X^      JK2       I       —  O. 
Xz      Jz       I     I 

99.  Trouver  les  coordonnées  du  point  commun  à  deux  droites. 
—  Soient 

(i)  kx  -f-  BjK  -H  C  =  o, 

(.2)  A'a^-t- B'jK-f- G'=  o 

les  équations  des  deux  droites.  Les  coordonnées  de  tout  point  com- 
mun à  ces  deux  droites  vérifient  ces  deux  équations;  et  réciproque- 
ment, à  toute  solution  ^o^JKo  du  système  (i),  (2)  correspond  un 
point  (^oj  jKo)  commun  aux  deux  droites.  Le  problème  est  ainsi  ra- 
jnené  à  un  problème  d'Algèbre.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 
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1°  AB'  —  BA'^  o;  le  système  proposé  a  une  solution  unique  :  les 
deux  droites  sont  concourantes,  et  les  coordonnées  de  leur  point 
d'intersection  sont 


BC— GB' 
AB— BA'' 


CA'-AC 


y  AD 


AB  —  BA' 


•JL°  AB' —  BA'=::  O,  l'un  des  coefficients  de  x  et  y,  A,  par  exemple, 
étant  différent  de  zéro;  le  déterminant  caractéristique  est  AC — CA'. 

(a)  AC —  CA'^  o  :  les  deux  droites  sont  parallèles  et  distinctes. 
On  convient  de  dire  qu'elles  ont  un  point  commun  à  l'infini.  Il  peut 
arriver  que  la  seconde  droite  soit  rejetée  à  l'infini. 

(b)  AC —  CA'=  o;  les  deux  droites  sont  confondues. 

3°  A  =  A'  =  B  =  B'  =  o  ;  si  l'on  suppose  C  ^  o  et  C  ^  o  les  deux 
droites  sont  entièrement  à  l'infini;  si  C  =  o,  la  première  est  indéter- 
minée; si  C'=  o,  il  en  est  de  même  de  la  seconde. 

100.  Condition  pour  que  trois  droites  définies  par  leurs  équa- 
tions soient  concourantes  ou  parallèles.  —  Soient 


(0 


kx  -h  Bj  -4-  G  =  o, 
k' X  -^  B'y  -H  C'  =  o, 
k'x  -+■  B"y  -+-  C"  =  o 


les  équations  des  trois  droites  données. 

1°  Pour  exprimer  que  ces  trois  droites  sont  concourantes,  il  faut 
exprimer  que  deux  de  ces  droites  sont  concourantes  et  que  la  troi- 
sième passe  par  le  point  de  concours  des  deux  autres.  On  a  ainsi  une 
première  condition  :  l'un  au  moins  des  déterminants 

AB  — BA',         AB'— B'A^         A'B  —  B'^A 

doit  être  différent  de  zéro.  Or,  quel  que  soit  celui  de  ces  détermi- 
nants qu'on  suppose  différent  de  zéro,  il  pourra  être  regardé  comme 
étant  le  déterminant  principal  du  système  (i),  et  le  déterminant  ca- 
ractéristique sera  le  déterminant 


A  = 


A 

B 

G 

A' 

B' 

G' 

A" 

B" 

G" 

on  doit  donc  poser 


A  =  o. 
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Ainsi,  en  résumé,  pour  que  les  trois  droites  données  soient  con- 
courantes, il  faut  que  A  ^  o,  et  que  Vun  au  moins  des  mineurs 
formés  avec  les  coefficients  de  x  et  de  y  soit  différent  de  zéro. 

Remarque.  —  Quand  on  suppose  ces  conditions  remplies,  il  peut 
arriver  que  deux  des  droites  soient  concourantes  et  que  la  troisième 
soit  confondue  avec  l'une  des  deux  autres;  il  peut  encore  arriver  que 
îa  troisième  soit  entièrement  indéterminée.  Les  conditions  précé- 
dentes sont,  en  effet,  remplies,  si  l'on  suppose,  par  exemple, 
AB'—  BA'^  o  avec  A"=  B"=  C'=  o. 

a'*  Pour  que  les  droites  données  soient  parallèles,  il  est  nécessaire 
que  les  trois  mineurs 

AB'—  BA',        A'B"—  B'A',         A"B  —  B"A 

soient  nuls,  et  la  condition  A  =  o  est  encore  remplie. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies  et  si  l'on  suppose, 
par  exemple,  A  ^  o,  et  que  l'un  des  déterminants  caractéristiques 

AC—  GA',        AG"—  GA" 

soit  différent  de  zéro,  les  droites  données  sont  parallèles;  elles  n'ont 
aucun  point  commun  à  distance  finie.  Il  peut  arriver  alors  que  l'une 
de  ces  droites  soit  entièrement  à  l'infini. 

Lorsque  A  ^o,  AC — CA'=o,  AC" — CA'^^o,  les  trois  mi- 
neurs étant  toujours  supposés  nuls,  les  trois  droites  sont  confondues. 

Enfin,  lorsque  A=  A'=  A"=B=:B'=B"=o,  les  trois  droites  sont 
à  l'infini.  Mais,  si  G  =  o,  la  première  droite  est  indéterminée;  pareil- 
lement pour  la  deuxième  et  la  troisième,  si  C'=  o  ou  G"=  o. 

En  résumé,  la  condition  A  =  o  exprime  que  les  droites  données 
sont  concourantes,  parallèles,  ou  encore  que  deux  au  moins  sont 
confondues. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  suppose  A  ^  o,  ces  droites  sont  distinctes 
et  ne  sont  ni  concourantes  ni  parallèles,  et  par  suite  elles  pourront 
former  un  triangle,  ou  bien  deux  seront  parallèles,  la  troisième  les 
coupant;  ou  enfin  l'une  d'elles  pourra  être  à  l'infini,  les  deux  autres 
étant  à  distance  finie  et  concourantes. 

101.  Corollaire.  —  Si  Von  représente  par  L,  M,  P  les  pre- 
miers membres  des  équations  (i),  de  sorte  que  les  droites  don- 
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nées  soient  définies  par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  P  =  o,  pour 

que  ces  droites  soient  concourantes  ou  parallèles,  il  faut  et  il 

suffit  qu^il  existe  trois  nombres  a,  b,  c  non  tous  nuls,  vérifiant 

l' identité 

aL-f-6M-+-cP  =  o. 

En  effet,  le  système  d'équations 

A  a  -i-  A' 6  +  A' c  =^  o, 
Ba  4- B'6-f-B'c  =  o, 
Ca-^C'b-hC"c  =  o 

admet  des  solutions  non  toutes  nulles  si  le  déterminant  A  est  nul. 

Béciproquement ,  supposons  l'identité  précédente  vérifiée  et  soit, 
par  exemple,  c  ^  o  ;  on  en  tire 

c  c 

L'équation  P  =  o  est  donc  équivalente  à  l'équation 

ah-h  bM  —  o. 

Supposons  d'abord  que  les  droites  définies  parles  équations  L  =  o, 
M  =  o  soient  concourantes.  Les  coordonnées  du  point  de  concours 
de  ces  deux  droites  vérifient  l'équation  précédente,  ce  qui  prouve 
que  la  droite  P  passe  par  le  point  de  concours  des  deux  autres.  Si  les 
droites  L  et  M  sont  parallèles,  «L  +  6M  =  o  représente  une  droite 
parallèle  aux  mêmes  droites  (n°  92);  donc  alors  les  trois  droites  don- 
nées sont  parallèles. 

Si  c  est  nul,  on  a  L  ^ M;  alors  les  droites  L  et  M  sont  con- 

a 

fondues. 

102.  Equation  générale  des  droites  passant  par  le  point  de 
concours  de  deux  droites  données.  — ■  Soient  L  ==  o,  M  =  o  les^ 
équations  de  deux  droites  que  nous  supposerons  concourantes.  Si 
l'équation  P  =  o  représente  une  droite  passant  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières,  il  existe,  comme  on  vient  de  le  voir,  trois 
nombres  «,  6,  c  non  tous  nuls  et  tels  que 

ah  -H  6M  -H  cP  =  o. 
Le  coefficient  c  est  nécessairement  différent  de  zéro,  sans  quoi  les 
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droites  L  et  M  seraient  confondues  ;  on  a  donc 

P^_«L-^M, 

c  c 

et,  par  suite,  toute  droite  P  jaassant  par  le  point  de  concours  des 
deux  premières  a  pour  équation 

ciL  -4- 6 M  =  o, 

a  et  b  étant  deux  constantes. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  une 
droite  passant  par  le  poiut  de  concours  des  deux  droites  L  et  M;  car 
si  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  point  de  concours  de  ces  deux 
droites,  en  désignant  par  L'  ce  que  devient  le  polynôme  L  quand  on 
j  remplace  x  par  x'  ely  par  jk',  et  par  M'  ce  que  devient  M  quand 
on  fait  la  même  substitution,  on  a  h'=  o  et  M'=:  o,  et  par  suite  aussi 

aL'-t-  bM'=  o. 
Donc  l'équation 

«L  -+-  6M  =  o 

est  bien  l'équation  générale  demandée. 

On  peut  arriver  directement  au  résultat  précédent. 

A  cet  effet,  on  remarque  d'abord,  comme  nous  venons  de  le  faire, 
que  l'équation 

(i)  aL-~bM  =  o 

représente,  quelles  que  soient  les  deux  constantes  «,  b  (auxquelles 
nous  attribuerons  toujours  des  valeurs  finies),  une  droite  passant  par 
le  point  de  concours  A.  des  droites  L  et  M.  Il  reste  à  montrer  qu'on 
peut  attribuer  aux  coefficients  a  eV  b  des  valeurs  telles  que  l'équation 
précédente  soit  celle  d'une  droite  donnée  D  passant  par  le  point  A. 
Pour  cela,  prenons  sur  la  droite  D  un  point  quelconque  M(^(,  jKj) 
différent  de  A;  en  désignant  par  L,  et  M,  les  résultats  de  la  substi- 
tution àe  X\  k  X  et  de  yi  ky  dans  les  polynômes  L  et  M,  l'équation 

LMi  — MLi  =  o 

représente  évidemment  la   droite  AM;  donc   il   suffit  de   prendre 

a  =  Mi,  b  =^ — hi  pour  que  l'équation  (i)  représente  la  droite  D. 

En  particulier,  en  faisant  a  =  o,  on  obtient  la  droite  M,  et,  en 
supposant  6  =  o,  on  a  la  droite  L. 
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()ii  poiil  faire  usage  de  l'équation 

L  -+-  X  i\I  —  o  ; 

mais,  pour  que  cette  équation  puisse  représenter  la  droite  M,  il  fau- 
dra supposer  X  infîni;  en  effet,  en  écrivant  l'équation  précédenU- 
sous  la  forme 

^  L  -t-  M  =  o, 

le  premier  membre  se  réduit  bien  à  M  quand  on  suppose  \  infini. 

103.  Remarque. —  Il  convient  de  remarquer  que,  si  X  croit  de  —  x.  à  -f-  x, 
la  droite  représentée  par  l'équation  (i)  tourne  autour  de  son  point  fixe  tou- 
jours dans  un  même  sens.  Gela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  équations 

Lh-XM  =  o,         L-t-X'M  — o 

représentent  deux  droites  distinctes,  quand  on  suppose  les  droites  L  et  .M 
distinctes  elles-mêmes. 

104.  Application.  —  Equation  de  la  droite  passant  par  un 
point  donné  et  par  le  point  de  concours  de  deux  droites.  —  Soient 
\x  4-  Bj'  -I-  G  =  o ,  k! X  -h  B'^  -|-  G'  =  o  les  équations  des  deux 
droites  données;  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'équation 

(\x^  BjK-^  C)  (  A'a-i  +  B>i  +  G')  —  (  Â'a7  +  B>^-G')  (  Aari  -i-Bji  +  G)  =  o, 

représente  la  droite  passant  par  le  point  de  concours  des  dcu\ 
droites  données  et  par  le  point  .T),  j>^,  ;  dans  le  cas  particulier  où  If- 
point  donné  est  l'origine,  on  obtient  l'équation 

(AG'-  Ck')x  -t-  (BG'—  GB')7  =  o. 

103.  Théorèmk.  —  Si  les  coefficients  de  l'équation  d'une 
droite  renferment  un  paramètre  variable  au  premier  degré, 
cette  droite  tourne  autour  d' un  point  fixe. 

Eu  eff'et,  l'équation  considérée  est  de  la  forme 

(i)  («-+- Xa')a- -f- (6 -f- X6')j' -T- c -t- Xc'=  o 

ou 

ax  -r-  by  -j-  c  -t-  X(a'j;  -i-  b'  y  -\-  c)  —  o\ 

dit'  représente  donc  une  infinité  de  droites  passant  par  le  point  de 
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concours  des  deux  droites  représentées  par  les  équations 

(2)  ax  -\-  by  -h  c  =:=  o,         a' x -[- b' y -\- c' =^  o . 

Cette  conclusion  n'a  de  sens  que  si  ces  deux  équations  représen- 
tent deux  droites  distinctes.  Si  l'on  suppose,  au  contraire, 

a  =  ha' ,         h  —  hb',         c  =  hc  , 

l'équation  proposée  est  de  la  forme 

{h -\-\){a' X -+- b' y -h  c')  =  o; 

elle  représente  donc  une  droite  fixe  ayant  pour  équation 

a' X  -+-  b' y  -I-  c'  =  o, 

à  moins  que  l'on  ne  donne  à  \  la  valeur  —  li]  dans  ce  cas,  elle  est 
indéterminée. 

Si  les  droites  représentées  par  les  équations  (2)  sont  parallèles, 
l'équation  (i)  représente  toutes  les  droites  parallèles  aux  premières 
<|uand  on  fait  varier  X  de  —  00  à  +00. 

106.  Théorème.  —  Etant  donnés  trois  polynômes  entiers  en  x 
et  y,  du  premier  degré,  et  indépendants 

A  =  ax  -f-  by  +  c,         B  ss  a' x  -\-  b'y  -t-  c',         C  ss  a" x  -+-  b" y  -i-  c", 

V équation  d'une  droite  quelconque  du  plan  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

/  A  -;-  m  B  ~-  jo  C  =  0, 

/,  m,  p  étant  des  constantes. 

En  effet,  soit 

ux-\-vy^w^o 

l'équation  d'une  dioite  quelconque.  On  peut  résoudre  le  système 

al  -\-  a' m  -^  a!' p  =  a, 
bl  -\- b' m  -4-  b" p  =  V, 
cl  -4-  c'  m  -r-  c"p  =  W', 

car  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  /,  m,  p  est  supposé 
différent  de  zéro. 

107.  Théorème.  —  Les  trois  polynômes  A,  B,  G  étant  supposés 
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indépendants,  la  condition  nécessaire  et  sujffisante  pour  ([ue  les 
droites  représentées  par  les  équations 

IX  ■+■  nili  -4-/>G  =  o, 
l'X  -h/n'B  -hp'C  =o, 
rX-^-m'B  -^p'C  z=o 

soient  concourantes  ou  parallèles  est 


l 

/Il 

r 

v 

m' 

P 

l" 

m" 

P' 

En  effet,  si  l'on  remplace  A,  B,  C  par  leurs  expressions  en  x  eiyy 
on  reconnaît  que  le  détenninanl  complet  du  système  formé  par  les 
équations  du  premier  degré  précédentes  est  égal  au  produit 


/ 

m 

P 

■ 

a 

b 

c 

v 

m' 

p' 

X 

a' 

b' 

c 

l" 

ni" 

p" 

a 

b" 

c 

le  second  de  ces  déterminants  étant  différent  de  zéro,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  produit  soit  nul  est  que  le  pre- 
mier facteur  soit  nul. 

108.  On  peut  établir  directement  cette  proposition. 

Si  les  trois  droites  données  ont  un  point  commun  a^i,  y\,  en  désignant  par 

Al,  Bi,  Cl  ce  que   deviennent  A,  B,  G  quand  on  y  fait  x  =  x^,  y—yx,  on 

aura 

/Al  -h  mBi  -l-/>Ci  =  o, 

/'  Al  -f-  m' Bi  -H  /)'  Cl  =  o, 

r  Al  -1-  /n"  Bi  -h  p'  Cl  —  o. 

Or  Al,  Bi,  Cl  ne  peuvent  être  nuls  tous  trois,  puisque  les  droites  A,  B,  G 
n'ont  aucun  point  commun;  donc  le  déterminant  o  des  coefficients  de  Ai,  Bi, 
Cl  est  nul. 

La  conclusion  subsiste  si  les  trois  droites  sont  parallèles  ;  car,  si  l'on 
nomme  a-Q,  yo  les  paramètres,  directeurs  de  la  direction  commune  aux  trois 
droites,  en  posant 


A'=  aiTo-t-  byç) 


\y 


a'x^^  b'yo,        C'=  a"xo-h  b'yo, 


/A'  -+-  inB'  -f-joC  =0, 
/'A'-f- w'B' -+-/)' G' =  0, 
r\'-+-m''B'-t-p''C'=^o, 
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et  l'on  ne  peut  supposer  A'=o,  B'=  o,  G'=o;  car  les  droites  A,  B,  G  ne 
sont  pas  parallèles. 

Réciproquement,  si  le  déterminant  0  est  nul,  on  peut  trouver  des  nombres 
a,  p,  Y  non  tous  nuls  et  vérifiant  les  équations 

a/  -f-pr  -+-^1"  =0, 
a  //i  -+-  p  m'  -H  Y  m"  =  o, 
ocp    ■+-  ^p'   -h  Y/>"  =  o, 

et  par  suite,  si  U,  V,  W  sont  les  premiers  membres  des  équations  données, 
on  aura 

aU  +  !3V  +  YW  =  o; 

donc  ces  droites  sont  concourantes  ou  parallèles. 

109.  Résolution  de  V inégalité 

A  a; -+- BjK -^- G  >  G        (ou  <  o). 

Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  :  La  droite  re- 
présentée par  V équation  K.x  +  By  +  C  =  o  partage  le  plan  en 
deux  régions  :  quand  on  substitue  à  x  et  y  dans  le  polynôme 
A^  +  B  y  +  C  les  coordonnées  d'un  point  appartenant  à  l'une 
de  ces  régions,  le  résultat  de  la  substitution  a  le  signe  +;  pour 
tous  les  points  de  Vautre  région  le  résultat  a  le  signe  — . 

En  effet,  supposons,  povir  fixer  les  idées,  B^o;  la  droite  A  {Jig-  4'-^) 
représentée  par  l'équation  donnée,  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  des  y.  Soit  M  un  point 
quelconque,  ayant  pour  coordonnées  x' ^  y  ] 
la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  M  ren- 
contre A  en  un  point  Q  et  l'axe  des  x  en  un 
point  P; 

QM  =/-/', 

y"  étant  l'ordonnée  de  Q;  or,  A:r'4- Bj)/' +  C  =  o,  d'où  il  résulte 
que 

kx'^  By-+-  G  =  B(7'— 7")  =  B  X  QM. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  le  point  M  est  situé  par  rapport  à  la 
droite  A  dans  la  région  des  ordonnées  positives  quand  le  segment 
QM  aura  le  signe  +,  c'est-à-dire  quand  le  segment  QM  sera 
dirigé  dans  le  même  sens  que  la  demi-droite  Oj"  ;  au  contraire,  si  QM 
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a  le  signe  — ,  c'est-à-dire  est  dirigé  dans  le  même  sens  que  la  demi- 
droite  Oy' ,  nous  dirons  que  le  point  M  est  par  rapport  à  A  dans  la 
région  des  ordonnées  négatives.  D'après  la  formule  précédente, 
pour  tout  point  {x' ,  j')  situé  dans  la  région  des  ordonnées  positives, 
Kx'  +  ^y  -\-  G  a  le  signe  de  +  B;  et  pour  tout  point  de  la  région 
des  y  négatifs,  il  a  le  signe  de  —  B.  Il  résulte  encore  de  ce  qui  pré- 
cède que  Aa;'+Bj^'+G  et  A.2:"H-By+C  ont  le  même  signe  ou 
des  signes  contraires,  suivant  que  les  points  {x',  y')  et  (x",  y")  sont 
situés  d'un  même  côté  de  la  droite  A  ou  de  côtés  différents.  Pour 
abréger  le  langage,  nous  dirons  que  le  poljnome  Ax  -+-  By  -\-  C 
prend  au  point  {x',y')  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que 
A^r'H-  B/'4-  C  a  le  signe  +  ou  le  signe  — . 

Nous  appellerons  région  positive,  par  rapport  à  la  droite  A,  en 
supposant  qu'elle  soit  représentée  par  l'équation  Ax  -i-  Bj^  4-  G  =  o, 
la  région  pour  laquelle  le  poljnome  Kx  +  Bjv"  +  C  prend  des  valeurs 
positives,  et  région  négative  celle  pour  laquelle  le  même  poljnome 
j^rend  des  valeurs  négatives.  D'après  ce  qui  précède,  si  B  est  positif, 
la  région  positive  est  celle  des  y  positifs;  c'est  au  contraire  celle  des 
y  négatifs  quand  B  est  négatif.  Si  B  =  o,  on  fera  un  raisonnement 
analogue,  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Lorsque  G  est  différent  de  zéro,  on  peut  faire  autrement  la 
distinction  des  deux  régions;  en  effet,  à  l'origine  le  poljnome 
A^  -r  B^  H-  G  se  réduit  à  G;  donc  la  région  positive  sera  celle  qui 
contient  l'origine  si  G  est  positif,  ou  celle  qui  ne  contient  pas 
l'origine  si  G  est  négatif. 

11  convient  de  remarquer  que  l'équation  de  la  droite  A  peut  être 
écrite  d'une  infinité  de  manières  en  multipliant  A,  B,  G  par  un 
facteur  arbitraire;  on  peut  donc  toujours  s'arranger,  si  cela  est  utile, 
de  manière  que  la  région  positive  soit  celle  des  y  positifs  ou  celle 
des  X  positifs,  ou  encore  celle  qui  contient  l'origine  si  la  droite  ne 
passe  pas  par  l'origine. 

Gela  posé,  pour  résoudre  l'inégalité  Kx  +  Bj'  +  G  >  u,  on  déter- 
minera d'abord  la  région  positive;  x  el  y  devront  être  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  cette  région. 

110.  Exemple.  —  Résoudre  l'inégalité  2X  —  3y  -\-  i^  o. 
La  droite  représentée  {Jlg.  4^)  par  l'équation 

ix  —  iy  -{- 1  —  o 
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rencontre  l'axe  des  x  au  point  A  tel  que  OA  =  —  j  et  au  point  B 
tel  que  OB  ^  +  |.  Pour  que  l'inégalité  don- 
née soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  x  Ql y 
soient  les  coordonnées  d'un  quelconque  des 
points  situés  par  rapport  à  AB  du  même  côté 
que  l'origine. 

111.  Applications.  —  En  nommant  a,  |3 
les  angles  que  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  la  droite  A  ayant  pour  équation  kx  +  V>y  +  C  =  o 
fait  avec  les  axes  et  en  posant  0  —  a=  (3,R  =  -j-y/A-H-B^  — ^2ABcosO, 
nous  avons  trouvé 

A  sinO  ,,         B  sinô 

cos  a  =  £  — =r — ,  cos  p  =  £  — — —  • 

Prenons  sur  la  demi-droite  définie  par  ces  formules,  à  partir  de 
l'origine,  un  segment  dont  la  valeur  absolue  soit  égale  à  l.  Les  coor- 
données j:',  y'  de  l'extrémité  de  ce  segment  sont  déterminées  par 
les  équations 

x'  ■+■  y  cos6  =  l  cosa,        rp'cosO  -i-jK  =  l  cos^, 
d'où 

,_,cosa  —  cos  p  cos  0  ,       .cos^  —  cos  a  cos  0 

^-^'       sin^e         '      ^='' iïïï^-ë ' 

et  par  suite 

Aa7'  ^-  B  y'-4-  G  =  £  -^  l  -+-  G. 
•^  sinO 

Si  l'on  suppose  la  longueur  /  suffisamment  grande,  le  second 
membre  a  le  signe  de  e;  donc,  si  £  =  +  r,  on  choisit  sur  la  perpen- 
diculaire à  A  la  demi-droite  dirigée  vers  la  région  positive  du  plan 
par  rapport  à  A;  à  s  =: —  i,  correspond  la  demi-droite  dirigée  vers 
la  région  négative.  Nous  nommerons  normale  positive  à  A,  la  demi- 
droite  perpendiculaire  à  A  qui  est  dirigée  vers  la  région  positive 
relative  à  A,  et  normale  négative  celle  qui  est  dirigée  en  sens 
contraire. 

Problèmes  relatifs  aux  angles. 

112.  Problème.  —  Etant  données  les  équations  de  deux  droites 
A,  A',  trouver  l'angle  que  la  droite  ÙJ  fait  avec  la  droite  A. 
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Soient 


Aa?  -f-Bj  -H-C 


o, 


A'.r-t-  B>-+-G'=o 


les  équations  des  droites  données.  Prenons  {^fig.  44)  sur  la  parallèle 
à    A   menée    par   l'origine    un    point    quel- 
conque D  et  sur  la  parallèle  à  A'  menée  aussi 
par  l'origine  un  point  quelconque  D'. 

L'angle  que  A'  fait  avec  A  est  défini  à  un 
multiple  près  de  Tt;  soit  U  l'une  quelconque 
de  ses  déterminations.  L'angle  que  OD'  fait 
avec  OD  est  défini  à  un  multiple  près  de  ir.\ 
soit  V  l'une  quelconque  de  ses  détermina- 
tions; V  diffère  de  U  d'un  multiple  de-,  de  sorte  que  tangV=  tangU. 
Si  nous  appelons  a,  h  les  coordonnées  de  D  et  «',  V  celles  de  D', 
nous  savons  calculer  tangV  (54 )>  et  par  suite  tangU.  Or 

rt  =  XB,         />=— XA;         a'  =  X'B',         ^'  =  — X'A'; 
en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


tanjrV 


{ab' —  ha' )  sin  0 
«a'-f-  bb'  -\-  («6' -H  ba')  cos6 


nous  voyons  que  les  facteurs  arbitraires   A,    )/  disparaissent,   et   il 

vient 

(AB'— BA')sinO 

tan<TfA   AM=   ^ • 

lan»».-^,  û;       AA'-^BB'— (AB'-HBA')cose 

Il  est  facile  d'expliquer  pourquoi  X  ni  X'  ne  figurent  dans  la  formule  défi- 
nitive; car,  si  l'on  change  la  valeur  absolue  de  X,  sans  changer  son  signe, 
le  point  D  se  déplace,  mais  le  sens  de  OD  ne  change  pas,  de  sorte  que 
l'angle  V  n'est  pas  altéré;  si  le  signe  de  X  change,  le  sens  de  OD  est 
remplacé  par  le  sens  opposé  ODi  et,  par  suite,  l'angle  V  varie  d'un  multiple 
de  t:,  ce  qui  n'altère  pas  sa  tangente. 

113.  Calcul  de  cos(A,  A')  ci  de  sin(A,  A').  -^On  a,  d'après  ce  qui 
précède, 

cos(A,  A')  =±cosV,  sin(A,A')  =±  sinV, 

sans  qu'on  puisse  savoir  quel  signe  on  doit  prendre,  attendu  que 
l'équation  de  chaque  droite  A  ou  A'  ne  donne  ni  le  sens  de  OD  ni 
celui  de  OD',  qui  peuvent  être  remplacés  chacun  par  un  segment  de 
sens  opposé.  Or  les  formules  donnant  cosV  et  sinV  contiennent  en 
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dénominateur  les  i-adicaux 

v/a'^-4- 6'''-i- aaè  cosO      et      /a''^-i- ô'^-^- aa'è'cosO, 

que  l'on  doit  prendre  en  valeur  absolue;  en  remplaçant  a,  Z>,  «',  b' 
par  leurs  expressions  données  plus  haut,  on  obtient 

y/a-2_|_  ^,2_i_  .j_ab  cosÔ  =  zl  /A2-i-  B2— .  aAB  cosO  (£:=rhi), 


v/a'2 -i-  6'2 -I-  2 a' b'  cos 6  =  e' )/  /A'^ -l-  B'^  —  2  A' B'  cos  0        (£'  =  ±1), 
de  sorte  que 

,,    ,„       AA'^BB'— (AB'+BA')cose         .    ,,    ,,,       (  AB'— BA')  sinO 
cos(A,  A)=  ^^r^^^ '      sni(A,  A)=  ^^Jl^^' ' 

où  l'on  a  posé 

B  ^  +  v/A2+B2— 2ABCOS0,        R'  =  +  /A'2-+- B'^— 2  A'B'cosO. 

Si  l'on  convient,  par  exemple,  de  choisir  le  point  D  et  le  point  D'  de  façon 
que  leurs  abscisses  soient  positives,  on  devra  donner  à  X  un  signe  tel  que  ÀB 
soit  positif  et  de  même  X'B'  devra  être  positif;  ensuite,  sX  et  s'X'  devant  être 
positifs,  les  signes  de  e  et  de  z'  seront  aussi  déterminés.  • 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires  les  formules  précédentes  se 
simplifient  et  deviennent 

/.    .,.       AB'-BA'  .,    ,,,        ,  AA'-t-BB' 

tang(A,  A  )  =  — — — — ,  cos(A,  A  )  = 


AA'+ BB'  '  /a2+bVa'2+B'^ 

.    ,^    .,.        ,  AB'-BA' 

sin(A,  A  )  =± 


v/a^+bVa''+i^'^ 

114.   Usage  des  coefficients  angulaires.  —  Si  les  équations  des 
droites  sont  données  sous  la  forme 

y  —  mx  -T-  h,        y  =  m! X  -\-  h' , 
il  suffît  de  poser 

k  =  m,        B=  —  I,        A'— m',        B'  =  —  i 

et  l'on  obtient 

t  -+-  mm' -h  {m  -h  m')  cos 6 


cos(A,  A')  =  dr 
tang(A,  A')=: 
sin(A,  A')  =± 


V^i  -I-  2/w  cos  G  -h  m,-  ^i  ^  2  m'  cosO  -i-  /n"- 

(m' —  m,)  sin9 
I  -f-  mm'  -+-  (  m  -t-  /n'  )  cos  6 

(m'  —  m)  sinO 
y)  -+-  2/n  cos  6  -h  m^  \/i  -t-  2  w'  cos  6  -+-  m'^ 
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quand  les  axes  sont  rectangulaires 

tang(A,A')=  ^!^^,,  cos(à,A')=  '  '  "^ '"'"' 


sin(A,  A')=±: 


V^i-f-  m^  / 1  +  m'i 
m'  —  ni 


y/i-h/n^  y/i 


113.  Remarques.  —  i°  Les  termes  tout  connus  G,  G'  n'interviennent  pas 
dans  les  formules  précédentes. 

2"  Les  signes  des  radicaux  dans  sin(A,  A')  et  cos(A,  A')  sont  les  mêmes. 

116.  Autre  méthode.  —  Abaissons  de  l'origine  des  perpendiculaires  sur  A 
et  A';  en  nommant  a  et  a'  les  angles  que  les  directions  positives  de  ces  per- 
pendiculaires font  avec  Ox,  on  a  trouvé 


•  Il  en  déduit 


AsinO  ,.  BsinO 

cosa  =  £ — - — ,  cos(0  — 3:)  =  £ — - — 

R  R 

B  — Acose 


R 


et  pareillement 


,A'sinO             .      ,       ,B'— A'cos9 
cosa  —  £  — — —  ,  sina  =  £  =-7 • 

D'où,  à  l'aide  d'un  calcul  facile, 

,  AA'+  BB'—  (AB'-^  BA')  cosO 


cos(a' —  a)  =  ££ 
sin(a' —  a)  =  ££ 
tang(a'— a)  = 


RR' 

,(AB'— BA')sin9 
RR'  ' 

(AB'— BA')sinO 


AA'+  BB'—  (AB'4-  BA)  cosô 


Or  (A,  A')  =  a' —  a  +  Air.  On  retrouve  donc  les  formules  obtenues  plus  haut. 
Mais  on  voit  que  si  l'on  suppose  ££'~-}-i,  les  formules  précédentes  donnent 
le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  normales  positives  ou  par  les 
normales  négatives;  si  ££'  =  —  i,  on  a  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  formé 
par  une  normale  positive  et  une  normale  négative. 

117.  Condition  pour  que  deux  droites  définies  par  leurs  équa- 
tions soient  orthogonales.  —  Si  D  et  D'  sont  ]es  points  directeurs 
des  droites  A  et  A',  pour  que  ces  droites  soient  rectangulaires,  il  faut 
et  il  suffit  que  OD  et  OD'  soient  rectangulaires;  la  condition  de- 
mandée s'obtient  en  remplaçant  a,  b  et  a',  b'  par  leurs  expressions 
NiEWENOLOWSKi.  —  G.  an.,  \.  6 
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XB,  —  âA;  a'B',  —VA'  dans  Téquation 

aa'-h  bb'-\-  {ab' ■+■  ba')  cosO  =  o, 
ce  qui  donne 

AA'-H  BB'—  (AB'+  BA')  cos6  =  o, 

ou,  si  l'on  appelle  m  et  m'  les  coefficients  angulaires, 

I  -+-  mm'-h  {m  -+-  m')  cosG  =  o. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a  les  conditions 

AA'-+-BB'  =  o 
ou 

I  -+-  mm'  =  o, 

118.  On  obtient  encore  la  condition  précédente  en  écrivant  que 

lang(A,  A')  est  infinie  ou  que  cos(A,  A')  est  nul. 

De  même,  en  écrivant  que  tang(A,  A')  =  o  ou  sin( A,  A')  :=  o,  on 
retrouve  la  condition  de  parallélisme  :  AB' —  BA'=  o. 

119.  Application.  — ■  Condition  de  parallélisme  ou  d^orthogo- 
nalité  des  droites  ayant  pour  équations 

kx  -t-  BjK  -t-  G  =  o 
et 

a  b 

i"  La  condition  du  parallélisme  est 

Aa  H-  B6  =  o, 

elle  exprime  que  le  point  directeur  («,  b)  de  la  seconde  droite  est 
sur  ]a  parallèle  à  la  première,  menée  par  l'origine. 

2°  En  remarquant  que  les  paramètres  directeurs  de  la  première 
droite  sont  proportionnels  à  B,  —  A,  on  trouve  pour  condition  d'or- 
ihogonalité,  si  l'on  suppose  les  axes  rectangulaires, 

«B  —  b\.  =  o 
ou 

a  _b 
A  ""  b' 

Si  les  axes  sont  obliques,  la  condition  est 

aB  —  6A-i-(B6  —  Aa)cos6  =  o, 
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ce  qui  peut  s'écrire 


A- 

-Bcose 

B- 

-A 

cosO 

ou  encore 

A 

B 

a  -f-  6  cos  6       a  cos  0  H-  6 

120.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  faisant  avec  une 
droite  donnée  un  angle  donné  V.  —  Soit  m  le  coefficient  angulaire 
de  la  droite  donnée;  le  problème  sera  résolu  si  nous  savons  calculer 
le  coefficient  angulaire  m'  de  la  droite  cherchée.  On  doit  poser 

(m' —  m)  sinG 

-lanffV. 


i  -+■  mm' -h  {m  -+-  m'  )  cosO 

ce  qui  donne  pour  m'  une  seule  valeur.  En  supposant  0=  -»   on 

trouve 

m  -(-  langV 


m  = 


1  —  m  tan<ï  V 


Le  problème  analogue  de  Géométrie  élémentaire  a  deux  solutions  ; 
l'une  des  droites  trouvées  fait  avec  la  proposée  un  angle  égal  à  V;  la 
seconde  droite  correspond  à  Fangle  t.  —  V.  Le  coefficient  angu- 
laire m"  de  cette  seconde  droite  est  donné  par  la  formule 


,,        m  —  tan  g  Y 

m  = 


1  -1-  m  tangV 


12L  Remarque.  —  Pour  déterminer  une  droite  faisant  des  angles 
égaux  avec  deux  droites  dont  les  coefficients  angulaires  sont  m,  m'  \ 
on  aurait  à  résoudre  l'équation 

|JL  —  /«   _    [X  —  m' 
i-\-  m]x~  n-  m'fji 

|A  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  demandée,  et  les  axes 
étant  supposés  rectangulaires.  L'équation  précédente  se  réduit  à 

(m'—  m)  (i-t-  [Ji2)  =  o, 

ou,  en  supposant  m' —  ni  yé  o, 

1  -I-  [Jlî  =  o. 

Le  problème  ainsi  posé  est  impossible.  Il  faut  remarquer  que  la 
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bissectrice  d'un  angle  fait  avec  ses  côtés  des  angles  égaux  et  de 
signes  contraires. 

122.  Problème.  —  Trouver  V équation  de  la  perpendiculaire 
menée  par  un  point  A  à  une  droite  A,  ainsi  que  les  coordonnées 
du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

1°  Axes  rectangulaires.  —  Soient  x^.,  y,,  les  coordonnées  du 
point  donné  A  et 

(i)  Ax-^By  +  C=o 

l'équation  de  la  droite  A. 

La  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A  a  pour  équation  (i  19) 

'^^^  A       ~       B 

On  aura  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  en  résol- 
vant le  système  formé  par  les  équations  (i)  et  (2).  Pour  cela,  on 
prend  comme  inconnue  auxiliaire  la  valeur  commune  des  deux 
rapports  (2)  et  l'on  pose 

(3)  x  =  Xo-h\p,        j'=jo+Bp; 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  obtient  immédiatement 

.  ,                    A^o-+-  BjKo-f-G 
<4)  P- jjTb-^ 

Les  formules  (3)  et  (4)  résolvent  la  question  proposée. 

2°  Axes  obliques.  —  On  procède  de  la  même  façon,  mais  le 
calcul  est  un  peu  plus  long.  La  perpendiculaire  a  pour  équation 

x  —  xo     ^     y—yo     ^ 

A  — BcosO        B  — Acos6      P' 

en  exprimant  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  perpendiculaire  au 
moyen  de  p  et  écrivant  que  ce  point  est  sur  la  droite  donnée,  on 

obtient 

_  Axo-+-Byo-+-  G 

P  """"    A2+B2—  2ABCOS6' 

ce  qui  détermine,  comme  plus  haut,  le  pied  de  la  perpendiculaire. 
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123.  Exercice.  —   Vérifier  que  les  trois  hauteurs  d'un   triangle  sont 
concourantes.  —  Soient 

Aa:  +  B^  -h  C  =  o,         Mx  -\-  B'j  -i-  G'  =  o,         \" x  -+■  Wy  h-  G"  =  o 

les  équations  des  trois  côtés  BG,  GA,  AB  du  triangle  ABG.  La  hauteur  cor- 
respondant au  côté  BG  passant  par  le  point  de  concours  des  deux  autres 
côtés,  son  équation  est  de  la  forme 

Mx  -+-  B>  -f-  G'  -)-  X  (  rVx  -+-  B"jK  +  G")  =  o. 
La  condition 

A(A'-^  X  A") -h  B(B'-f- XB")  =  o 

t'xprime  qu'elle  est  perpendiculaire  au  côté  BG;  on  en  tire 

AA'-4-BB' 
AA"-hBB" 

et,  par  suite,  cette  hauteur  a  pour  équation 

(A'ar -f- B> -f- G')  (AA"-4- BB")  —  (A'x -4- B>  +  G")  (AA'-i- BB')  =  o. 

On  formera  de  la  même  manière  les  équations  des  deux  autres  hauteurs  et 
l'on  vérifiera  que  la  somme  des  premiers  membres  est  identiquement  nulle, 
ce  qui  prouve  que  ces  trois  droites  sont  concourantes. 

Problèmes  relatifs  aux  distances. 

124.  Problème.  —  Trouver  la  distance  d'un  point  défini  par 
ses  coordonnées  à  une  droite  représentée  par  son  équation. 

Soient  ;ro,^o  les  coordonnées  du  point  donné  M  {/ig.  45)  et 

Xx  ■+-  By  -i-  G  —  o 

l'équation  d'une  droite  A;  enfin,  soit  0  l'angle  des  axes  coordonnés. 

Abaissons  de  l'origine  des  coordonnées 
une  perpendiculaire  sur  la  droite  A  et  pre- 
nons sur  cette  droite  un  sens  déterminé  OZ;  ^ 
si  MP  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  droite  A,  nous  désignerons 
paru?  le  segment  PM  compté  avec  le  signe -f- 
si  PM  a  même  sens  que  OZ,  et  avec  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  plus  haut  (82). 
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L'angle  que  la  demi-droite  OZ  fait  avec  la  demi-droite  O^  étant  dé- 
signé par  a,  nous  avons  trouvé  les  formules 

d  =  a^ocosa  -i- _/oCos(0  —  a)  — p 
et 

cosa=AA,     cos(0  —  a)  =  AB,     — /)  =  AL,     A 


V/A2+B2— sABcose 


Il  en  résulte  que 

(!)  ^^JA^o+B^o-^C)sin9 

/A2-f-B2  — aABcosO 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires 

(i)'  ^^.Aa^o+Bjo-i-G 


V/ÂJ+~B2 
Dans  tous  les  cas,  on  peut  poser 

(^=  A- (A 370-+-  Bj'o-i-  G), 

/r  étant  une  constante  indépendante  des  coordonnées  du  point  M. 

En  résumé,  nous  appellerons  distance  d'un  point  M  à  une 
droite  A  le  segment  PM,  P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  A.  Si  l'on  prend  s  =+  i,  la  formule  (i)  ou  (i)' 
donne  pour  c^  une  valeur  positive  quand  le  point  M  est  dans  la  région 
positive  du  plan  par  rapport  à  A,  et  une  valeur  négative  quand  le 
point  M  est  dans  l'autre  région.  Quel  que  soit  le  signe  de  s,  les  dis- 
tances de  deux  points  situés  d'un  même  côté  de  A  auront  le  même 
signe,  et  les  distances  de  deux  points  situés  de  part  et  d'autre  de  A 
auront  des  signes  contraires. 

125.  Bissectrices  d'un  angle.  —  Soient 

Aa7  + Bj -I- G  =  o,         X'x -^-Wy -^C  =o 

les  équations  des  deux  côtés  de  l'angle.  Nous  aurons  l'équation 
d'une  bissectrice  en  exprimant  que  les  distances  d'un  point  [x^  y) 
aux  deux  côtés  de  l'angle  sont  égales,  ce  qui  donne 

Aa7  +  B^-f-G  ,  A'a; -^  B> -4- G' 


v/A2-f-B2—2ABcos6  /A'2-l-B'2— sA'B'cosô 

Le  signe  +  correspond  à  la  bissectrice  située  dans  les  deux  ré- 
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gions  du  plan  qui  ont  le  même  signe  par  rapport  aux  deux  côtés  de 
l'angle,  le  signe  —  correspond  à  l'autre  bissectrice. 

12G.  yiutre  méthode.  —  Soient  (yZ^.  46)  A  et  B  deux  points  ayant  pour 
coordonnées  a,  b,  et  a',  b'  respectivement;  si  l'on 
construit    un    parallélofïramme    sur  OA   et  OB,   le  ^'S*  46- 

quatrième  sommet  M  a  pour  coordonnées  a -t- a'  et  t/I 

h-\-  b';  il  en  résulte  que  l'équation  de  OM  est  /  m 

^      _     r 


a.  -^  a         h  -f-  b' 

Si  B'  est  le  point  symétrique  de  B  par  rapport  à 
l'origine,  on  voit  de  même  que  la  diagonale  OM'  du 
parallélogramme  construit  sur  OA  et  OB'  a  pour 
équation 

^    =    y 

a  —  a'        b  —  b' 

Si  l'on  suppose  OA  =  OH  =  OB',  les  équations  précédentes  seront  celles  des 
bissectrices  des  angles  AOB,  AOB',  puisque  les  parallélogrammes  que  nous 
venons  de  considérer  deviennent  des  losanges. 

Cela  étant,  si  l'on  donne  les  équations  de  deux  droites,  on  peut  trouver  les 
paramètres  directeurs  de  ces  droites,  et  en  supposant  les  points  directeurs  à 
l'unité  de  distance,  ces  paramètres  sont,  comme  nous  le  savons, 


B 


A 

H' 


B' 
K' 


R  et  R'  ayant  les  significations  indiquées  plus  haut;  il  en  résulte  que  les  bis- 
sectrices seront  définies  par  les  équations 

or  —  Xfs  _       y—ya 


B^ 


/A         A'\ 


•^0  cl  J'o  étant  les  coordonnées  du  point  de  concours  des  deux  droites  don- 
nées. En  développant,  on  retrouve  la  même  équation  que  plus  haut. 

127.  Problème.  —  Déterminer  le  rapport  clans  lequel  une 
droite  définie  par  son  équation  partage  un  segment,  connaissant 
les  coordonnées  des  extrémités  de  ce  segment. 

Si  l'on  désigne  par  (X|,j^,),  {^x^^y-i)  les  coordonnées  des  deux 
points  M,,  Mo,  un  point  quelconque  M  de  la  droite  Mi  Ma  a  pour 
coordonnées 


n-X    '■ 


y  = 


yi- 


X.Kî 
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Écrivons  que  ce  point  est  sur  la  droite  représentée  par  l'équation 

kx  -h  B^  +  G  =  o. 
L'équation  obtenue,  résolue  par  rapport  à  A,  donne 

_  ^  ^  Ari+BjKi  +  G  ^ 

'  ~~  A  372  -h  B  j'a  -^-  G 

Si  l'on  désigne  par  P  le  polynôme  Kx  -\-  Bjk  +  C,  par  P,  ce  qu'il 
devient  quand  on  remplace  x  par  ^,  et  y  par  r,,  etc.,  on  a 

MMi       Pi 

P2' 


MMs 


MM, 


est  égal  au 


Ce  résultat  était  facile  à  prévoir,  car  le  rapport  ^.c^,  v,^ 

rapport  des  distances  des  points  M,,  Mo  à  la  droite  A,  et,  de  plus,  il 
est  positif  ou  négatif  suivant  que  les  points  M,,  M2  sont  du  même 
côté  de  A  ou  de  côtés  différents. 

Remarque.  —  Toutes  les  fois  qu'il  sera  question  du  rapport  dans 
lequel  une  droite  A  partage  un  segment  M<  Ma,  nous  considérerons 
le  rapport  ^^-)  M  étant  le  point  de  rencontre  de  la  droite  donnée 
et  de  la  droite  Mi  M2,  et  nous  appellerons  ce  rapport  le  rapport  de 
partage  du  segment  M,  M2  par  la  droite  A. 


128.  Problème.  —  Trouver  dans  quel  rapport  le  segment  M,  M2 
est  coupé  par  le  segment  M3M4. 

Soient  Xp,  yp  les  coordonnées  d'un  point  M^^;  la  droite  M3M4 
ajant  pour  équation 

X     y      I 

^4  y\    I 

1  ^  MMi  , 

le  rapport  ^j^r-  a  pour  valeur 


^1     JKi       I 

•2^3       rs        I 

•" 

xw    y\    I 

x,_ 

72 

I   1 

^3 

^3 

I 

X,, 

7v 

1 

M  étant  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  M,  M2  et  M3M4.  En 
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représentant  par  (/?,  q^  r)  le  déterminant 

^P   yp    • 

Xg     y,j      I 

X,.    y,.     I 
le  rapport  demandé  est  égal  à  (i,  3,  4)  •'  (2,  3,  4)- 
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Aire  d'un  triangle  en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets. 


129.  La  méthode  suivanle  est  due  à  Edouard  Lucas. 

Soit  ABC  un  triangle;  nous  regarderons  l'aire  de  ce  triangle  comme  posi- 
tive si  un  mobile,  parcourant  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  à  ABC, 
de  manière  à  rencontrer  successivement  les  sommets  A,  B,  G,  tourne  dans 
le  sens  positif;  dans  le  cas  contraire,  nous  regarderons  cette  aire  comme  né- 
gative. On  peut  dire  encore  dans  le  premier  cas  qu'un  observateur  qui  par- 
court le  périmètre  dans  le  sens  ABC  a  constamment  l'aire  du  triangle  à  sa 
gauche. 

Cela  étant,  soient  ABC,  A'BC  deux  triangles  ayant  même  base  BC  et  des 
sommets  différents;  si  l'équation  du  côté  BC  est  Aa?-H  Bj'  -h  C  =  o,  et  si  les 
coordonnées  des  points  A  et  A'  sont  X\,  yx  et  x^^y^,  et  si  l'on  représente  par 
ABC  et  A'BC  les  mesures  algébriques  des  aires  de  ces  triangles  définies  comme 
nous  venons  de  le  faire. 


ABC         Aa^i+BjKi 


A'BC        Aa^2-+- Bj'2-t- 


C 
G' 


car  les  valeurs  absolues  des  aires  de  ces  triangles  sont  entre  elles  comme 
les  distances  des  sommets  non  communs  à  la  base  commune,  et,  d'autre  part, 
suivant  que  les  points  A  et  A'  sont  d'un  même  côté  de  la  base  ou  de  côtés 
différents,  les  aires  ont  le  même  signe  ou  des  signes  différents. 

Gela  posé,  soient  ABC,  A'B'C  deux,  triangles  quelconques  et  x^,  y^ 
a^î»  JK2>  •••)  ^6,  y  s  les  coordonnées  de  leurs  sommets  respectifs;  en  appli- 
quant les  remarques  précédentes,  on  a  successivement 


ABC 


(i,  2,  3) 


A'BC       (4,2,3) 


ABC   ^  (4,2,3) 
A'B'C  ~  (4,5,3)' 


A'B'C  _  (4,5,3) 
A'B'C  ~  (4,5,6) 


d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

ABC    _  (  I,  2,3) 
A'B'C'  ~  (4,5,6)* 

Gela  étant,  supposons  (fiff.  4-  )  que  A',  B',  G'  soient  respectivement  l'origine, 
le  point  D(i,o)  cl  le  point  E  (o,  i),  de  sorte  que  l'aire  du  triangle  ODE  soit 
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égale  à  |^sin6;  en  remarquant  que,  dans  ce  cas,  le  déterminant  (4,5,6)  est 
égal  à  -h  I,  on  a 

Fig.  47. 

(1,2,3), 

A 


l  sin  6 


c'est-à-dire 

ABC  =^|  sine 


^1     Ji     1 

^3       73        I 


Bemargue.  —  On  comprend  maintenant  pourquoi  on  exprime  que  les 
trois  points  (.ri,  jki),  (cr^^  y^),  (^3,  yz)  sont  en  ligne  droite  en  écrivant  que 
le  déterminant  précédent  est  nul. 

130.  Trouver  l'aire  d'un  triangle  connaissant  les  équations  de  ses  trois 
côtés.  —  Soient 

A^  -^  BjK  -f-  G  =  o,         A'x  -4-  B>  +  G'  =  o,         A" x  -h  B"j  +  G"  =  o 

les  équations  des  côtés  BG,  CA,  AB.  On  obtiendra  les  coordonnées  Xi,  yi  du 
point  A  en  résolvant  le  système  formé  par  les  deux  dernières  équations.  Dé- 
signant par  a,  b,  c,  . . .,  c"  les  coefficients  de  A,  B,  G,  . . .,  G"  dans  le  déter- 
minant du  système  complet  des  trois  équations  précédentes,  on  a  cci  =  —> 

jKi  =  -  ;    de   même   les   coordonnées   du   point  B  sont  a?2=  -7»   ^2=  t    ^t 

,,     ^         .      ^  a"  b" 

celles  du  point  G  :  3^3  —  -„-*  73  —  -j- j  par  suite. 


a 


ABG 


sinO  — r-r,  \  a'     ^'     c'     , 
ce  c   \ 

a"     b"     c 


ou,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  déterminants  adjoints, 

2 

cin  n 

ABG 


ABG 

A'     B'     G' 
A"    B"    G" 


Remarque.  —  Gette  formule  explique  pourquoi  la  condition  pour  que  les 
droites  représentées  par  les  équations  précédentes  soient  concourantes  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  leurs  coefficients. 

131.  Aire  d'un  polygone  convexe.  —  Soit  ABG. .  .L  un  polygone  convexe; 
joignons  tous  ses  sommets  à  l'origine  des  coordonnées;  on  a,  en  grandeur  et 
si  ''"ne 

OAB  +  OBG  M-. .  .-I- OLA  =  S, 
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S  désignant  l'aire  du  polygone  comptée  avec  le  signe  -+-,  si  un  mobile  par- 
courant le  périmètre  ABC. .  .L  de  manière  à  rencontrer  successivement  les 
sommets  A,  B,  , . .,  L  a  constamment  l'aire  à  sa  gauche.  On  trouve  ainsi 

Centre  de  gravité,  centre  des  moyennes  distances. 

132.  Considérons  dans  un  même  plan  un  nombre  quelconque  de  points 
Ml,  M2,  ...,  M|j|.  et  autant  de  coefficients  mi,  m^,  ...,  /«jj.  leur  correspon- 
dant respectivement;  prenons  sur  le  segment  MiMj  un  point  Gj  tel  que 


OTi .  Gi  M,  H-  mj ,  Gi  M2  =  o. 

Prenons  ensuite  sur  GiMs  un  point  Go  défini  par  la  relation 


(  m,  -+-  nii  )  G2  Gi  -<-  ma  Gj  M3  =  o, 


puis  sur  G2M4  un  point  G3  défini  par  la  relation 


(  /«i  H-  A«2  -r-  m^  )  G3  G2  -)-  W4  G3  M4  =  o, 

ot  ainsi  de  suite;  nous  arriverons  finalement  à  un  point  Gjx-i  défini  par  l;i 
relation 


Il  s'agit  de  calculer  les  coordonnées  du  point  Gjji-i  que  nous  désignerons 
par  G.  L'abscisse  de  Gi  est 

l'abscisse  de  G2  est  donc 

niiXi  -4-  mtXi-+-  m^x^ 
mt-h  m^-h  nii 

SI  l'on  suppose  que  l'abscisse  de  G^-i  soit  donnée  par  la  formule 

^       _  mtXi-+- niiXi-h. .  .-h  nikX/c , 

relie  de  G>t  sera 

(  m.  H-  7^2  -+-...  -f-  m  A-  )  Xa-1  -+-  mk+\  ^/c+i 

/Wi  -t-  m2  + . . .  H-  nik  -t-  mf:+i 

ou 

ntiXi-i-  niiX^-h. .  .-t-  mkcrk-h  nik+\Xk-ir\ 
. — _ , 
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il  en  résulte  que  l'abscisse  du  point  G  est  donnée  par  la  formule 

~  mi-4- W2 +-. .  .-H /«(j. 

et  l'on  verrait  de  même  que  son  ordonnée  est  définie  par  l'équation 

on  peut  donc  poser 


S  m  L  m 

La  symétrie  de  ces  formules  montre  que,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel 
on  compose  les  points  donnés,  on  arrivera  toujours  au  même  point  G. 

Les  formules  précédentes  expriment  que  le  produit  de  la  distance  du  point  G 
à  l'un  quelconque  des  axes,  c'est-à-dire  à  une  droite  quelconque  du  plan, 
par  la  somme  des  coefficients  est  égal  à  la  somme  des  produits  de  la  distance 
de  chaque  point  à  la  même  droite,  multipliée  par  le  coefficient  correspondant. 
Cette  propriété  est  caractéristique.  En  effet,  cherchons  un  point  X,  Y  satis- 
faisant à  cette  condition  relativement  à  une  droite  que  nous  pouvons  définir 
par  l'équation 

a?  cosa  H-jK  cos^ô  —  a)^/)  =  o, 

nous  devons  avoir,  en  posant  2m  =  M, 

M[X  cosa  ■+-  Y  cos(6  —  a.)  —  p\=  I.mk[xk  cosa  +j'^.cos(6  —  '^)  —  p] 

ou,  en  simplifiant, 

cosa(MX  —  'Lmx)-\-  cos(6  —  a)(MY  —  '^my)=  o. 

Cette  condition  doit  être  vérifiée  quelle  que  soit  la  droite  donnée;  en  parti- 
culier, si  l'on  suppose  a  =  -7  elle  se  réduit  à  MY  =  ^my  et  si  0  —  a  =  -> 

à  MX  =  S/na;;  ces  deux  conditions  sont  donc  nécessaires,  et  elles  sont  évi- 
demment suffisantes. 

En  supposant  que  inx,  m^,  .  . .,  m^  soient  les  masses  d'un  système  de  points 
matériels  Mi,  M2,  .  ..,  Mjx,  le  point  G  se  nomme  le  centre  de  gravité  de  ce 
système.  Lorsque  les  coefficients  mi,  m-i,  ...,  m^  sont  égaux  entre  eux,  le 
centre  de  gravité  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances  ;  ses  coor- 
données sont 

Xi-+-Xi-h...+  x^t,  ri+JaH-- •.-+-7(JL 

A.  —    — — ,  I    =   ! 

on  voit  que  la  distance  à  une  droite  du  centre  des  moyennes  distances  d'un 
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système  de  points  est  la  moyenne  arithmétique  des  distances  de  coe  |»<>ii)i«  à 
la  droite. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  point  de  concours  des  médianes  d'un 
triangle  a  pour  coordonnées  les  moyennes  arithmétiques  des  coordonnées  de 
ses  sommets.  En  effet,  si  nous  attribuons  aux  sommets  des  coefficients  égaux 
à  -i-  (,  on  devra  prendre  d'abord  le  milieu  D  de  BG  par  exemple  et  lui  attri- 
buer le  coefficient  1  ;  et  ensuite  on  partagera  AD  au  point  G  dans  le  rapport  1 
de  sorte  que  2  DG  -h  GA  =  o;  le  point  G  aura  pour  coordonnées 

37,  -<-  a-î -t-  a?3       7i-4-yî-f-j3  , 


ce  point  ejt  sur  la  médiane  AD;  la  symétrie  de  ces  expressions  montre  qu'il 
est  sur  chacune  des  deux  autres  médianes. 


Transversales. 

133.  Théorème.  —  Le  produit  des  rapports  segmentaires  déterminés 
sur  le  périmètre  d'un  polygone  par  une  droite  quelconque  est  égal 
à  -\-  i. 

Soit  M1IVI2  . . .  M[x  un  polygone  quelconque;  une  droite  quelconque  A 
coupe  les  côtés  M1M2,  M2M3,  ...,  Mj^Mi  aux  points  Pi,  P2,  ...,  Pjx  respec- 
tivement; je  dis  que 

Pi  M,        P2M2  P,jlM(x 

P1M2  ^  P2M3  P[,Mi       ^'• 

En  effet,  soit  Xx  -\-  By  +  G  =  o  l'équation  de  la  transversale  A.  Représentons 
par  A/i  le  résultat  de  la  substitution  de  Xk  et  yk  À  x  e\.  y  dans  le  polynôme 
kx  -r-  By  -+-  G  ;  on  a 

p,Mi  _  Al       P2  M2  ^  A2  lyivv  _  A 

PlM2~A2'  P2M3~A3'  *"' 

Donc 

Pi  Ml        P2M2  PjxMjj 

P1M2  ^  P2M3  ^--'^  Pj,M, 

Al  A2  ^(1  

A2  A3  Al 

En  particulier,  soit  {fig.  48)  un  triangle  ABC      B 
coupé  par  une  transversale  DEF,  on  a 

DB        EG       FA  _ 
DG  ^  ËX  ^  FB  ""*"'• 
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134.  Réciproquement ,  si  la  relation  précédente  est  vérifiée,  les  trois 
points  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  F'  le  point  où  la  droite  DE  coupe  le  côté  AB;  on  a 

DB        EG        FA  _ 

DG  ^  EA  ^  FB  -^'' 

en  comparant  les  deux  égalités  précédentes,  on  trouve 

FA  _  FA 
FB  ~  F'B' 

ce  qui  démontre  que  les  points  F  et  F'  coïncident;  autrement  dit,  les  trois 
points  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  aussi  énoncer  une  réciproque  dans  le  cas  général  :  si  les  points  Pi, 
P2,  ...,  P(j,  vérifient  la  relation  trouvée  plus  haut,  et  si  [jl  —  i  de  ces  points 
sont  sur  une  ligne  droite,  le  [a''™"  est  aussi  sur  cette  droite.  La  démonstration 
se  fait  comme  dans  le  cas  du  triangle. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  théorème  subsiste  lorsqu'on  suppose  que 
un  ou  plusieurs  points  sont  à  l'infini.  Si  la  transversale  est  parallèle  au  côté 

M1M2  par  exemple,  il  faudra  remplacer  le  rapport  -  '     '  par  -i-i. 

rj  IVI2 

13o.  Démonstration  géométrique.  —  Poncelet  a  donné  une  démonstration 
très  simple  du  théorème  précédent. 

Supposons  que  le  côté  M1M2  par  exemple  ne  soit  pas  parallèle  à  la  trans- 
versale et  projetons  sur  la  droite  indéfinie  MiMales  sommets  M3,  M4,  .. .,  Mjj, 
parallèlement  à  la  transversale  en  m^,  m^,  ...,  m^;  les  points  de  rencontre 
de  la  transversale  avec  les  différents  côtés  du  polygone  seront  tous  projetés 

en  Pj.  Considérons   l'un  quelconque   des   rapports        '  — —  par  exemple,  ce 

.       .^                         ,.      P^M^.            P,mA  ,      ,  ,      . 

rapport  est  projectif,  autrement  dit  =  ^5 ?  et  le  théorème  a 

démontrer  revient  à  une  égalité  évidente 

Pi  M,        P,  M,        Pi  m.  Pi '«a-i        Pi^u. 

X  rr — -  X  -=^ — -  X. .  .X     ,,     ^      X  i"  —   .   - 


P1M2        Pim3        P1W4       ■    ■         Pi/«(j.  Pi  Ml 

Remarque.  —  Il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  si  l'on  parcourt  le  périmètre 
du  polygone  en  sens  contraire  on  forme  des  rapports  inverses  des  précédents, 
dont  le  produit  est  encore  égal  à  -f- 1 

P[,Mi  Pix-,Ma  P1M2 


P(,M(,       P,._iM(,_i  Pi  Ml        '  '• 

136.  Théorème.  —  Les  droites  joignant  les  sommets  d'un  triangle  à  un 
point  P  pris  dans  le  plan  du  triangle  déterminent  sur    les   côtés   du 
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triangle  des  rapports  segmentaires  dont  le  produit  égale  —  i;  et  réci- 
proquement. 

En  effet,  rapportons  la  figure  (Jlg.  49)  ^  deux  axes  quelconques  et  soient 
^ijJKi!  ^2)  yi'y  ^3)  ya',  ^»»  y*  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  G  et  du 
point  P.  On  a  trouvé  plus  haut  (128) 

DB 
DC 

EG 
EA 

FA 

FB  ~  (3,4,2) 

En  multipliant  membre  à  membre  et  simplifiant 

DB        EG        F  A.  _  _ 
DG  ^  EA  ^  FB  ~      '• 

137.  Réciproquement,  la  relation  précédente  exprime  que  les  droites  AD, 
BE,  GF  sont  concourantes.  En  effet,  soit  P  ce  point  de  concours  (à  dis- 
tance finie  ou  à  l'infini)  des  deux  droites  AD,  BE  et  soit  F'  le  point  où  la 
droite  GF  rencontre  AB  ;  on  aura 


(I, 

4> 

2t) 

(I, 

4, 

3)' 

(2, 

,4, 

3) 

(2, 

,4, 

,  I) 

(^^ 

•  4, 

1  0 

DB        EG 


donc 


FA 


DG  ^  EA  ^  F'B  ' 


FA 
FB 


F' A 
F'B 


etc. 


138.  Transversales  réciproques.  —  Soit  {Jig.  5o)  A  une  transversale  ren- 
contrant les  côtés  d'un  triangle  aux  points  D,  E,  F.  Si  l'on  considère  les 
points  D',  E',  F',  symétriques  de  chacun  des  points  D,  E,  F  par  rapport  au 
milieu  du  côté  correspondant,  les  trois  points  D',  E',  F'  sont  en  ligne  droite: 
en  effet 

Fig.  5o. 

A 


donc 


D'G 
DB 

DB 
DG' 

F'B 

FA 

FA 

FB' 

E'A 

E'G  ~ 

EG 
ËÂ' 

D'G 

D'B 

F'B       E'A 
^  F'A  ^  E'G 


Les  droites  DEF,  D'E'F'  ont  été  nommées  transversales  réciproques. 


96 


Fig.  5i. 


B  DO 
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M.  G.  de  Longchamps  a  fait  de  nombreuses 
applications  de  cette  remarque  si  simple. 

De  même  {fig.  5i),  si  l'on  suppose  que  les 
droites  AD,  BE,  CF  soient  concourantes,  les 
droites  AD',  BE',  GF'  sont  aussi  concourantes, 
D',  E',  F'  étant  déduits  de  D,  E,  F  par  le  même 
procédé. 


Division  harmonique. 


139.   Soient  {^fig-  52)  A,  B,  C,  D  quatre  points  en  ligne  droite. 
Lorsque 

GA  __  DA 

GB  "        DB' 


(0 


on  dit  que  C  et  D  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B. 
L'égalité  précédente  pouvant  être  mise  sous  la  forme 


AC 
AD 


BC 
BD 


Fi2.    52. 


on  en  conclut  que  A  et  B  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
C  et  D.  On  dit  encore  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  forment  une 
division  harmonique.  On  convient  toujours  d'énoncer  ces    quatre 

points  de  façon  que  les  deux  pre- 
miers soient  conjugués  par  rap- 
0       A      """    c     B  0      X.      port  aux  deux  derniers. 

Supposons  que  l'on  prenne  sur 
la  droite  AB  une  origine  quelconque  O  et  une  direction  positive  Ox, 
et  que  les  points  A,  B,  C,  D  aient  respectivement  pour  abscisses  x,, 
x-i^  Xz^  X.;  ;  la  conjugaison  harmonique  de  ces  quatre  points  est  défi- 
nie par  l'équation 


ou  bien 


(2) 


x^  —  x^       x=i  —  a?4 


(a?! -t- 372  )(  373-1-^:4)  =  I^X^X^i-^-  XzXi,). 


14-0.  En  plaçant  diversement  l'origine,  on  met  la  relation  harmo- 
nique sous  différentes  formes  particulières  :  1°  Si  l'on  suppose  l'ori- 
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gine  placée  en  D  de  sorte  que  Xi^-=  o,  la  relation  générale  (2)  de- 
vient 

ou 

•>>.   _    I  I 

X^  X\  X-i 

c'est-à-dire 


(3) 


2 
DG 


I  I 

Dl"^"  DB 


Cette  relation  est  donc  équivalente  à  la  relation  (i).  Elle  exprime  que 
le  segment  DG  est  la  moyenne  harmonique  des  segments  DA  et  DB. 

La  relation  (3)  a  été  généralisée  :  étant  donnés  n  points  en  ligne  droite 
Al,  A2,  ...,  A„,  on  appelle  conjugué  harmonique  d'un  point  0  pris  sur  la 
droite  considérée,  par  rapport  aux  points  Ai,  A2,  ...,  A«  le  point  M  défini 
par  l'équation 

«    _      I  I  I 

2°  Supposons  en  second  lieu  l'origine  placée  au  milieu  de  AB; 
dans  ce  cas  ^1  +  jCo  =  o  et  la  relation  (2)  devient 


Ainsi,  en  supposant  que  le  point  O  i^fig'  53)  soit  le  milieu  de  AB 
et  que  G  et  D  soient  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A  et  B,  on  a  Fig-  53. 

ÔG.ÔD  =  C)Â^ 

et  réciproquement.  Gette  relation  exprime 
({ue  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre 
coupe  à  angle  droit  tout  cercle  passant  par 
G  et  D.  Réciproquement,  si  ces  cercles  se 
coupent  à  angle  droit.  A,   B,  G,  D  est  une  division  harmonique. 

3°  Enfin  l'égalité  (3)  peut  prendre  une  autre  forme;  en  effet,  on 
en  déduit 


c'est-à-dire,  en  supposant  toujours  que  le  point  O  soit  le  milieu 

NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  7 
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de  AB, 

DA.DB  =  DG.DO. 

AG 
14i.   Il  convient  encore  de  remarquer  que,  si  -v-pr  =  /r,  on  a 

CA  _  A--t-i 
CB  ~  A  —  1  * 


Rapport  auharmonîque. 

142.   Etant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite  A,  B,  C,  D,  nous 
appellerons  rapport  anharmo nique  de  ces  quatre  points  le  rapport 

en  •  rm  *^"'  ^^  conservant  les  notations  précédentes, 

Xi  —  x^     .ri  —  Xi, 

X^ X^       X^ —  Xi, 

INous  représenterons  ce  rapport  par  la  notation  (ABCD). 

On  vérifie  sans  difficulté  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points 

H-}.i   '    1-4- Xi   /    '   '   \  14- X4   '    H-Xi 


est  égal  à 


Xl  X3  _  Al  Ày 

A2 A3    A2  A4 


\43.  Remarque.—  D'une  manière  générale,  si  l'on  appelle  7'a/)/?orf  anhar- 
monique le  quotient  des  rapports  des  distances  de  deux  des  points  aux  deux 
autres,  ce  qui  donne  les  rapports  (ABCD),  (AGBD),  (ACDB),  ...,  on 
obtient  ainsi  1.2.3.4  ou  24  rapports.  Ces  rapports  sont  égaux  quatre  par 
quatre.  En  effet,  on  a  par  exemple     ' 

CA  .  DA  _  GA.DB  _  DB.CA  _  AC.BD  _  BD.AG 
^     -*"  GB  •  DB  ~  GB.DA  ~  DA.GB  "  AD.BG  "  BC.Ab' 

c'est-à-dire 

(ABCD)  =  (BADC)  =  (GDAB)  =  (DCBA), 

ce  qui  donne  quatre  rapports  égaux  dans  lesquels  AetB  sont  conjugués  ainsi 
que  C  et  D.  Donc  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ne  change 
pas  quand  on  permute  deux  de  ces  points  pourvu  que  Von  permute  en 
même  temps  les  deux  autres. 

Si  l'on  permute  deux  points  conjugués  sans  permuter  les  deux  autres,  on 
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obtient  le  rapport  inverse;  le  rapport (ABCD)  est  égal  à  l'inverse  du  rapport 
(ABDG). 
Les  rapports 

(ABCD),     (AGDB),     (ADCB) 

sont  distincts.  Désignons-les  par  X,  [i,  v. 
De  l'identité 


on  déduit 


ou  bien 


c'est-à-dire 


AC.BD  =  AD.BC  -H  AB.GD, 


AG.BD 
ÂD.BG 


GA 
GB 


DA 
DB 


BA 
B^ 

I 


AB.GD 
ÂD.BG 


DA 
DG 


l^areillement,  en  divisant  successivement  par  AB.GD  et  par  AG.BD,  on  ob- 
tient 

I  I 


Enfin  on  vérifie  immédiatement  que  X[jlv  =  —  i. 

Si  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  sont  distincts,  aucun  des  rapports  X,  [ji,  v 
ne  peut  être  nul  ni  infini;  il  résulte  des  relations  que  nous  venons  d'obtenir 
qu'aucun  des  rapports  ne  peut  être  égal  à  -4-1;  car,  si  X  =  +1,  on  aurait  v  =  o. 
ce  qui  est  impossible;  on  voit  encore  que  deux  des  trois  rapports  X,  ix,  v  sont 
positifs  et  le  troisième  négatif. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que.  si  deux  systèmes  de  quatre  points  en  ligne 
droite  A,  B,  G,  D  et  A',  B',  G',  D'  ont  un  rapport  anharmonique  égal,  tous 
les  rapports  anharmoniques  du  premier  système  sont  respectivement  égaux 
à  ceux  du  second. 

Si  X  =  —  I,  la  division  A,  B,  G,  D  est  harmonique  :  dans  ce  cas  [x  =  i,  v  =  •^. 


a/iharmonirjue 
Fig.  54. 


144.    Théorème   fondamental.    —   Le   rapport 
des  points    d^ intersection    d'un  faisceau    de 
quatre  droites  concourantes  par  une  transver- 
sale quelconque  est  indépendant  de   la  posi- 
tion de  cette  transversale. 

Soient  {fig.  54)  P  =  o,  (^  =  o  les  équations 
de  deux  droites  passant  par  le  point  de  con- 
cours O  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  ;  ces 
droites  ont  des  équations  de  la  forme 

P-t-XiQ  =  o,        P-i-X,Q  =  o,        P-i-X3Q  =  o,        p_hXvQ  =  o. 
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Soient  «,  b^  c,  d\es  points  d'intersection  de  la  transversale  avec 
ces  droites  et  désignons  par  ^i ,  y^  et  ^o,  y^  les  coordonnées  des 
points  a,  h.  En  désignant  par  P, ,  Q,  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  substitue  k  x  el  y^  x,  et  y,  et  par  Pa  et  Q2  les  résultats  de 
la  substitution  àe  x^k  x  et  de  y->  ky^  on  a 

ca        P1-+-X3Q1 


Cb  P2-+-^3Q2' 

mais,  le  point  a  étant  sur  OA,  P,  H-  ).,  Q,  =  o,  d'où  P)  =  —  ^m  Qi  ; 
de  même  Po  =  —  ^^2Q2:  de  sorte  que 

>^3-Ài  Ql. 


ch   ' 

-X3-X,  Q,' 

on  aura  de  la  même  manière 

da 
db 

X4-X,  Ql 

et,  par  suite, 

ca  _  da 

_h-l,,l,- 

cb  '  db        A3  —  X2  *  X4  —  X2 

Ce  rapport  est  donc  indépendant  de  la  position  de  la  sécante;  on  le 
nomme  le  /'apport  anhaj^mo nique  du  faisceau  et  on  le  représente 
par  la  notation  (O.ABCD),  La  démonstration  subsiste  évidemment  si 
les  quatre  droites  sont  parallèles.  On  dit  que  le  faisceau  est  harmo- 
nique quand  (O.ABCD)  =  —  i,  c'est-à-dire 


A3 —  K\      A^ —  À| 


A3  —  A2      A4  —  A2 

ou  encore 

(Xi-4-X2)(X3+X4)=  2(XiX2-i-X3X4). 

145.  Cas  particulier.  —  Les  quatre  droites  sont  représentées  par 
des  équations  de  la  forme 

P  =  o,        Q  =  o,        P-+-XQ  =  o,        P  +  [jiQ==o. 

En  procédant  comme  plus  haut,  ou  bien  en  supposant  X,  =  o, 
^3=  Xj  );4=  [j.  et  faisant  croître  Xo  indéfiniment  dans  la  formule  pré- 
cédente, on  trouve 

(O.ABGD)=-. 
1^ 
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Dans  ce  cas,  pour  que  le  faisceau  soit  harmonique,  il  faut  et  il 
suffit  que  'k= —  [A,  de  sorte  que  le  système  d'équations 


O) 


P-)-XQ=o,         |»-XQ  =  o 


représente  un  faisceau  harmonique,  les  deux  premières  droites  étant 
conjuguées  par  rapport  aux  deux  autres  et  inversement. 

En  particulier,  considérons  les  droites  représentées  par  les  équa- 
tions 

y — niix  —  o,        y  —  m^a?  =  o,        y  —  in^x  =^  o,        y  —  trit^x  ^=  o\ 
leur  rapport  anharmonique  est  égal  à 

et  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites 

y  =  o,         X  —  o,        y  —  mx  =  o,        y  —  /n'x  =  o 

est  égal  à  — ;;  enfin  y  —  mx  =  o,  y  -{-  nix  =  o  représentent  deux 
droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  axes. 

146.    Démonstration    géométrique    du    théorème    précédent.  —    Soit 
(yiff.  55)  O.ABGD  un   faisceau  de  quatre  droites  coupées  en  a,  b,  c,  d  par 
une  transversale,  menons  par  c  une  parallèle  à 
OD,  qui  rencontre  OA  en  e,  OB  en/;  on  a  pjg,  55 


ca 

ce            cb 
do            db 

ca  ^  da       ce 
^b'-lb  ~7f' 

do 

Kn  faisant  les  mêmes  raisonnements  pour  une 
<leu\ième  transversale  a' b' c' d' .  on  aura 


c'  CL   _  d!  a' 
c'  b'  '  d' b' 


r  e 


,        ,  ca    da        c  a      d  a  ,  ^ 

ce  qui  prouve  que  les  deux  rapports  — p  :  -rp  et  -m  :  -jr-n  sont  égaux.  En 
^       '  '  ^^  cb     db        c  b       d  b  ^ 

regardant  a',  6',  c',  d'  comme  les  projections  coniques  de  «,  6,  c,  d,  on  peut 

dire  que  le  rapport  anharmonique  est  proj'ectif. 

Pour  que  le  rapport  anharmonique  soit  égal  à  — 1,  il  faut  et  il  suffit  que 

c  soit  le  milieu   de  ef.  Ainsi,    pour   que   deu\  droites  OC,  OD  soient  con- 
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juguées  harmoniques  par  rapport  à  OA  et  OB,  il  faut  et  il  suffit  que  la' 
droite  OC  partage  en  deux  parties  égales  une  sécante  parallèle  à  OD  et 
comprise  entre  OA  et  OB. 

Il  convient  encore  de  rappeler  que 


c«  _  Oa.Oc.sin(G.A)  da 

~d)  ~  06.0c.sin(G.B)'  lîb 


Oa.Oc/.sin(D.A) 
06.0c/.sin(D.B) 


•de  sorte  que 


da  _  sin(G.A)  _  sin(D.A) 
'db  ~  sin(G.B)  '  sin(D.BJ' 


Gette  relation  montre  bien  que  le  rapport  —r  '.  -rr  est  indépendant  de  la  po- 

cb      do 

sition  de  la  sécante  et  ne  dépend  que  des  positions  relatives  des  i-ayons  du 

faisceau. 


Mtl.   Théorème.   —   Quand  deux  faisceaux  ont  un  rayon  commun  et 

même  rapport  anharmonique ,  les  points 
d'intersection  des  rayons  conjugués  sont 
en  ligne  droite. 

Soient,  en  effet  {fig.  56),  O.ABGD  et 
O'.A'B'G'D'  deux  faisceaux  ayant  un  rayon 
commun,  OA  coïncidant  avec  O'A',  et  tels 
que 

(O.ABGD)  =  (O'.A'B'G'D'); 

soient  b  le  point  d'intersection  des  rayons 
correspondants  OB,  OB',  et  c  le  point  d'in- 
tersection des  rayons  OG,  OG'  et  supposons  que  la  droite  bc  coupe  00'  au 
point  a\  je  dis  que  bc  passe  par  le  point  de  concours  des  deux  rayons  OD, 
OD'.  En  effet,  supposons  que  bc  coupe  OD  en  un  point  d  et  OD'  en  un 
point  d' .  On  a  vu  que] 

{O.P^BCY))  =  {abcd)        et        (O'.A'B'G'D')  =  (aôc^'). 

Mais  les  premiers  membres  de  ces  égalités  sont  égaux  par  hypothèse,  donc 
{abcd)  =z  {abcd'),  ce  qui  exige  que  les  points  d  et  d'  coïncident.  Le  théo- 
rème est  donc  démontré. 


Polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle. 


148.  Définition.  —  On  dit  que  deux  points  A,  M  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  un  angle,  lorsque  ces  points    sont 
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Fig.  57. 


conjugués  harmoniques  par  rapport   aux  points  d'intersection   de 
la  droite  AM  et  des  deux  côtés  de  l'angle. 

149.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  conjugués  harmo- 
niques dUin  point  A  par  rapport  à  un  angle  est  une  droite  qui 
passe  par  le  sommet  de  cet  angle. 

En  edet,  si  l'on  mène  par  le  point  A  {fig-  07)  une  sécante  quel- 
conque coupant  les  côtés  de  l'angle  donné 
en  P  et  Q  et  que  l'on  détermine  le  con- 
jugué harmonique  de  A  par  rapport  à 
P,  Q,  le  faisceau  (O.AMPQ)  est  harmo- 
nique. Le  point  M  est  donc  sur  le  rayon 
conjugué  de  OA  par  rapport  aux  droites 
Ox,  Oy  et  réciproquement,  si  l'on 
prend  sur  le  rayon  conjugué  de  OA  un 
point  quelconque  M,  la  sécante  AM  cou- 
pant Ox  en  P  et  Oy  en  Q,  les  quatre  points  A,  M,  P,  Q  forment 
une  division  harmonique  et  par  suite  A  et  M  sont  conjugués  par 
rapport  à  l'angle  xOy.  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  conjugués  har- 
moniques de  A  par  rapport  à  l'angle  xOy  est  une  droite  et  en  outre 
on  voit  que  le  lieu  est  le  même  pour  tous  les  points  de  la  droite  OA. 

150.  On  obtient  simplement  ces  résultats  par  le  calcul.  Prenons 
pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  de  l'angle  et  soient  «,  b  les 
coordonnées  du  point  A;  x,  y  celles  de  M.  L'axe  des  x  détermine 
sur  le  segment  AM  un  rapport  ayant  pour  expression 


On  a  de  même 


et  comme  on  doit  avoir 


l'équation  du  lieu  de  M  est 


PM 
PA 

-.y 
~  b' 

QM 
QA 

X 

~~  a 

PM 
PA^ 

QM 
QA  - 

X 

— 1- 
a 

i=° 
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OU 

bx  -h  a  y  =  o . 

La  droite  OA  a  pour  équation 

bx  —  a  y  =  o  ; 

ce  qui  montre  que  le  faisceau  des  quatre  droites  O^,  Oy,  OA,  OM 
est  un  faisceau  harmonique. 

La  droite  OM  se  nomme  la  polaire  de  A. 

151.  Le  calcul  ne  serait  pas  plus  compliqué  en  prenant  des  axes  quel- 
conques. Soient,  en  effet,  P  =  o,  Q  =  o  les  équations  des  côtés  OP,  OQ  de 
l'angle  donné,  et  Xq,  j^o  les  coordonnées  du  point  A;  en  appelant  Po,  Qo  ce 
que  deviennent  P  et  Q  quand  on  y  remplace  les  coordonnées  variables  x,  y, 
ou,  comme  on  dit,  les  coordonnées  courantes,  par  les  coordonnées  Xq,  yo, 
on  a 

PM  _  J^  QM  _   Q 

PA-Fo'  QA  ~  Qo' 


l'équation  du  lieu  est  donc 


Po        Qo 


PQo+QPo  =  o. 

L'équation  de  OA  est  évidemment 

PQo-QPo-o, 

et  l'on   voit  bien   que  le  faisceau  des  quatre   droites  représentées   par  les 
équations 

P  =  o,         Q  =  o,         PQo_QPo=.o,         PQo-+-QPo  =  o 

est  un  faisceau  barmonique. 

152.  Construction  de  la  polaire  d^un  point  par  rapport  à  un 
angle.  —  Si  l'on  mène  [fig-  58)  AB  parallèle 
à  Ox  et  que  l'on  construise  BC  =  AB,  on  sait 
que  OC  sera  le  ra^'on  conjugué  de  OA  par  rap- 
port à  0.r  et  Ojk;  on  a  ainsi  une  première  con- 
struction de  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
l'angle  xOy. 

Voici  une  autre    construction   {fig.   09).   On 
mène  par  le  point  A  les  deux  sécantes  rencon- 
trant Ox  en  B  et  D  et  Oy  en  G  et  E  et  l'on  mène  les  droites  B£, 
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CD;  leur  point  de  concours  M   appartient  à  la  polaire  de  A.   Eu 

effet,   soient  R  et  S   les  conjugués  de   A 

par  rapport  à  B,  C  et  à  D,  E.  La  droite  RS 

étant  la  polaire  de  A  par  rapport  à  l'angle 

xOy  et  aussi  par  rapport  à  l'angle  BMC 

passe  par  les  sommets  O  et  M  de  ces  deux 

angles;  donc  OM  est  la  polaire  de  A.  C'est 

d'ailleurs  ce  que  l'on  vérifie  par  le  calcul 

suivant.  Posons  0B  =  a,  OC=P;  OD  =  a', 

OE  =^  ^'  et  appelons,  comme  plus  haut,  a,  b  les  coordonnées  de  A. 

Les  coordonnées  x^  y  du  point  M  vérifient  les  équations  des  droites 

BE,  CD;  donc 


(0 
(2) 


y 
^  =  1. 


Mais,  le  point  A  étant  sur  les  droites  BC  et  DE,  ses  coordonnées  vé- 
rifient les  équations 


(3) 
(4) 


a        b 

--+-0=1, 


Or,  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (i)  et  (:?),  on 
obtient 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  de  même 


(6) 


«(^-^')^Kp-f)=" 


On  déduit  des  équations  (5)  et  (6),  en  remarquant  que  les  différence? 

;  et  ô  —  q7  ne  sont  pas  nulles, 

a  p        p  ^  ' 

bx  -t-  ay  =  o, 


I         I 

a 


ce  qui  prouve  bien  que  M  est  sur  la  polaire  de  A. 


io6 
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Quadrilatère  complet. 


153.  Soit  {fig.Ç)o)  ABGDEF  un  quadrilatère  complet,  c'est-à-dire  la  figure 
formée  par  quatre  droites  AB,  BG,  BD,  DA.  Dési- 
gnons par  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  les  équations  des 
trois  diagonales  AC,  EF,  BD,  rapportées  à  deux  axes 
de  coordonnées  quelconques  ;  nous  voulons  former  les 
équations  des  quatre  côtés  du  quadrilatère. 
La  droite  AB  a  une  équation  de  la  forme 


Fis.  60. 


(AB) 


«X-f-6Y-t-cZ  =  o. 


La  droite  BP  passant  par  l'intersection  de  AB  et  de 
LM,  son  équation  est  de  la  forme 

«X+èY  +  cZ  +  XZ  =  0 


et  comme  cette  droite  passe  par  P  qui  est  défini  par  l'intersection  des  droites 
IVl  P,  LP,  qui  ont  pour  équations  X  =  o,  Y  =  o,  on  doit  prendre  X  =  —  c  ;  mais 
les  quatre  droites  AB,  BG,  BP,  BM  forment  un  faisceau  harmonique  et  les 
droites  conjuguées  BP,  BM  ayant  pour  équations  «X  H-  6  Y  =  0,  Z  ==  o;  il  en 
résulte  que  l'équation  de  BG,  conjuguée  de  AB,  est 


(BG) 


aX-i-6Y  —  cZ  =  o. 


En   remarquant  que  l'équation   de   AL  est  évidemment  6Y-i-cZ  =  o,  on 
trouve  de  la  même  manière  que  AD  a  pour  équation 


(AD) 


b\  ^cZ  =  o. 


Pareillement,  en  considérant  que  DP  a  pour  équation  aX  —  6  Y  =  o,  on  voit 
que  l'équation  de  GD  est 


(CD) 


aX  —  Z'Y  +  cZ  =  o. 


En  posant  aX  =  X',  6Y  =  Y',  cZ  =  Z',  les  équations  des  diagonales  sont 
X'=  o,  Y'=  o,  Z' =  o  et  celles  des  quatre  côtés  du  quadrilatère 


X'-i-Y'+Z'=o,     X'-t-Y'— Z': 


X'-Y'+Z': 


—  X'-f-Y'-t-Z' 


Nous  pouvons  effacer  les  accents  et  représenter  l'ensemble  des  quatre  côtés 
par  les  équations  contenues  dans  la  formule 


sX  +  c'Y-^^'Z^o 


(£=±I,    £'  =  ±I,    £"=±1). 


154'.  Théorème.  —  Les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  com- 
plet sont  en  ligne  droite. 
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Prenons  pour  axes  {fig.  61)  deux  côtés  consécutifs  OA,  OC  du  quadrila- 
tère OABG  et  soient  L,  M,  P  les  milieux  des 
diagonales  OB,  AC,  DE.  Si  l'on  pose  ÔA  =  a,  Fig.  61. 

OC  =  c,  OD  =  d,  OE  =  e,  les  coordonnées 


de  M  sont-j  -  et  celles  de  P 
2     2 

suite  MP  a  pour  équation 

(i)    ix{c  —  e)—iy{a  —  d)-\-  ae 


d    e 

->  -  et  par 


cd  =  o. 


Le  point  L  est  à  l'inlerseclion  des  droites 
menées  parallèlement  à  AE  et  à  CD  et  à  des 

distances  de  l'origine  respectivement  deux  fois  plus  petites;  ces  parallèles  ont 
pour  équations 


(2) 
13) 


■lex  -+-  -lay  —  «e  =  o, 
2ca:  -H  i.dy  —  cd  —  o. 


En  multipliant  par  —  i  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  et  ajoutant 
ensuite  membre  à  membre  avec  les  deux  autres,  on  trouve  identiquement 
zéro;  donc  les  trois  droites  représentées  par  ces  équations  sont  concourantes, 
ce  qui  démontre  la  proposition. 


Triangles  homologiques. 


135.  Théorème. —  Scies  côtés  de  deux  triangles  ABC,  A'B'G'se  coupent 
deux  à  deux  en  trois  points  L,  M,  P  situés  en  ligne  droite,  les  droites 
AA',  BB',  ce  joignant  les  sommets  oppo- 
sés sont  concourantes,  et  réciproquement . 

Donnons-nous  les  équations  des  droites  BG, 
AG,  AB  {Jig.  62)  et  soient  respectivement 
Xi  =  o,  Yi  =  0,  Zi  =  o  les  équations  de  ces 
trois  droites.  L'équation  de  LMP  est  de  la 
forme  a Xi -h  pYi.-+-  yZi  =  o;  par  suite,  en  po- 
sant aX,==X,  pYi=Y,  yZi  =  Z,  les  équa- 
tions des  côtés  du  triangle  ABG  seront  X  =  o, 
Y=  o,  Z  =  o,  et  l'équation  de  LMP  devient 


X 


Z=:=0. 


Les  équations  des  côtés  B'G',  G' A',  A'B'  seront  respectivement  de  la  forme 

(B'G')  aX^    Y+    Z  =0, 

(G' A')  X-.-^»Y-+-    Z  =  o, 

(A'B')  X-^     Yh-cZ  =  o. 
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L'équation  de  AA'  doit  être  de  la  forme  ^  Y  -+-  yZ  =  o;  mais  celte  équation 
doit  être  aussi  une  combinaison  linéaire  des  équations  de  C'A'  et  de  A'B'; 
son  équation  est  donc 

(^,_i)Y=(c-i)Z. 

Pareillement  BB'  et  GC  ont  pour  équations 

(c  —  i)  Z  =(a  —  i)X, 
(«  — i)X=(è  — t)Y; 

on  voit  que  ces  trois  droites  sont  concourantes,  puisqu'on  obtient  une  identité 
en  ajoutant  leurs  équations  membre  à  membre. 

156.  Réciproquement,  si  les  trois  droites  AA',  BB',  CC  sont  concourantes, 
soient 

X  =  o,         Y  =  o,         Z=o 

les  équations  des  droites  BG,  OG,  OB. 

On  peut  supposer,  en  employant  un  artifice  analogue  à  celui  qui  nous  a 
servi  plus  haut,  les  coefficients  de  X,  Y,  Z  déterminés  de  façon  que  AG  et  AB 
aient  respectivement  pour  équations 

(AG)  X  +  Y  =  o, 

(AB)  X+Zr=o; 

en  retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation 

Y  —  Z  r=  o, 

qui  représente  évidemment  la  droite  OA. 

Soit  T  =  o  l'équation  de  B'G';  on  peut  supposer  les  coefficients  de  T  déter- 
minés de  façon  que  A'G'  ait  pour  équation 

Y-i-T  =  o; 

or,  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations  de  OA  et  A'G',  on  obtient 

Z-+-T  =  o. 

Cette  équation  représente  une  droite  passant  par  B'  et  par  le  point  de  ren- 
contre A'  de  OB  et  A'G';  c'est  donc  l'équation  de  A'B'.  En  résumé  les  côtés 
du  triangle  ABC  ont  respectivement  pour  équations 

X  =  o,        X-^Y  =  o,         X  +  Z  =  o, 

et  ceux  du  triangle  A'B'G' 

T  =  o,         Y  +  T  =  o,         Z  +  T  =  o. 
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Il  est  évident  que  les  côtés  du  premier  triangle  rencontrent  les  côtés  corres,- 
pondants  du  second  en  trois  points  situes  sur  la  droite  ayant  pour  équation 

X  — T  =  o. 

157.  Le  théorème  précédent,  dû  à  Desargues,  peut  être  énoncé  d'une  autre 
manière.  En  regardant  ABGet  A'B'C  comme  étant  deux  positions  successives 
d'un  triangle  qui  se  déplace  et  se  déforme,  on  a  cette  proposition  :  Si  les  trois 
côtés  d'un  triangle  variable  ABC  pivotent  autour  de  trois  points  L,  M,  P 
situés  en  ligne  droite,  deux  des  sommets  A,  B  glissant  sur  deux  droites 
fixes  A,  A',  le  troisième  sommet  C  décrit  aussi  une  droite  fixe  A"  qui  passe 
par  le  point  commun  à  A  et  A'. 

158.  Il  est  facile  de  généraliser  :  Si  les  côtés  d'un  polygone  plan  pivotent 
autour  de  points  fixes  situés  en  ligne  droite  et  que  tous  les  sommets  sauf 
un  décrivent  des  droites  fixes,  le  dernier  sommet  décrit  aussi  une  droite 
fixe.  Il  suffit  de  faire  voir  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de 
n  —  I  côtés,  il  sera  encore  vrai  pour  un  polygone  de  n  côtés,  attendu  qu'il 
vient  d'être  prouvé  pour  n  =  3.  Or  soit  un  pentagone  ABCDE,  et  supposons 
que  les  sommets  A,  B,  D,  E  décrivent  des  lignes  droites,  tous  les  côtés  d'ail- 
leurs pivotant  autour  des  points  situés  en  ligne  droite.  Prolongeons  AB  et  DG 
jusqu'à  leur  point  d'intersection  M. 

Les  sommets  A,  D,  E  du  quadrilatère  AMDE  décrivant  des  droites,  il  en 
sera  de  même  du  point  M,  si  l'on  suppose  le  théorème  vrai  pour  le  quadri- 
latère; or,  en  appliquant  le  théorème  au  triangle  BMC,  on  voit  que  le  point  G 
décrit  aussi  une  droite.  On  peut  donc  regarder  la  proposition  comme  établie 
dans  toute  sa  généralité. 

EXERCICES. 

1.  Démontrer  par  la  transformation  des  coordonnées  que  l'équation  d'une 
droite  est  du  premier  degré,  et  réciproquement. 

—  On  prend  la  droite  donnée  pour  axe  de  x.  Réciproquement,  on  fait  une 
transformation  de  coordonnées  qui  fasse  disparaître  un  coefficient  de  l'équa- 
tion générale. 

2.  Vérifier  que  Kx  -H  By  -t-  G  =  o  représente  une  droite  en  faisant  remar- 
quer que,  si  les  coordonnées  de  deux  points  M],  M2  vérifient  cette  équation, 
celles  d'un  point'quelconque  de  MiMj  la  vérifient  aussi. 

3.  Construire  la  droite  qui  a  pour  équation  (axes  rectangulaires) 

{a"-  -^  b"-  )  {a  X  -^  b  y)  -^  a"-  b"^  —  n. 

—  Ghercher  le  point  où  cette  droite  coupe  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  la  droite  qui  joint  les  traces  sur  les  axes  de  la  droite  de- 
mandée. 


110  CHAPITRE    II. 

4.  Une  droite  se  meut  de  manière  que  les  segments  qu'elle  détermine  sur 
les  côtés  d'un  angle  donné,  à  partir  de  son  sommet,  aient  une  somme  ou  une 
différence  constante.  Trouver  le  lieu  du  point  qui  partage  la  portion  de 
cette  droite,  comprise  entre  les  côtés  de  l'angle,  dans  un  rapport  donné. 

5.  Une  droite  se  meut  de  manière  que  les  segments  qu'elle  détermine  sur 
les  côtés  d'un  angle,  à  partir  de  son  sommet,  aient  une  somme  ou  une  diffé- 
rence constante.  Lieu  du  point  de  concours  des  perpendiculaires  menées  aux 
côtés  de  cet  angle  par  les  points  où  ils  rencontrent  la  sécante  considérée. 

6.  Une  sécante  à  un  angle  se  meut  de  manière  à  être  coupée  par  les  côtés 
de  l'angle  dans  un  rapport  donné,  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection 
des  perpendiculaires  menées,  par  les  traces  de  cette  sécante  sur  les  côtés  de 
l'angle,  à  ces  côtés. 

7.  Des  points  d'une  droite  fixe  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  d'un  angle;  lieu  du  point  qui  partage  dans  un  rapport  donné  la  droite 
joignant  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

8.  Démontrer  que  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  d'un  triangle  ren- 
contrent les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite. 

9.  Démontrer  que  deux  bissectrices  intérieures  d'un  triangle  et  une  bis- 
sectrice extérieure  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne 
droite. 

10.  Si  des  sommets  d'un  triangle  on  mène  des  droites  faisant  avec  les  côtés 
opposés  des  angles  dont  les  bissectrices  soient  parallèles  à  une  direction 
donnée,  les  trois  droites  obtenues  sont  concourantes. 

11.  Étant  données  cinq  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux,  on  mène  les 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  trois  diagonales  de  chacun  des  quadrila- 
tères formés.  Démontrer  que  les  cinq^fcroites  ainsi  obtenues  sont  con- 
courantes. 

12.  Une  transversale  étant  menée  dans  le  plan  d'un  triangle,  démontrer 
que  les  droites  joignant  chaque  sommet  au  milieu  du  segment  déterminé  par 
la  transversale  dans  l'angle  correspondant  rencontrent  les  côtés  opposés  en 
trois  points  situés  en  ligne  droite. 

13.  Étant  donné  un  quadrilatère,  trouver  le  lieu  des  centres  des  parallélo- 
grammes y  inscrits  et  dont  un  côté  est  parallèle  à  une  direction  donnée. 

14.  Etant  données  les  coordonnées  de  trois  points  A,  B,  G  ou  les  équations 
de  trois  droites  BG,  GA,  AB,  reconnaître  si  un  point  M,  dont  on  donne  les 
coordonnées  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  triangle  ABG. 

15.  Les  deux  côtés  OA,  OG  d'un  rectangle  variable  OA,  BG  sont  sur  deux 
droites  fixes  OX,  OY  ;  démontrer  que  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  B  sur  la  diagonale  AG  passe  par  un  point  fixe,  si  la  différence  des 
côtés  de  ce  rectangle  est  constante. 
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16.  Etant  donnés  quatre  points  A,  B,  C,  1)  et  une  droite  A  qui  coupe  AB 
♦•n  M,  CD  en  P;  on  construit  le  point  M'  conjuj^ué  harmonique  de  P  par 
rapport  à  A  et  B  et  P',  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à  G  et  D. 
Vm  faisant  une  construction  analogue  relative  à  AC,  BD  et  AD,  BC,  on  ob- 
tient trois  droites.  Prouver  que  les  droites  obtenues  sont  concourantes. 

(De  Laffitte.) 

17.  Les  sommets  B,  C  du  triangle  ABC  sont  fixes  et  le  troisième  se  meut 
sur  une  droite.  Prouver  que  les  sommets  et  le  centre  du  carré  inscrit  doni 
un  côté  repose  sur  BG  décrivent  des  droites.  (Neiiberg.) 

18.  Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  on  prend  sur  les  côtés  con- 
sécutifs AB,  AG  des  segments  AM  et  AN,  tel  que  -r—:  —  m,  -^  =  n.  La 
droite  MN  coupant  la  diagonale  AD  en  P,  prouver  que 

PM  n  AD 

PN  m  AP 

19.  Quatre  points  étant  donnés  sur  une  droite,  prenant  ces  points  deux  à 
deux,  on  obtient  trois  systèmes  de  deux  couples  chacun  et  à  chacun  de  ces 
systèmes  correspond  sur  la  droite  un  couple  de  points  simultanément  har- 
monique aux  deux  couples  du  système;  les  trois  couples  ainsi  déterminés, 
pris  deux  à  deux,  sont  harmoniques  entre  eux. 

Cette  propriété  donne  la  résolution  des  équations  biquadratiques. 

(Hesse.) 

20.  On  donne  trois  points  en  ligne  droite  Mi,  Mj,  M3.  Soient  Ni,  Nj,  N3 
les  conjugués  harmoniques  d'un  quatrième  point  A  de  cette  droite  par 
rapport  aux  couples  Mj,  M3;  M3,  Mj;  Mj,  Mj.  Les  abscisses  des  points  M 
étant  les  racines  de  l'équation 

ax^  -h  bx-^  cj?  -h  d  —  o, 

et  celle  du  point  A  étant  c,  former  l'équation  aux  abscisses  des  points  M. 

(Le  Paige.) 

21.  Si  l'on  appelle  A,  B,  G  les  angles  d'un  triangle  dont  les  sommets  ont 
respectivement  pour  coordonnées  Xx,  yi\  Xi,yi',  ^3,  yz,  l'orthocentre  a  pour 
coordonnées 

_  a^i  tangA-t-aratangB-HaratangC  _  ^1  tangA-HjK2tangB-t-_>'3tangC 

tangA -i- tangB -+- tangC       '  tangA  4- tangB -t- tangC 

22.  Avec  les  mêmes  notations,  le  centre  du  cercle,  circonscrit  au  triangle 
ABC,  a  pour  coordonnées 

_  (a:j-+-a73)  tangA  -\-{x3-h  Xi)  tangB  ■+-  (a^i-t-arj)  tangC 
2(tangA  -+-  langB  -f-  tangC) 

(.ri-^r3)tangA-f-(jK3-+-^i)  tangB +  (ji-4-^t)tangC 
2(tangA -h  tangB  ■+- tangC) 
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23.  En  appelant  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle  ABC,   les  coordonnées  du 
centre  du  cercle  inscrit  sont 

acCi-h  bx->-\- CX3  (tyi-h- by.2-\- cy^ 

X  =  -j y  y  =  — 7 ■ —  > 

a-\-  o  -h  c  •  a  -h  b  -h  c 

et  celles  des  cercles  exinscrits  s'obtiendront  en  changeant  dans  les  expres- 
sions précédentes  successivement  a  en  —  a,  b  en  —  6,  c  en  —  c. 


Points  et  droites  imaginaires. 

159.  Si  l'équation  f(^x,y)=^o  admet  la  solution  imaginaire 
X  =L  a-\-  bi,  y  =:  a' -{-  b' i,  on  convient  de  dire  que  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  précédente  passe  par  un  point  imaginaire 
ayant  pour  coordonnées  a  +  bi,  «'+  b'  i. 

Les  deux  systèmes  de  nombres  imaginaires  respectivement  con- 
jugués 

X  =  a -i- bi,        y  =  a'-{-b'i;         x' =  a  —  bi,        y' =:  a' — b' i 

constituent  deux  points  imaginaires  conjugués. 

Par  opposition,  un  point  défini  par  deux  coordonnées  réelles  est 
dit  réel. 

160.  Théorème.  —  Toute  ligne  droite  passe  par  une  infinité 
de  points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux. 

Soit  Kx  -\-  By  +  0  =  0  une  équation  du  premier  degré  à  coeffi- 
cients réels  représentant  une  droite  A;  il  s'agit  de  déterminer  des 
nombres  réels  p,  q,  yo',  q' ,  tels  que  l'équation  donnée  admette  la  so- 
lution X  =^ p  -\~  qi,  yz=p'-\-q'i,  c'est-à-dire  tels  que 

A/> -I- B/>'-4- G  =  o,        A^-hB^'=o. 

11  est  évident  que  ce  système  admet  une  infinité  de  solutions,  et 
l'on  voit  qu'il  suffit,  pour  en  trouver  une,  de  prendre  pour  p  et  p' 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  donnée  et 
pour  q  et  q'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P  de  la  parallèle  à 
cette  droite  menée  par  l'origine  des  coordonnées,  de  sorte  qu'un 
point  imaginaire  de  la  droite  A  est  représenté  par  l'ensemble  des  deux 
points  réels  M,  P.  En  outre,  si  P'  est  le  symétrique  de  P  par  rapport 
à  l'origine,  à  l'ensemble  des  deux  points  M,  P'  correspond  un  point 
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imaginaire  conjugué  du  premier.  En  faisant  varier  M  et  P  arbi- 
trairement, on  obtiendra  autant  qu'on  voudra  de  couples  de  points 
imaginaires  conjugués  appartenant  à  la  droite  A. 

161.  Définition.  —  On  appelle  droite  imaginaire  l'ensemble 
des  solutions  réelles  ou  imaginaires  d'une  équation  du  premier  degré 
à  coefficients  imaginaires. 

Plus  généralement,  l'ensemble  des  solutions  réelles  ou  imaginaires 
d'une  équation  à  coefficients  imaginaires  constitue  une  courbe  ima- 
ginaire. Si  une  équation  à  coefficients  réels  n'a  que  des  solutions 
imaginaires,  on  dit  aussi  que  cette  équation  représente  une  courbe 
imaginaire. 

Une  équation  algébrique  entière  à  coefficients  imaginaires  peut  se 
mettre  sous  la  forme  f{x,  y)  +  //,  {x,  j)  =  o,  f{x,  y)  et  /,  {x,  y) 
étant  deux  polynômes  entiers  à  coefficients  réels.  Cette  équation  ad- 
met en  général  des  solutions  réelles  que  l'on  obtient  en  calculant 
les  solutions  réelles  communes  aux  deux  équations  f(^x, y)  =:o^ 
y,  (x,  y)  =  o.  On  écarte  le  cas  où  J\  (x,  jk)  serait  égal  à  f{x,  y)x  a, 
a  étant  une  constante,  car  dans  ce  cas  l'équation  précédente  se  ré- 
duirait h  f{x,  y)  =  o  et  aurait  en  réalité  des  coefficients  réels. 

162.  Théorème.  —  Sur  toute  droite  imaginaire  il  y  a  un  point 
réel  et  un  seul. 

En  effet,  l'équation  d'une  droite  imaginaire  est  de  la  forme 
P-(-Q/=o,  P  et  Q  désignant  deux  polynômes  réels.  On  suppose 
que  les  droites  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o  soient 
distinctes;  elles  ont  donc  un  point  réel  commun,  à  distance  finie  ou 
infinie,  qui  appartient  à  la  droite  imaginaire  considérée.  Il  est  d'ail- 
leurs évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'un  point  réel  sur  une 
droite  imaginaire,  car  la  droite  qui  passe  par  deux  points  réels  est 
réelle. 

163.  Théorème.  —  Deux  points  imaginaires  conjugués  déter- 
minent une  droite  réelle. 

Soient  p  4-  qi-,  p' -\-  q' i\  p  —  <//,  p' —  q' i  les  deux  points  imagi- 
naires donnés.  Il  s'agit  de  déterminer  A,  B,  C  de  façon  que 

k{p  -+-  qi)  4-  B(/)'-^  <7't )-+-  G  =  o, 

A(/)  —  qi)^  B{p'—  q'i)-h  C  =  o. 
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Ce  système  est  équivalent  au  suivant 

A/> -f-B/)'-i- G  =  o,         Ag  -i-Bq'  =  o. 

La  solution  la  plus  générale  est 

A  =  lq',         B  =  —  \q,         C  =  'k(qp' — pq'), 

X  étant  arbitraire^  on  obtient  ainsi  la  droite  réelle  ayant  pour  équa- 
tion 

q'x  —  qy^qp'—pq'^o. 

164.  Corollaire.  —  Une  droite  imaginaire  ne  peut  posséder  deux 
points  imaginaires  conjugués. 

165.  Définition.  —  On  appelle  courbes  imaginaires  conjuguées 
deux  courbes  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

/(^>r.)+^'/i(^,  :k)=o 

et 

f{x,  y)  et  fi  (x.,  y)  ayant  des  coefficients  réels.  Deux  pareilles 
courbes  ont  les  mêmes  points  réels.  En  particulier,  deux  droites 
imaginaires  conjuguées  ont  un  point  réel  commun. 

166.  Convention.  —  Toute  expression  ayant  un  sens  géomé- 
trique quand  les  éléments  dont  elle  dépend  sont  réels  conservera^ 
par  définition,  le  même  nom  quand  cjuelques-uns  de  ces  éléments 
deviendront  imaginaires. 

En  voici  quelques  exemples.  L'expression  [x  —  x'Y-^{y  —  y')- 
représente,  quand  x,  y  et  x' .,  y'  sont  réels,  le  carré  de  la  distance 
des  deux  points  M(^,  y)  et  M'(x',  y').  Si  l'un  de  ces  points  devient 
imaginaire,  ou  si  tous  les  deux  deviennent  imaginaires,  nous  dirons 
encore  que  l'expression  précédente  est  le  carré  de  la  distance  de 
ces  deux  points.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  pose  x=zi,  y=zi^ 
x' ^  —  if  y  ^  o,  l'expression  précédente  devient  égale  à  —  3  ;  nous 
dirons  que  le  carré  de  la  distance  des  deux  points  considérés  est 
égal  à  —  3.  Il  convient  de  remarquer  que  le  carré  de  la  distance  de 
deux  points  imaginaires  peut  être  un  nombre  positif. 
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De  même 

y/Aî+B* 

est,  au  signe  près,  la  distance  du  point  (x^^  j'q)  à  la  droite  définie 

par  l'équation 

A  37-1-  By  -I-  G  =  o, 

quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires  et  que  le  point  et  la  droite 
sont  réels.  Nous  conserverons  le  même  nom  à  l'expression  précé- 
dente quand  le  point  et  la  droite  seront  imaginaires. 

Pareillement,  nous  continuerons  à  appeler  coefficient  angulaire 
et  ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  ayant  pour  équation 

A3"-+-B7-t-C  =  o 

\         c 
les  expressions   —  ^>  —  jt  si   cette   droite   est  imaginaire.   Si    les 

coefficients  angulaires  de  deux  droites  imaginaires  A,  A'  sont  respec- 

,  ,  ,  , .  .      .  m'  —  /?i         , 

tivement  éffaux  a  /n  et  m,  nous  dirons  toujours  que ^  est  la 

°  ''  *       I  -t-  mm 

tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  A'  fait  avec  A  ;  et  si 
I -T- /n/n' =  o         ou         AxV-h  BB'=:  o, 

nous  conviendrons  de  dire  que  A  et  A'  sont  des  droites  perpendicu- 
laires. 

11  est  bien  entendu  qu'on  ne  doit  attribuer  à  ce  langage  aucune 
réalité  géométrique. 

Si  la  transformation  des  coordonnées 

ir=:aX+-a'Y-f-a",        j  =  pX  +  ^'Y -^  (î" 

donne  l'identité  f(x,  y)  ^FÇX.,Y),  à  la  solution  x  =  jjq,  yt^y,^ 
de  l'équation  f{x,y)=  o  correspond  la  solution  X  =  Xo,  Y  =^  Y„ 
de  l'équaiion  F(X,  Y)=  o.  Quand  Xo  et  y^  sont  réels,  il  eu  est  de 
même  de  Xo  et  Y^;  (xo,  yo)  et  (Xo,  Yq)  définissent  alors  le  même 
point  rapporté  aux  deux  systèmes  d'axes.  Quand  Xo  ety^  sont  imagi- 
naires, il  en  est  de  mênie  de  Xq,  Yq.  Il  est  naturel  de  dire  encore 
que  Xo,yo  et  Xq,  Yq  définissent  le  même  point  imaginaire. 

107.  Droites  isotropes.  —  Parmi  les  droites  imaginaires,  il  faut 
étudier  d'une  manière  toute  particulière  celles  qui  ont  pour  cocffi- 
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cients  angulaires  i  ou  —  t,  les  axes  étant  rectangulaires.  Ces  droites, 
ou,  plus  exactement,  les  équations  qui  les  définissent,  jouissent  de 
propriétés  remarquables. 

1°  Par  la  substitution 

x  =  \cosa.  —  Ysina,        j' =  X  sina -f- Y  cosa, 

on  obtient 

a?  -f- 1^  =(X  T-  iY)(cosa  4-  t  sina) 
et 

X  —  ijK=:=(X  —  iY)(cosa  —  tsina). 

Donc,  si  l'on  considère  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  ayant 
même  origine,  les  équations 

œ  -{-  iy  ^=  o         et         X  -f-  i  Y  =  o 

représentent  une  seule  et  même  droite.  11  en  est  de  même  pour  les 
équations 

X  —  «y  =  o        et        X  —  /  Y  —  o. 
On  vérifie  de  même  que 

y  —  6  -+-  i{x  —  a);^[  Y  —  B  -i-  t(X  —  A  )J(cosa  -i-  t  sina), 

AetB  étant  les  coordonnées  du  point  (a,  b)  dans  le  nouveau  système. 
Remplaçons  l'axe  Oy  par  un  nouvel  axe  OY  faisant  avec  Ox  un 
angle  0;  les  formules  de  transformation 

:r  r:^  X  +  Y  cose,        _7  =  YsinO 
donnent 

X  ^  iy  —  \  -\-  Y(cosO  -i-  i  sinO) 
et 

X  —  ty  =  X -j- Y(cos8  —  isinO). 

Si  l'on  fait  tourner  ces  nouveaux  axes  d'un  angle  a  en  posant 

X'sin(e  —  a)— Y'sina  X' sin  a -f- Y'sin  (6 -l- a) 

X  =    -. — X >  1    —    ; — 77 -> 

sinÔ  sinO 

on  trouve 

X  -H  Y(cosO  -f-  isin6)=:  [X'-H  Y'(cos6  +  t  sin6)](cosa -f-  i  sina). 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  quelconque, 
les  droites  ayant  par  rapport  aux  anciens,  et  aux  nouveaux  axes 
respectivement  pour  équations 

X  4-  Y(cosO  4-  t  sinS)  —  o 
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et 

X'-H  Y'(cos6-4-  isin6)=  o 

sont  les  mêmes;  et  en  combinant  ce  résultat  avec  le  premier,  on  voit 
que,  quels  que  soient  les  axes  de  coordonnées  passant  par  un  point 
donné,  l'équation  précédente  représente  toujours  la  même  droite  et 
cette  remarque  s'applique  à  l'équation  conjuguée;  on  suppose,  bien 
entendu,  que  0  soit  l'angle  des  axes. 
11  est  bon  de  remarquer  encore  que 

x^-i-y^~{x^  iy){x—iy), 
X2-i--.>.XYcosO-t- Y«==[Xh- Y(cosO-H/sin6)][X-f-  Y(cosO  —  f  sinO  | 

et,  d'autre  part. 

a;2^^!^X*-+-  îXYcosÔH- Y2 
ou 

(.r-+-  iy){x—  t7)  =  [X-t-  Y(cosG-+-«sinO)][X-<-X(cose  — /sinO)]. 

Si  OX  fait  avec  Ox  un  angle  a,  on  a  trouvé  plus  haut 

X  --  /_;^  =  [X  -•-  Y(cos6  -+-  «  sinO)]  (cosa  -    /  siaa), 
X  —  iy  =[X  -~  Y(cosO  —  i  sinô)]  (cosa  —  i  sina), 

ce  qui  fournit  une  vérification. 

Les  droites  singulières  que  nous  venons  de  définir  ont  reçu  le  nom 
de  droites  isotropes. 

Pour  bien  préciser  le  sens  des  résultats  précédents  il  convient  de 
remarquer  que,  si  m  est  réel,  et  si  jc,  ^  et  X,  Y  sont  les  coordonnées 
d'un  même  point  rapporté  à  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires 
ayant  même  origine,  les  équations 

y  =  nix        et         Y  =  /nX 

représentent  deux  droites  difTérentes;  si  l'on  passe  du  premifir 
système  au  second  par  une  rotation  d'un  angle  égal  à  a,  la  seconde 
droite  fait  avec  la  première  un  angle  égal  à  a;  au  contraire,  si  m  =  «" 
les  deux  équations  définissent  une  seule  et  même  droite. 

2"  Une  droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  elle-même;  cela 
signifie  que  l'équation  1  -\-  mm'=^  o  est  vérifiée  si  l'on  pose  m  =  m'=  i 
et  aussi  quand  ni  =  ni'=  —  i. 
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3"  La  distance  de  deux  points  pris  sur  une  droite  isotrope  est 
nulle. 

Soient  x,y  et  x'.,  y' les  coordonnées  de  deux  points  appartenant  à 
une  droite  isotrope;  on  a,  par  exemple, 

y  — jk'=  i{x  —  ^')< 

donc 

4°  La  distance  d'un  point  du  plan  à  une  droite  isotrope  est 
infinie  ou  indéterminée. 

L'expression 

yo—  ixo—h 


v/l  -4-  «2 

«st,  par  définition,  la  distance  du  point  (a^o,  JKo)  à  la  droite  isotrope 

ayant  pour  équation 

y  =^  ix  -{-  h, 

mais  1  -1-  «2  =  o  ;  donc,  l'expression  précédente  est  infinie,  à  moins 
•que  le  point  (^o?  J'o)  n'appartienne  à  la  droite  isotrope.  Dans  ce  cas, 
l'expression  considérée  est  indéterminée. 

5°  L'angle  d'une  droite  isotrope  avec  une  autre  droite  quel- 
conque est  infini. 

Si  dans  la  formule  tangV  =  — ,>  on  pose  m'=  ^,  on  obtient, 

^  1-4-  7nm  ^  '  ' 

dans  le  second  membre, 


c'est-à-dire  /.  De  même,  pour  m'  =  —  ?,  on  obtient  — i.  Pour  les 
mêmes  substitutions,  les  expressions  qui  représeçtent  sinV  et  cosV, 
quand  les  droites  sont  réelles,  sont  infinies. 

En  supposant  tangV  =  i,  la  formule  d'Euler  tangV  =  i-ziiy ^' 

donne  e^-=o.  Mais  si  l'on  pose  V=m  +  /it,  de  sorte  que 
/3'^'=  e""X  e~",  on  voit  que  /i=  +  oo.  Ainsi,  l'angle  V  est  imagi- 
naire et  le  coefficient  de  i  est  infini.  On  peut  donc  dire  qu'une  droite 
isotrope  fait  avec  une  droite  quelconque  un  angle  infini. 

Si  tangV  =  —  ï,  on  trouvera  de  même  /î  =  —  oo. 

Une  droite  isotrope  fait  avec  cHe-même  un  angle  indéterminé. 
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G"  Le  rapport  anharmonique  p  d'un  faisceau  de  quatre  droites  Aj,  A2,  A3,  A^, 
ayant  pour  coefficients  angulaires  mj,  niz,  /»?,,  m<„  a  pour  expression 

nii  —  ms     rrii  —  m^ 

P  ^ 


Si  1  on  suppose  013  =  i,  m^  =  —  i,  et  si  1  on  pose  tangV  =  >  on  ob- 

tient 

cosVh-  i  sinV 
'        cosV — tsinV 
ou 

p  =  e2'V. 

(Laguerre.  ) 

Ainsi,  en  désignant  par  V  l'angle  de  la  droite  Ai  avec  la  droite  Aj,  on  voit 
que  l'expression  e*'^'  repi'ésente  ce  que  l'on  peut  appeler  le  rapport  anhar- 
monique du  faisceau  formé  par  ces  deux  droites  et  par  les  droites  isotropes 
menées  par  leur  point  de  rencontre. 

Dire  que  deux  droites  réelles  sont  rectangulaires,  revient  à  dire  que  ces 
droites  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  droites  isotropes  menées  par 

leur  point  d'intersection  ;  en  effet,  siV=  ->  on  a  p=  —  i. 


CHAPITRE  III. 

COORDONNÉES  HOMOGÈNES.  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES. 


Coordonnées  homogènes. 

168.  Jusqu'ici,  la  position  d'un  point  dans  un  plan  a  été  déter- 
minée à  l'aide  de  deux  paramètres  qui  sont  les  coordonnées  de  ce 
point  par  rapport  à  un  système  donné  d'axes.  On  a  été  conduit  à 
faire  usage  de  trois  paramètres,  au  lieu  de  deux,  de  la  manière 
suivante. 

Soient  ûc,  y  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  M;  on  pose 

X  Y 
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en  convenant  que  X,  Y,  Z  auront  dans  tous  les  cas  des  valeurs  finies 
et  non  toutes  trois  nulles.  Supposons  qu'on  prenne  pour  unité  une 
ligne  de  la  figure.  Je  dis  qu'à  tout  point  M  correspondent  des  valeurs 
de  X,  Y,  Z  proportionnelles  à  des  nombres  déterminés,  et  réci- 
proquement. Supposons  en  effet  .x  =  a,  y  =  b;  on  en  déduit 


ou,  )-  désignant  un  facteur  arbitraire, 

Réciproquement,  soient  a,  b,  c  trois  nombres  donnés;  si  l'on  donne 
à  X,  Y,  Z  des  valeurs  proportionnelles  à  ces  nombres,  de  sorte  que 

X  =  al,        Y  =  bl,        Z  =  cX. 

On  a,  en  supposant  c^o, 


X  _  « 
Z~  c 


1  -t 

Z  ~  c 


et,  par  suite,  les  coordonnées  du  point  M  sont  déterminées,  puisque 

,  .  1  a  b 

ces  équations  donnent  x  ^=  -  >  y  =  -  • 

La  position  du  point  M  est  donc  déterminée  par  les  trois  nombres  a, 
^,  c,  ou  mieux,  par  un  système  quelconque  de  nombres  proportion- 
nels à  a,  6,  c;  de  sorte  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  \,  les 
nombres  \a,  \b,  Xc  déterminent  un  seul  et  même  point  M. 

Nous  nommerons  "ka,  \bj  \c  les  coordonnées  homogènes  du 
point  M. 

Cela  étant,  supposons  que  le  point  M  soit  variable,  et,  pour  plus 
de  simplicité,  supposons  qu'il  décrive  une 
ligne  droite  B'B  ayant  pour  paramètres  di- 
recteurs a,  p  (Jig.  63).  Si  le  point  M  s'é- 
loigne indéfiniment  de  l'origine,  ou,  comme 
on  dit,  si  le  point  M  disparaît  à  l'infini,  en 
restant  toujours  sur  B'B,  le  rayon  OM  se 
confond  à  la  limite,  soit  avec  OA,  soit  avec 
OA',  A'A  étant  parallèle  à  B'B.  Par  suite, 

le  coefficient  angulaire  de  OM  a  pour  limite  -•  C'est  ce  que  l'on 
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vérifie  aussi  par  le  calcul.  En  effet,  les  coordonnées  de  M  sont 

^oj  J'o  étant  les  coordonnées  d'un  point  déterminé  de  la  droite  BB'; 
on  en  déduit 

X       a^o  -+-  «p 

ce  qui  montre  que  -  a  pour  limite  ->  quand  p  croît  indéfiniment. 

X     Y 

Or,  d'une  part,  pour  que  les  coordonnées  -^j  -j  grandissent  indéfi- 
niment, il  est  nécessaire  que  Z  tende  vers  zéro,  puisque  X,  Y,  Zont, 

Y        r  . 

par  convention,    des  valeurs  finies;  d'autre  part,  ^=-,    ce   qui 

Y        S 
prouve  que  lim  ^  =  -•  Les  coordonnées  homogènes  de  M  n'étant 

déterminées  qu'à  un  facteur  près,  on  peut  poser  X  =  a,  et,  par 
suite,  lim  Y  =  [3.  On  peut  donc  dire  que  les  coordonnées  du  point  M 
ont  alors  pour  limites  :  à,  [Si,  o.  En  d'autres  termes,  le  système  (a,  [5,  o) 
définit  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  A' A. 

Supposons   que   le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y,  ayant  pour  abscisse  a.  Dans  ce  cas,  Z  tend 

X 

vers  zéro,  mais  l'abscisse  x,  c'est-à-dire  le  rapport  ^  »  devant  con- 
server une  valeur  finie  «,  il  faut  que  X  tende  vers  zéro  ;  Y  n'est  assu- 
jetti à  aucune  condition.  On  peut  dire,  par  suite,  que  le  système 
(o,  A,  o)  représente  un  point  à  l'infini  dans  la  direction  y'y\  si 
l'abscisse   de   ce   point  est   égale   à   a,   il   faut   supposer  en  outre 

X  . 

lim  j  =  a.  Pareillement  Çk,  o,  o)  représente  un  point  à  l'infini  dans 

la  direction  de  l'axe  des  x. 

D'une  manière   générale,  si  X,  Y,  Z  tendent  vers  des  limites 
a,  ^,  y,  le  point  M  tend  vers  le  point  qui  a  pour  coordonnées  carté- 

siennes  -,   -;    si  y  =:  o,  le  point  M  est  à  l'infini,  la  direction  OM 

ayant  pour  limite  la  direction  définie  par  les  deux  paramètres  direc- 
teurs a,  p.  Donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
point  (X,  Y,  Z)  soit  à  l'infini  est  Z  =  o. 

169.  Soity(:c,  y)  un  polynôme  de  degré  m\  ce  polynôme  étant 
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mis  sous  la  forme 

si  l'on  représente  par  F(X,  Y,  Z)  le  polynôme  homogène  et  de 
degré  m 

cp,„(X,  Y)  -\-Zo,n-i(X,  Y)  +  Z2(f,„_2(X,  Y)  +. .  .-I-  Z'«-icpi(X,  Y)  +  Z'«(fo, 

on  a  identiquement 

F(X,  Y,  Z)  =  Z-/(|»  I)  =  Z-/(^,7). 

Gela  posé,  à  toute  solution  x  :=  a^  y  =^  b  àe  l'équation  f{x,  y)  =  o 
correspond  une  solution  de  l'équation  F(X,  Y,  Z)  =  o,  savoir 
X  =  Xa,  Y  =  XZ>,  Z  =  X,  X  étant  arbitraire. 

Réciproquement,  si  l'équation  F(X,  Y,  Z)  =  o  est  vérifiée  en  po- 
sant X  =  «,  Y  =  b,Z  =  c]  remarquons  d'abord  qu'elle  le  sera  aussi 
en  posant  X  =  la,  Y  =  À^,  Z  =  "kc.  Quelle  que  soit  la  valeur  de  X, 

l'équation y(x,j)/)  =  o  admet  la  solution  x=  -,  y=  -y  en  suppo- 
sant c^o.  On  voit  ainsi  que  la  courbe  G,  ayant  pour  équation 
./(^>  y)  =  o?  peut  aussi  bien  être  représentée  par  l'équation  homo- 
gène"F(X,Y,Z)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  cette  équation  homogène  admette  la 
solution  X  ^  a,  Y  =  p,  Z  =  o,  et  soient  ^oijKo  les  coordonnées  d'un 
point  A  et  a,  b  les  paramètres  directeurs  d'une  droite  A.  Menons 
par  A  une  parallèle  AB  à  la  droite  A.  Les  coordonnées  d'un  point  M 
de  AM  étant  a:^  =  Xo-+-ap,y=yo-+-  bp,  ce  point  sera  sur  la  courbe  G, 
si  l'on  remplace  p  par  une  racine  de  l'équation 

/(a7o,4-«p,  Jo+6p)  =  o. 

Or  le  coefficient  de  p"*  est  cp„j(a,  b)  ou  F(a,  b,  o).  Donc,  si  l'on 
suppose  que  a  tende  vers  a  et  b  vers  [3,  l'un  au  moins  des  points 
d'intersection  de  la  sécante  AB  et  de  la  courbe  G  s'éloigne  à  l'infini. 
On  peut  dire  encore  que  la  courbe  G  a,  dans  ce  cas,  un  point  à  l'in- 
fini, ayant  pour  coordonnées  a,  P,  o. 

L'équation  d'une  droite  Ax  -+-  By  +  G  =  o  devient,  en  coordon- 
nées homogènes, 

AX  +  BY4-CZ  =  o; 

il  revient  au  même  de  dire  que  B,  —  A  sont  les  paramètres  direc- 
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leurs  de  cette  droite,  ou  que  le  point  à  l'infini  (B,  —  A,  o)  est  sur  la 
même  droite;  on  trouve  ainsi  pour  chaque  droite  un  seul  point  à 
l'infini. 

170.  L'équation  d'une  droite,  en  coordonnées  homogènes, 
A.X  -h  BY  -(-  CZ  =  o,  se  réduit  à  Z  =  o,  quand  A  et  B  tendent  vers 
zéro,  C  restant  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  quand  la  droite  consi- 
dérée disparaît  à  l'infini.  Or  nous  avons  vu  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'un  point  soit  à  l'infini  est  que  le  Z  de  ce 
point  soit  nul.  Pour  ces" raisons,  on  convient  de  dire  que  tous  les 
points  à  l'infini  d'un  plan  sont  sur  une  droite  fictive  qu'on  nomme  la 
droite  de  V infini  et  qui  est  définie  par  l'équation  Z  =  o. 

171.  Nous  avons  trouvé  les  coordonnées  (^x^  y')  du  point  M  qui 

M  M 
divise   un  segment  Mi  M2  dans  le  rapport  -^~  =  —  À;   x^^y^    et 

•^•ity-i  étant  les  coordonnées  cartésiennes  des  points  M<  et  Mo,  on  a 

I  -f-  X      '  -^  I  -t-  A 

Si  l'on  pose  j?=— ,  y=--,  ^,  =:— i,  ...,  ces  formules  se  trans- 
*■  Z    "^         Z  Zi 

forment  de  la  manière  suivante.  Considérons  la  première,  par 
exemple  ;  elle  devient 

^*    _4_  À  ^2  ^        ,     >  ^1  Y 


Z  i  +  X  Zi+XZ, 


et,  en  posant  —^  =  a, 


De  même 


X  _  X, -+-  ixXj 
Z         Zi-H  [iZj 

Y  ^  Y.  +  jjtY, 
Z        'L\-\- \j.'Li 

et,  par  suite,  les  coordonnées  homogènes  du  point  M  sont  détermi- 
nées par  les  formules 


Xi-i-[jiX2        Y,-i-[jiY2        Zj-i-ixZ, 
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mais  il  convient  de  remarquer  que  l'on  n'a  pas,  en  général, 

MMi-t- [jlMM2=  o, 
à  moins  que  Z,  =  Zo. 

On  suppose  Z,  ^  o,  Zo^  o;  la  condition  )k  ='o  entraîne  p.  =  o  et 
réciproquement.  Si  X  est  infini,  il  en  est  de  même  de  [x.  Soient 
a',  X"  deux  valeurs  attribuées  à  X,  et  jjl',  u."  les  valeurs  correspon- 
dantes de  p.;  les  équations  )/:=)/'  et  p.'=:  jjl"  sont  équivalentes; 
de  même  pour  V  =r. —  V  et  [ji'= — pi",  et,  plus  généralement,  si 
V  =  aV ,  on  a  aussi  [>■"=  a^i'. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  deux  points  M,,  M2  ayant  respecti- 
vement pour  coordonnées  homogènes  X),  Y,,  Zj  et  X2,  Y2,  Z2  ;  le 
point  M,  ayant  pour  coordonnées  homogènes  X,  +  u-Xj,  Y,  +  [xYa, 
Z,-|-pi.Z2,  est  un  point  de  la  droite  M,M2.  Si  [x  varie  de  — oc  à 
+  00,  le  point  M  décrit  la  droite  M,M2  tout  entière;  si  pi  =  o, 
M  coïncide  avec  M)  ;  si  [x  est  infini,  M  coïncide  avec  M2,  car  on  peut 

dire    que    les    coordonnées    de    M    sont    -  X,  4-  Xo ,    -  Y*  -4-  Yo , 

^  |a  -       [z  - 

iZ,  +  Z2. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  [Ji),  [J1.2,  u^s,  [Ji.4  est  égal 

Hl  —  [J.4   ■    [^2  —  1^4 

Les  quatre  points  (X,,  Y<,  Z,),  (X2,  Yo,  Zo),  (X,  +  XX2,  . .  .), 
(X,  —  XX2,  .  .  .)  forment  une  division  harmonique. 
Enfin,  si  l'on  considère  les  points  variables 

(X1  +  XX2,  YiH-XY2,  Z1  +  XZ2)     et     (Xa+fJiXi,  Ys+jxYi,  Z3+[JtZ4); 

si  ces  points  se  correspondent  de  façon  que 

A X[JL  +  BX -1-  C [x-j- D  =  o, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes,  on  voit  qu'à  chaque  point  M  de  la 
droite  M,  M 2  correspond  un  point  M'  pris  sur  M3M4  et  réciproque- 
ment. On  dit  alors  que  les  points  M  et  M'  tracent  sur  les  deux 
droites  considérées  deux  divisions  homographiques. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M2  soit  à  l'infini  et,  par  suite, 
soit  Z2=o;  le  point  M,  ayant  pour  coordonnées  homogènes 
X,  +  XX2,  Y,  +  A Y2,  Z, ,  a  pour  coordonnées  cartésiennes 

Xl  /  „  Yl  À        -.  _^  .r 

=-  +  --X2,        ^-+-^Y2         OU        Xi+X^p,       ^l4-Y2p, 

^1         ^1  ^1        ^1 


COORDONNÉES   HOMOGÈNES,    COORDONNÉES   TRILINÉAIRBS.  125 

en  posanl  y-  =  p.  C'est  donc  un  poinl  de  la  droite  menée  par  M,  cl 

ayant  pour  paramètres  directeurs  X2  et  Yo,  c'est-à-dire  un  point  de 
M,  Mo;  on  peut  donc  étendre  ce  qui  précède  au  cas  où  l'un  des 
points  M,  ou  Mo  est  à  l'infini. 


Coordonnées  trilinéaires. 

171.  Soient  x,y,  z  les  coordonnées  homogènes  d'un  point,  et  a,  ^,  •(  trois 
nouvelles  variables  liées  à  x,y,  z  par  les  équations 

oL  =  Vx-+-qy-^i\z,      ^=^P'x-\-qy-^Kz,      -(  =  p"x-hqy~^R"z, 

le  déterminant 

P      Q      R    1 

D  =     P'     Q'     R' 
P"     Q"     R"  1 
étant  durèrent  de  zéro. 

A  tout  point  M  du  plan  correspond  un  système  de  valeurs  de  a,  p,  y 
proportionnelles  à  des  nombres  déterminés  et  réciproquement,  si  l'on  sup- 
pose a,  p,  Y  proportionnels  à  des  nombres  donnés,  de  sorte  que  oi  —  loci, 
P  =  XPi,  Y  =  ^Yi)  on  pourra  résoudre  le  système 


¥x  -h  Qy 

-R^  =Xa,, 

p'x  -h  qy 

-r-  K  À»    =  À  p  j , 

P"x  -h  Q> 

-i-R"--  =  ).Yi, 

le  déterminant  de  ce  système  étant  différent  de  zéro.  On  voit  que,  si  X  varie, 
la  solution  du  système  précédent  varie  aussi;  mais  x,  y,  z  restent  propor- 
tionnels à  des  nombres  donnés  et,  par  conséquent,  à  tout  système  de  valeurs 
de  a,  p,  Y  proportionnelles  à  des  nombres  donnés  correspond  un  point  déter- 
miné M.  On  peut  donc  prendre  pour  coordonnées  trois  fonctions  linéaires, 
distinctes  de  x,y,  z;  on  dit  que  ces  fonctions  a,  p,  y  sont  les  coordonnées 
trilinéaires  du  point  M,  dont  x,y,  z  sont  les  coordonnées  homogènes. 

Les  droites  représentées  par  les  équations  a  =  o,  ^  =  o,  y  =  o  respective- 
ment, c'est-à-dire  les  droites  représentées  par  les  équations 

Pa?-+-Q7+ R^  =  0,         P'^  +  Q>-^  R- =  0,         p^r-4- Q> -f- R"^  =  o, 

forment,  en  général,  un  triangle,  puisqu'on  suppose  le  déterminant  D^o; 
mais  il  convient  de  remarquer  que  deux,  de  ces  droites  peuvent  être  paral- 
lèles, la  troisième  les  rencontrant  toutes  deux.  L'une  de  ces  droites  peut  être 
rejetée  à  l'infini,  les  deux  autres  étant  concourantes,  et  enfin  une  ou  plusieurs 
d'entre  elles  peuvent  être  imaginaires.  Par  exemple,  on  peut  j)oser  ol  —  x  h- j  i, 
P  =  x  —  yi,  Y  =  -5. 
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Il  est  évident  que  les  coordonnées  homogènes  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
des  coordonnées  trilinéaires. 

472.  Considérons  plus  particulièrement  le  cas  oîi  les  coefficients  des  fonc- 
tions a,  j3,  Y  sont  tous  réels,  et  supposons  que  les  droites  a  =  o,  ^  =  o,  y  =  o 
forment  un  triangle  véritable  ABC,  que  l'on  nomme  triangle  de  référence. 

Rapportons  la  figure  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  OX,  OY, 
l'origine  étant  à  l'intérieur  du  triangle  de  référence;  en  outre,  supposons  le 
sens  positif  de  rotation  choisi  de  façon  qu'un  rayon  tournant  autour  de  l'ori- 
gine dans  le  sens  positif  rencontre  les  sommets  du  triangle  dans  l'ordre  A, 
B,  G.  Cela  étant,  on  peut  représenter  les  côtés  BG,  CA,  AB  par  des  équations 

de  la  forme 

X  cos  cp  -f-  Y  sin  cp  —  A  —  o, 

X  cos^}^  +  Y  sin^};  —  A"  =  o, 
X  cos  G  -t-  Y  sinO  —  l  =  o. 

On  a  donc  (80),  X,  [jl,  v  étant  des  constantes, 

P  -  +  Q  "T  +  R  =X(Xcoscp  ^  Ysincp  — A), 
P'  £  +Q'Z  +  R'==  ;jt(Xcos4^-f- Ysin^—  A-), 


et,  par  suite, 


P" î  +  Q" Z  4-  R"  =  V  (X  cose  -^  Y  sin  6  —  /  ) 

^  -S 

a  ==  X  z{X.  costp  -f-  Y  sinç  —  li), 
P  =  fx  ^(X  cos4/  ^  Y  sint};  —  k), 
Y  ES  V  s(X  cos6  -r-  Y  sinO  —  /  ). 

Si  l'on  suppose  h,  k,  l  positifs,  les  polynômes  entre  parenthèses  représen- 
tent respectivement  les  distances  du  point  (X,  Y)  aux  trois  côtés  du  triangle 
de  référence,  chacune  de  ces  distances  étant  regardée  comme  négative 
quand  le  point  (X,  Y)  est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  côté 
considéré,  et  positive  dans  le  cas  contraire;  de  sorte  qu'en  désignant  par  aj, 
pi,  Yi  les  mesures  algébriques  de  ces  distances,  on  peut  poser 

g     _     p     _    Y 
Xai  ~  [xpi  ~  vYi 

On  obtient  ainsi  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées  trilinéaires,  carac- 
térisés par  les  nombres  X,  [ji,  v.  Si  l'on  suppose  X  =  ix  =  v,  les  coordonnées 
d'un  point  M  sont  proportionnelles  aux  distances  de  ce  point  aux  côtés  du 
triangle  de  référence.  Dans  ce  cas  particulier,  les  coordonnées  d'un  point  M 
ont  toutes  les  trois  le  même  signe  quand  ce  point  est  à  l'intérieur  du  triangle 
de  référence,  et  si  le  point  M  se  déplace  et  traverse  l'un  des  côtés  du  triangle, 
la  coordonnée  correspondante  change  de  signe.  Ce   système  particulier  de 
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coordonnées  a  reçu  le  nom  de  système  de  coordonnées  trilinéaires  nor- 
males ou  coordonnées  trilatères. 

Soient  x,y  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M,  et  ux->r  vy-\-  i  =  o 
l'équation  d'une  droite  A;  on  peut  poser 

oi  —  X,  ^  =y,  ^(  =  ux  -\-  vy  -\-  \. 

Si  A  s'éloigne   à   l'infini,  u  et  v  tendent  vers  zéro,   et  les  coordonnées  du 
point  M  ont  pour  limites  x,  y,  i. 

On  peut  encore  remarquer  que  si  «i,  ^j,  yi  sont  les  distances  de  M  aux 
côtés  du  triangle  de  référence  formé  par  les  axes  et  la  droite  A,  et  si  l'on 
nomme  h  la  distance  de  l'origine  à  A,  on  a  posé 


%  —  «1, 


^  =  h. 


Si  A  s'éloigne  indéfiniment  en  conservant  une  direction  fixe,  on  a  évidemment 

k  étant  la  projection  de  OM  sur  une  perpendiculaire  à  A;   donc  -j-  a  pour 

limite  i.  On  ferait  une  démonstration  analogue  avec  des  axes  obliques. 
Donc,  quand  on  rapporte  un  point  à  deux  axes,  on  peut  dire  que  le  triangle 
de  référence  est  formé  par  ces  deux  axes  et  la  droite  de  l'infini. 

173.  Relation  entre  les  coordonnées  normales  d'un  point.  —  Étant 
donné  un  point  M,  ses  distances  aux  trois  côtés  du  triangle  de  référence  sont 
déterminées  en  grandeur  et  en  signe;  mais  on  ne  peut  pas,  en  général,  déter- 
miner un  point  dont  les  coordonnées  normales  soient  égales  à  des  nombres 
donnés;  il  y  a,  en  effet,  entre  ces  coordonnées  une  relation  linéaire  que  nous 
allons  établir. 

Reprenons  les  équations  qui  définissent  a,  p,  y,  et  cherchons,  d'une  ma- 
nière générale,  à  quelle  condition  on  peut  supposer  5  =  i,  et  prendre,  par 
suite,  pour  x,  y  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  M.  On  pose  alors 


Pa7  -^  Q7  -+-  R 
Vx  -+-  Q>  -i-  R' 
V"x  r-  Q>  -k-  R" 


H' 


d'où  l'on  tire,  en  éliminant  x  et  y, 

I  P      Q      R 
P'     Q'     IV 
I  P"    Q"     R" 


P      Q       X 

P'     Q'     p 
P"    Q"    Y 


Il  y  a,  par  suite,  entre  a,  p,  y  une  relation  linéaire 
rcL-^  r'^-^r"^=  D, 
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/•,  /•',  r" ,  D  étant  quatre  constantes,  toutes  les  quatre  différentes  de  zéro,  si 
le  triangle  de  référence  existe. 
Dans  le  cas  général,  on  a 

D;;  = /■a-4-/''p  +  r"Y; 

d'où  il  résulte  que  la  droite  de  l'infini  (^  =  o)  a  pour  équation 

/-a  4-  r'  p  -r-  /-"y  =  o. 

Occupons-nous  maintenant  des  coordonnées  normales  et  posons 

a  =  A  —  X  coscp  —  y  sincp, 
P  =  A"  —  iccos^j; — ys'in^, 
^i  —  l — a;  cos6  —  ^  sinO  ; 

la  relation  entre  a,  p,  y  sera 

a  sin(6  —  <|i)  -h  ^  sin(cp  —  0)  -i-  y  s»»  {^  —  o) 
—  Asin(6  —  tj;)-+-  A-sin(œ  —  0)-4-  l  sin(<\i  —  cp). 

On  peut  aisément  transformer  celte  relation  en  y  introduisant  les  angles 
A,  B,  G  du  triangle  de  référence.  Supposons  d'abord  l'axe  OX  parallèle  à 
BG ,  et  l'axe  OY  dirigé  de  façon  que  l'ordonnée  de  A  soit  positive.  Dans  ces 
conditions,  on  peut  poser 

d'où 

0  — 4/  =  B-f-G,         cp  — Oz^TT  — B,         '^  — cp  =  — (tt  +  G). 

Gela  étant,  si  l'on  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  <x>,  chacun  des  angl^  es, 
'l,  6  augmentant  de  w,  les  différences  précédentes  ne  changeront  pas. 
La  relation  fondamentale  devient  ainsi 

a  sin  A  -1-  p  sinB  -l-  y  sinG  =  h  sinA  -H  /c  sinB  -h  /  sinG, 

ou  encore,  a,   b,  c  désignant   les   côtés  du   triangle  de  référence   et  aS  le 
double  de  sa  surface, 

aoL-hb'^-hcy^:  ah  -h  bk  -\~  cl  ^^  iS, 

puisque  h,  k,  l  sont  les  dislances  de  l'origine  aux  trois  côtés  du  triangle. 
La  droite  de  l'infini  a  donc  pour  équation,  en  coordonnées  normales, 

a  sin  A  +  j3  sinB  +  y  sin  G  —  o 
ou  encore 

aa -i- èp -!- cy  =  o. 

174.  On  peut  disposer  des  paramètres  X,  \t.,  v  de  façon  qu'une  droite  don- 
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née  soit  représentée  par  une  équation  du  premier  degré  ayant  des  coeffi- 
cients donnés  d'avance.  Soient,  en  effet,  «i,  Pi,  yi  les  coordonnées  normales 
et  iioti-h  v^i-i- wyi  =  o  l'équation  d'une  droite  déterminée.  Cette  droite 
aura  pour  équation 

La  -i-Mp-i-NY=  o, 

si  l'on  pose  a  —  Xaj,  ^  =  [jl^j,  y  =  vyi,  à  condition  que 

LÀ  _  MjjL  _  Nv 

U  V  w   ' 

en  particulier,  si  l'on  suppose  —  =  -  =  — ,  l'équation  de  la  droite  donnée 
sera,  dans  le  système  choisi, 

a-h  p  -j- Y  =  o- 

175.  Coordonnées  barycentriques.   —  On   nomme  ainsi   un   système  de 
coordonnées  trilinéaires  dans  lequel  la  droite  de  l'infini  a  pour  équation 

a  -t-  p  -h  Y  =  o. 

D'après  ce  qui  précède  (n°  174),  pour  que  la  droite  de  l'infini  ait  pour 
équation 

La-hMp-(-NY  =  o, 
on  doit  supposer 

LX  _  Mjx  _  N^_ 

abc' 
et  en  particulier,  si  L  =  M  =  N  : 

X  a         V 


Donc,  dans  ce  cas,  on  peut  poser 

a  =  a(/i  —  X  coso  — ^  sincp), 
P  =  b(k  — a7cos«}^  — j'sint]^), 
Y  =  c{l  —  X  cosO  — ^  sinO  ). 

Les  coordonnées  a,  p,  y  d'un  point  M  sont  alors  proportionnelles  aux  pro- 
duits des  distances  de  ce  point  aux  côtés  du  triangle  de  référence  multipliées 
chacune  par  la  longueur  du  côté  correspondant,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
elles  sont  proportionnelles  aux  aires  des  triangles  MBG,  MCA,  MAB.  On  voit 
encore  aisément  que,  si  l'on  suppose  que  A,  B,  G  soient  des  points  matériels 
ayant  pour  masses  a,  p,  y»  le  centre  de  gravité  de  ce  système  sera  précisé- 
ment le  point  M  ayant  pour  coordonnées  a,  p,  y  ;  ce  qui  explique  le  nom  de 
coordonnées  barycentriques  que  Môbius  a  donné  à  ce  système  qu'il  a  em- 
ployé le  premier. 

176.    Equation    d'une   courbe    en    coordonnées   trilinéaires.    —    Soit 
NiEWENOLOWSKi.  —  G.  an.,  \.  9 
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/■(X,  Y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  un  système  de  coordonnées 
rectilignes.  Nous  pouvons,  en  premier  lieu,  remplacer  ces  coordonnées  par 
des  coordonnées  homogènes  et  nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  homo- 
gène F(a7,  y^  ^)  =  o,  comme  nous  l'avons  déjà  expliqué.  En  second  lieu,  on 
peut,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  passer  des  coordonnées  homo- 
gènes à  un  système  de  coordonnées  trilinéaires  :  on  obtient  ainsi  une  équa- 
tion homogène  Fi(a,  p,  y)  =  o. 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  Fi(a,  p,  y)  =  o,  dans  laquelle 
a,  p,  Y  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  trois  variables  a?,  y^  s, 

peut  se  mettre  sous  la  forme  F  (a?,  y,  z)  =  o,  ou  encore,  en  posant  -  =  X, 

—  =  X,  sous  la  forme  F(X,  Y,  i)  =  o,  ou  plus  simplement/(X,  Y)  =  o.  Il  en 

z 

est  de  même,  d'ailleurs,  de  toute  équation  entre  des  fonctions  linéaires,  ho- 
mogènes ou  non,  des  variables  X,  Y. 

On  peut  obtenir  souvent  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  trili- 
néaires sous  forme  non  homogène,  mais  il  est  toujours  facile  de  rétablir 
l'homogénéité.  Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  obtenu  l'équation  algébrique, 
non  homogène  et  de  degré  m, /(a,  P,y)  =  o  et  soit  Aa^P'^y^"  un  terme  de 
/(a,  p.  y),  tel  que  u-\-  v  -\-  w  <,în.  Supposons  que  le  terme  de  degré  le  plus 
faible  soit  de  degré  m! ^  m'  pouvant  d'ailleurs  être  nul.  Si  a,  p,  y  sont  des 
fonctions  de  x  et  y,  liées  par  la  relation  fondamentale  ra  -t-/-'[3  -f-  /-"y  =  D, 
on  multipliera  tous  les  termes  de  l'équation  par  D'"-'"';  mais,  au  lieu  de 
A  «"  P"  Y""  D'"-'"',  on  écrira 

Aa«  P''Y"'( /-a  -t-  /'' ^  -t-  ,."y)'«-«-i'-h'D"+''+«'-'"', 
et  de  même  pour  tous  les  termes  de  degré  moindre  que  m. 

177.  Équation  de  la  droite  passant  par  deux  points  dont  on  donne  les 
coordonnées  trilinéaires  (a'.  P',y'),  («",  P",  y")-  —  L'équation  demandée  est 
évidemment 

a       p      y 

a'      P'     y' 
a"     p"     y" 

a(jB'y"-y'P")  +  P(Y'a"-a'Y")-l-y(a'P"-P'a")  =  o. 

178.  L'équation  d'une  droite  étant  mise  sous  la  forme  Ma-l-('P-l-«'y  =  o, 
on  voit  que  cette  droite  est  déterminée  si  l'on  connaît  les  coefficients  u,  v,  w 
ou  simplement  leurs  rapports.  On  peut  donc  désigner  une  droite  par  le 
système  (m,  p,  w)  des  coefficients  des  coordonnées  courantes  a,  p,  y  dans 
l'équation  de  cette  droite.  Pour  cette  raison,  u,  v,  w  se  nomment  les  coor- 
données de  la  droite;  mais,  pour  éviter  toute  confusion,  ces  coordonnées 
d'une  nouvelle  espèce  ont  été  appelées  coordonnées  tangentielles ;  nous 
verrons  plus  tard  la  raison  de  cette  dénomination.  Les  coordonnées  rectili- 
gnes ou  trilinéaires  se  nomment,  par  opposition,  coordonnées  ponctuelles. 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite 
passant  par  les  points  M'(a',  P',  y')  et  M"(a",  p",  y')  sont 

P'T"-Y'r.        t'='"-^'t"'        «'?"-?'«"• 

479.  Coordonnées  du  point  de  concours  des  droites  {u',v',w')  et 
{u!',  v",  w").  —  Les  deux,  équations  simultanées 

u'  oi -T-  v' ^  ■+■  ip'y  =  o,         ua  H-  t^''^  -(-  <v"y  =  o 
donnent 

«  P  ^  Y         . 

v'  w"  —  w'  v"        w'  u"  —  u'  w"        u'  v"  —  v'  u"  ' 

donc  le  point  de  concours  des  deux  droites  considérées  a  pour  coordonnées 
ponctuelles 

v'  (v" —  w'v",         w'  u" —  it'  w",         u'v" —  v'  u". 

180.  Condition  pour  que  deux  droites  soient  parallèles.  —  Il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  le  point  de  concours  des  deux  droites  (m',  p',  tv'), 
(i<",  v"  1  w")  sera  à  l'infini  si 

r{v' w"—  w'v")  -H  r'{w' u" —  u'w")  -+-  r"{u'v" — v'u")  —  o. 

En  particulier,  dans  le  cas  des  coordonnées  normales ,  la  condition  de  pa- 
rallélisme est 

(f'iv" —  w'v")  sin  A  -H  {w'u" —  u'  w")  sinB  -^  {u'v" —  v'  u")  sin  C  =  o. 

181.  Équation  générale  des  droites  parallèles  à  une  droite  donnée.  — 

Soit 

Ma-t-f^-f-tvY  —  o 

l'équation  d'une  droite  donnée.  En  désignant  par  k  une  constante  arbitraire, 
l'équation  demandée  est,  en  coordonnées  homogènes, 

«a  -H  t-p  -f-  (vy  -f-  kz  =  o. 

-Mais  nous  avons  trouvé  l'identité 

/•a-i-/-'^  +  /-"Y=  Dj; 

l'équation  générale  cherchée  est  donc 

D(«a-4-t'P-(-wY)-T-A-(ra-i-r'P-i-  r"  y  )  =  o. 

On  obtient  immédiatement  cette  équation  en  écrivant  l'équation  d'une  droite 
passant  par  le  point  de  concours  de   la   droite  donnée  et  de  la  droite  de 
l'infini. 
L'équation 

(«a-t-p^-f-  (VY)(ra'-f-r'P'-+-/-''Y')  — (««'-<-^'P'-+-  •ï' y' )(''«-+-'•' P -+-'•" Y )  =  » 
représente  la  parallèle  à  la  droite  donnée  qui  passe  par  le  point  (a',  B',  y'). 
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182.  Formules  de  transformation  de  coordonnées  ponctuelles  ou  tan- 
gentielles.  —  Les  équations  fondamentales 


donnent 


a  =  ?X   -\-  QjK    -4-  R^, 
p  =  P':p  -h  Q'jK  -I-  R'^, 

Dx  =  pa.  -t- p'  ^  -^  p"y, 
Dz  =  ra  -h  r'^  -i-  /-"y, 


p,  p',  . . . ,  r"  désignant  les  mineurs  de  D,  précédés  de  signes  convenablement 
choisis. 

Si,  dans  l'équation  d'une  droite  (u,  v,  w),  on  remplace  a,  p,  y  P'*''  leurs  ex- 
pressions en  x,y,  z,  on  obtiendra  l'identité 


où 

(3) 


f  Mi  =  Pm-+  PV  -t-P'V, 
{  (Vi  =  Rm 


RV  -1-  R"w, 


et  l'on  déduit  de  ces  formules 


(4") 


Dm  =/>M]  -+- çi'i  -+- rwi, 
Dv  =  p' Ui  -\-  q' Pi-+-  >''wi, 
ï)w  =  p" Ui-\-  q" Vi  -+-  r"  vci, 


Soient  {x,  y,  z),  {x' ,  y',  z')  les  coordonnées  homogènes  de  deux  points,  et 
(a,  B,  y),  (a',  P',y')  leurs  coordonnées  trilinéaires;  on  déduit  de  (i) 


Py'-ïP'= 


P'x  -\-  Q>  -4-  R'-s  P'x'  -+-  Qy  +  Kz' 
P"x  -4-  Q>  4-  R"5  P"x'  +  Q'>'-+-  R"z' 
P'     Q'     R'  ^    r     i 

P"     Q"     R"      ^      x'    y'    X 


donc 

(5) 

et  l'on  en  tire 
(6) 


Py'— yP'  =  /)  (^yz'  —  zy')-^q  {zx'—xz')^r  (xy'~yx'), 
ya' —  OLy'  =  p'  (yz' —  zy')  -+-  q' (zx' —  xz')  -\-  r'  (xy' — JK^'), 
a^'—  ^ol'  =  p" {yz'  —  zy' )  -+-  q"(zx' — xz')  -\-  r'^xy — yx'), 


,  \){yz'-zy')  =  P  (py'_  yP')  +  P'(ya'_ay')  +  P"(«P'-  pa'), 
j  X){zx'  -  xz')  =  Q(Py'_  yP')  -t-  Q'(Ya'-  ay')  +  Q"(ap'-  ?«'), 
J){xy'-yx')  =  R(Py'_YP')+  R'(Ya'-aY')  +  R"(ap'-  [Ba'}- 
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On  aurait  des  formules  analogues  pour  les  coordonnées  tangentielles, 

183.  La  droite  A,  représentée  par  l'équation 

Ua  ■+-  i>^  -H  Wy  =  O, 

sépare  le  [)Ian  en  deux,  régions.  Mais,  pour  deux  points  (a,  p,  y)  et  (a',  P',  y'), 
situés  d'un  même  côté  de  cette  droite,  les  expressions  ua-h  v^  -i-  w'(  et 
Ma'-h  f^'-f- tvy'  peuvent  avoir  le  même  signe  ou  des  signes  contraires,  car 
on  peut  multiplier  les  coordonnées  homogènes  ou  les  coordonnées  trili- 
néaires  d'un  point  par  un  facteur  arbitraire  positif  ou  négatif.  L'identité 


z 
montre  que  l'expression 


.p 


ou  l'expression  équivalente 

Ti{ua -\-  v'^  -^  w^) 

conserve  un  signe  invariable  pour  tous  les  points  situes  d'un  côté  déterminé 
de  la  droite  A.  Le  facteur  D  étant  constant,  on  peut  se  borner  à  considérer 
la  fraction 

M  a  -f-  t'  p  -+-  w  Y 

/•  a  -+-  r' fi  H-  /-"y 
184.  Forme  absolue.  —  Soit 

l'équation  d'une  droite  A.  Cette  droite  est  isotrope,  si  l'on  a  u\  -^v\  =  o,  en 

X       Y 

supposant  les  coordonnées  cartésiennes  —,  ^  rectangulaires.  Or 

u\  -^v\  =(Pi<-+-P'p  +  P"tï')2-i-(Qa  +  Q'ç'-l-Q"(v)2. 

Nous  désignerons  par  *(«,  v,  w)  la  forme  quadratique,  égale  à  la  somme 
de  deux  carrés,  que  nous  venons  d'obtenir,  et  qui  a  été  nommée  par  M.  Cay- 
ley  la  forme  absolue.  Le  discriminant  de  cette  forme  est  nul;  donc  la  forme 
adjointe  est  un  carré  parfait,  et  l'on  reconnaît  sans  difficulté  qu'elle  est 
égale  au  carré  de  ru  +  r'v  ■+-  r'w.  Nous  avons  posé 

CL  =\{x  coscp  -7-_^sincp  —  hz), 
P  =  \x{x  cos^'  -i-JK  sintp  —  kz), 
Y  =  V  (a?  cos6  -f-_^  sinO  —  Iz), 

et,  par  suite,  la  forme  absolue  a  pour  expression  générale 

(Xacosç  ■+-  |JiPC0s4'  -I- vw  ces 0)2-1-  (Xjisincp  -4-  [it-  sin']>  4- vw  sinO  * 
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OU,  en  développant, 

—  2[jiv.ptv  cosA  —  ivl.wu  cosB  —  aXtx.MP  cosG. 

18d.  Angle  de  deux  droites.  —  Soient  A,   A'  deux  droites,    ayant   pour 
équations  respectivement 

ua -+- ^p -H  Mf'Y  =  o,  îf'a  +  p'P -+- (v'y  =  o. 

En  posant  (D,  D')  =  V,  on  a 

r.osV  — 

Le  numérateur,  eu  égard  aux  formules  (3),  a  pour  expression 

(Pi<  +  PV-+-P"(v)(P«i'-{-P't^'^-  ?"w') 
H-  (Qîi  +  Q'i^  -1-  QV)(Qif'-i-  QV'-+-  Q"»/). 

Or  il  est  évident  que  cette  expression  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient 
de  X  dans  le  développement  de  ^{u  -\-\u' ,  v-^-\v',  w  -\-\w')\  donc 

I  /    , d*         ,d^  ,  d^ 

-  [  Il  -. V-  V \-  w  —7 

1  \      du  dv  0^ 

(  7  )  cos  V  =  ■ 


\/'î>{u,  v,  w)  'P{u',  i>',  w' ) 
On  a  de  même 

sinV^-^"'-"'"» 


y/itj  -r-  i>l  ^u'^  -+-  v'^ 
c'est-à-dire 

,„,  .    ,,        r{vw' — wv') -{- r'iivu' — uw')-^t'"(uv' — vu') 

(8)  sinV=  j======:z===^ -' 

La  condition  d'orthogonalité  des  deux  droites  A,  A'  est  donc 

(9)  u- V-v H  w  3—  =  o. 

ou  ov  ow 

S'il  s'agit  de  coordonnées  normales,  on  obtient 

(  uu' -\- vv' -\- ww' — {vw'  -\-  wv')  cosP^ 
(10) 

(  —  {wu' ^  uw')  cosB  —  {uv' -{-  vu')  cosG  —  o. 

On  obtient  d'ailleurs  cette  condition  directement  en  exprimant  que 

{u  coscp  -+-  V  cos(|;  -+-  w  cosO)(a'  coscp  +  v'  cosiii  H-  w'cosô) 

4-  (  it  sin  çp  +...)("'  sin  cp  -H  ,..)  =  o. 

En  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  sinV,  on  retrouve  la  condition  de  pa- 
rallélisme que  nous  avons  déjà  obtenue  (180). 
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180.  Distance  de  deux  points.  —  Le  carré  de  la  distance  des  deux  points 
{x,  y,  z),  {x',y,z')  a  pour  expression 

(ys'—zyy-h(zx'-xz'y- 
^  = ^iTi ' 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  formules  (2)  et  (6), 

(,.«  +  , •'p-+-/'''Y)2(/-a'+/-'[i'-f-/'"Y')2'  "^ 

D'après  cela,   l'équation  *(Py' — yP'>  ya'  — ay',  (x'^'—^a')  —  o  représente 
les  deux  droites  isotropes  issues  du  point  (a',  p',  y')* 

187.  Distance  d'un  point  à  une  droite. —  La  distance  du  point  (a7i,^i,  Zi) 
à  la  droite  (u,  v,  w)  a  pour  expression 


d 


I    UiXi-i-  Viyi-+-WiZi 


z, 


/ûf 


^_  D(uxi-hv^i-hw-(i) 

""  {rai-hr'^i-V-  r'^t)  ^<p{u,  i>,  w)' 

188.  Trouver  les  équations  des  bissectrices,  des  médianes,  des  hau- 
teurs, etc.  du  triangle  de  référence.  —  Pour  plus  de  simplicité,  nous  sup- 
poserons qu'il  s'agisse  de  coordonnées  normales;  mais  les  méthodes  s'appli- 
queraient à  des  coordonnées  trilinéaires  quelconques. 

1°  La  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A,  étant  le  lieu  des  points  situés  à 
égales  distances  des  côtés  AB  et  AC,  a  pour  équation  ^  —  ^(-^  o. 

La  bissectrice  extérieure  du  même  angle  a  pour  équation  p  h- y  =  o  ; 
car  les  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  bissectrice  aux  côtés  AB,  AC 
ont  des  signes  contraires.  On  vérifie  ainsi,  d'ailleurs,  que  ces  deux  bissec- 
trices sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  côtés  AB,  AC. 

Les   trois  bissectrices   intérieures,  ayant  respectivement  pour  équations 

S 
P  —  Y  ~  ^'  ï  —  a  =  o,  a  —  p  =  o,  se  coupent  au  point  a=p  =  Y=— >/>  dé- 
signant le  demi-périmètre  du  triangle  de  référence.  On  vérifie  ainsi  que   le 
rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à  —  ;  on  peut  ajouter  que,  les  coordonnées 

du  centre  de  ce  cercle  étant  égales,  on  peut  les  supposer  égales  à  l'unité. 

On  voit  de  même  que  deux  bissectrices  extérieures  et  une  bissectrice  inté- 
rieure concourent  en  un  même  point,  qui  est  le  centre  de  l'un  des  cercles  ex- 
inscrits au  triangle  de  référence.  Ainsi,  par  exemple,  les  trois  bissectrices 
a-f-p  =  o,  a-<-Y=o,  p  —  Y  =  o  concourent  au  point  —  a  =  p  =  y  ;  d'où  l'on 

S 
tire,  pour  le  rayon  r«  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  AB  :  ra— • 

Les  coordonnées  dii  centre  de  ce  cercle  sont  —  i,  i,  i. 
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1°  Médianes. —  Le  sommet  A,  ayant  pour  coordonnées  i,  o,  o,  la  parallèle 
à  BG  menée  par  A  a  pour  équation  (181)  6p-4-CY  =  o;  donc  la  médiane 
issue  du  sommet  A,  étant  la  conjuguée  harmonique  de  cette  parallèle  par  rap- 
port aux  côtés  AB,  AG,  a  pour  équation  b^  —  cy  =  o. 

Les  deux  autres  médianes  ayant,  d'après  cela,  pour  équations 

cy  —  <T«  =  o,         «a  —  6^  =  0, 

,     .  .       /  I     I      )\ 

on  voit  que  ces  droites  se  rencontrent  au  point  I  —5  v'  -  )• 

Avec  des  coordonnées  barycentriques,  les  médianes  ont  pour  équations 

P  — T  =  o,         ^^  —  a^o,         a— p  =  o, 

et  leur  point  de  concours  a  pour  coordonnées  i,  i,  i,  ce  qui  est  évident  a 
priori^  puisque,  G  étant  le  centre  de  gravité  du  triangle,  les  trois  triangles 
GBG,  GGA,  GAB  sont  équivalents. 

3°  Hauteurs.  —  L'équation  de  la  hauteur  issue  du  sommet  A  est  de  la 
forme  p  -t-  Xy  =  o.  En  exprimant  que  celte  droite  est  perpendiculaire  au 
côté  BG,  la  condition  trouvée  plus  haut  (183)  donne 

\  cosB  -4-  cosG  =  o. 

On  obtient  donc  pour  la  hauteur  cherchée  l'équation 

PcosB  —  YCOsG=:o; 

c'est  ce  que  l'on  vérifie  en  calculant  le  rapport  des  distances  du  pied  de  la 
hauteur  aux  deux  côtés  AB,  AG. 

Les  deux  autres  hauteurs  ont  pour  équations 

ycosG  —  acosA  =  o,         acosA  —  pcosB  =  o; 

on  en  conclut  immédiatement  que  les  trois  hauteurs  se  rencontrent  au  point 

dont  les  coordonnées  normales  sont  proportionnelles  à -,  =:  ,  ^' 

cosA     cosB     cosG 

4°  Perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés.  —  La  perpendiculaire  élevée 
au  milieu  D  de  BG  a  une  équation  de  la  forme 

Xa  -+-  6p  —  cy  =  o  ; 

en  exprimant  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à  BG,  on  trouve 

X  =  6  cos  G  —  c  cos  B  ; 
son  équation  est  donc 

a  sin  ( B  —  G )  -h  p  sin  B  —  Y  sin  G  =  o. 
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On  trouvera  de  même  pour  les  deux  autres  perpendiculaires 

P  sin(G  —  A)  -i- Y  sinC  —  asinA  =  o, 
Y  sin(A  —  B)  -h  «sinA  —  p  sinB  =  0. 

On  vérifie  aisément  que  ces  trois  droites  se  coupent  au  point  ayant  pour 
coordonnées  cosA,  cosB,  cosG. 

5°  Équations  des  perpendiculaires  mene'es  à  l'un  des  côtés,  par  ses  extré- 
mités. —  On  trouve,  par  la  même  méthode,  que  les  perpendiculaires  menées 
par  G  et  B  respectivement,  au  côté  BG,  ont  pour  équations 

acosG-+-|3  =  o        et        acosB-HY  =  o. 

Kn  remarquant  que  l'équation 

sinB(a  cosG  -1-  P)  -H  sinC(a  cosB  -t-  y)  =  o 

représente  la  droite  de  l'infini,  on  voit  que  sa  conjuguée  par  rapport  aux  per- 
pendiculaires menées  aux  extrémités  de  BG,  c'est-à-dire  la  droite  équidistante 
de  ces  deux  dernières,  a  pour  équation 

sinB(a  cosG  -f-  (3)  —  sin  G(a  cosB  4-  y)  =  o; 

c'est  bien  l'équation  trouvée  plus  haut. 

189.  Soient  x^  jki,  -^i  et  x^,  y^,  z^  les  coordonnées  homogènes  de  deux 
points  Ml,  M2;  désignons  par  ai,  ^i,  yi  et  a2,  ^2,  Y2  ce  que  deviennent  les 
fonctions  a,  p,  y  quand  on  y  remplace  x^y^  z  successivement  par  x^^yxt  z\ 
et  a72,^2,  -S2-  Si  l'on  pose  a?  =  ari -t-  Xx^^  y  =_^i-t-  Xy^,  z  =  Zi-^  Izi,  a,  p,  y 
deviennent  ai -f- Xa2,  Pi-i-Xp2,  Yi  "*"  ^Tî  ^^  sont  les  coordonnées  trilinéaires 
d'un  point  de  Mj  M2.  On  voit,  d'après  cela,  que  tout  ce  qui  a  été  dit  au  n°  171, 
concernant  les  coordonnées  homogènes,  s'applique  aux  coordonnées  trili- 
néaires. 

Gonsidérons  de  même  deux  droites  (ui,  Vi,  wy)  et  («2,  Vi,  w^).  Le  rapport 
anharmonique  du  faisceau  formé  par  ces  deux  droites  et  parles  deux  droites 

(Ui-hl  Ui,    i>i-hll>i,    Wi-i-lw-i),       (Ui-h  [lUo,   i'i-i-  [IVi,    tï^i-f-  |J!.(V2) 

est  égal  à  —  •  Par  suite,  le  faisceau  est  harmonique  si  X  -i-  [j,  =  o.  Lorsque  les 
paramètres  variables  X,  jj.  sont  liés  par  l'équation 

(1)  AX[ji-HBX-f-G[JL  +  D  =0, 

on  dit  que  les  droites  X,  ^i  se  correspondent  homographiquement;  elles  sont 
en  involution  si  B  =  G. 

Plus  généralement  considérons  quatre  droites  quelconques  Ai,  A2,  A3,  A^  dé- 
finies par  les  paramètres  (ui,  Vi,  wi),(u2,  Vz,  iv^),  («3,  ^3,  «'3),  {u^,  t'i,  w^); 
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on  dit  que  les  droites 

(ui-h  liii,  Vi+lv^,  wi-h  "kw^)     et     {U3-h  iiu,,,  v^-h  [xvi,,  W3+ [iwi,) 

tracent  deux  faisceaux  homographiques  si  X  et  |ji  satisfont  à  l'équation  pré- 
cédente. Supposons  que  Aj  et  Ag  correspondent  à  A3  et  A;.  Dans  ce  cas  l'équa- 
tion (i)  doit  être  vérifiée  quand  X  =  o,  [x  =  o  et  aussi  quand  X  et  [jl  sont  infi- 
nis; donc  A  =  o,  D  =  o;  elle  se  réduit  donc  à  [x  =  kl,  k  étant  une  con- 
stante. Par  suite,  la  droite  [x  aura  pour  coordonnées 

W3H-XA-M4,       Ç'3-i-XA-f4,       W3-{-lkiV!,, 

ou,  en  posant  u'^  —  ku^,  v'^  =  AP4,  w[  =  kwi,  : 

U3-hXu,,,      V3-hlv',,,      Ws-hlw',,. 

On  peut  donc,  en  multipliant  par  un  facteur  convenable  les  coordonnées 
de  A4,  définir  l'homographie  par  les  systèmes 

t<l-f-Xw2,       Vi-hXVi,       Wi-hXWi, 

Us-hlu,,,     t's+Xt^^,     Ws-^lw,,,  •  j 

et  il  devient  ainsi  évident  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  du 
premier  faisceau  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  cor- 
respondantes du  second  faisceau. 

EXERCICES. 

1.  Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  tels  que  les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  A,  B,  G  du  premier  sur  les  côtés  B'C,  C'A',  A'B'  du  second 
soient  concourantes,  il  en  est  de  même  des  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  du  second  triangle  sur  les  côtés  du  premier.  Montrer  que  si  la  même 
propriété  a  lieu  aussi  pour  les  perpendiculaires  abaissées  de  A,  B,  G  sur  G' A', 
A'B',  B'C',  elle  aura  encore  lieu  pour  les  perpendiculaires  abaissées  de  A,  B,  G 
sur  A'B',  B'C',  G' A'. 

2.  On  dit  que  deux  points  M,  M'  sont  réciproques  quand  leurs  coordonnées 
trilinéaires  vérifient  les  relations 

aa'=:  PP'  =  Y'f'. 

Connaissant  les  coordonnées  normales  d'un  point  M,  calculer  celles  du  point 
réciproque  M'.  Application  à  l'orthocentre  et  au  centre  du  cercle  circon- 
scrit. 

3.  Prouver  que  les  symédianes  d'un  triangle  sont  concourantes  et  calculer 
les  coordonnées  normales  de  leur  point  de  concours. 

—  On  nomme  symédiane  relative  à  un  angle  la  symétrique  de  la  médiane 
partant  du  sommet  de  cet  angle  par  rapport  à  la  bissectrice  du  même  angle. 
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i.   Trouver  un  point  M  tel  que 

mab  =  mm:  =  mca  =  o, 

0  étant  un  angle  donné  et  ABC  désignant  le  triangle  de  référence. 

5.  En  prenant  pour  a\es  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  de  référence, 
trouver  les  coordonnées  normales  d'un  point  dont  on  donne  les  coordonnées 
rectilignes. 

6.  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle  H  (orthocentre);  le 
point  de  concours  des  médianes  G  (centre  de  gravité)  et  le  centre  0  du 
cercle  circonscrit  sont  en  ligne  droite,  et,  en  outre,  GH  =  2 GO. 

7.  Former  l'équation  de  la  droite  OGII. 

8.  Former  l'équation  de  la  droite  joignant  les  centres  du  cercle  inscrit  et 
du  cercle  circonscrit. 

9.  Même  problème  pour  chacun  des  cercles  exinscrits. 
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INVARIANTS. 


190.  On  sait  (Cours  d'Algèbre,  t.  II,  p.  198)  que  le  discriininant  d'une 
forme  quadratique  est  un  invariant.  Nous  nous  proposons  d'examiner  le 
cas  où  la  substitution  linéaire  est  une  transformation  de  coordonnées. 

Considérons  d'abord  la  transformation  sans  déplacement  d'origine.  Soient 
X,  y  les  anciennes  coordonnées  d'un  point  M  et  X,  Y  ses  nouvelles  coor- 
données. Les  paramètres  principaux  de  la  demi-droite  OX  étant  (a,  ^)  et 
ceux  de  OY  :  (a',  P'),  les  formules  de  transformation  sont 

(I)  a7  =  aX-f-a'Y,         jK=pX-f-p'Y. 

En  désignant  par  0  l'angle  (Oj:-,  O^)  et  par  6'  l'angle  (OX,  OY)  et  en 
supposant  le  plan  orienté  suivant  la  convention  ordinaire,  on  a  en  grandeur 

et  sisrne 

sinO'=(,a^'— 3a')sinO. 
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Le  déterminant  a^' —  ^a'  est  précisément  le  module  [x  de  la  substitution  (i). 

On  a  donc 

sinO' 

On  peut  vérifier  ce  résultat  :  on  sait  que 

x^^ixycos^-T-y^^  X2+ 2XY  cosO'-i- ¥«; 

or  les  discriminants  de  ces  formes  sont  respectivement  sin^ô  et  sin^ô';  par 
suite,  le  discriminant  étant  un  invariant,  sin2  6'=  sin2  6.[j.2. 

Gela  posé,  la  forme  Aa72  + aBar^ -H  Gjk^  devient,  après  la  transformation 
de  coordonnées,  A'X^+aB'XYn-  G'Y^,  de  sorte  que 

Ax^-h-iBxy  -+-  GjK^  =  A'X2-i-  aB'XY  +  G' Y^, 

et  par  conséquent 


d'où,  en  remplaçant  [jl^  par 


A'G'— B'2=(AG  — B2)[x2; 
sin26' 


sjn26 
A'G'— B'2       AG  — B2 


On  a  donc  ce  théorème  :  Quand  on  effectue  sur  la  forme  A 372-1-  ^Bxy  -h  Cy^ 
une  transformation  de  coordonnées  sans  déplacement  d'origine,  l'expression 

AG  — B2 

sin26 
reste  invariable. 

Effectuons  maintenant  la   transformation  la  plus  générale  sur  la  forme 
quadratique 


en  posant 


-^-ihxy  -\-  Gy2 -^  iT> xz  ~\-  1  Eyi 

^  =  aX  +  a'Y-ha"Z, 
JK=pX-^P'Y-t-P"Z, 
z=  Z. 


sin6' 


Le   module   de   la  substitution  est  encore  égal  à  aS' —  3a'  ou  — : — pri  cette 

'         '  sinO 

substitution  change  la  forme  quadratique  donnée  en  une  nouvelle  forme,  de 

sorte  que 


Ax^-h. .  .-H  Fz2=  A'X2-i-. .  .4-  F'Z2. 


Si  l'on  pose 


A 

B 

D 

B 

G 

E 

D 

E 

F 

A'  B'  D' 
B'  G'  E' 
D'     E'     F' 


=  ^\ 


A'  =  A  [Ji2 
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A'      _       A 
^"  sin^O'  ~  sin^e* 


D'après  cela,  si  l'on  cd'ectuc  le  changement  de  coordonnées  représenté  par 
les  formules 

a:-  =  aX-f-a'Y-4-a",         JK  =  PX -i- p' Y -f- p", 

dans  le  polynôme  Ax^-\-  2Tixy  -h  Cy-  -f-  iDx  ■+■  -zEy-^  F,  l'expression    . 
reste  invariable;  ce  qui  signifie  que, 

A'X2-t-  2B'XY  -+-  C  Y2-f-  aD'X  h-  îE'Y  -f-  F' 

désignant  le  nouveau  polynôme  du  second  degré  obtenu  par  la  substitution 

'    '  1  i>  -A'  ,         .  ,  A 

précédente,  1  expression    .    ,^,  aura  la  même  valeur  que  —. — r  • 

191.  Considérons  deux  formes 

A  a^2 -i- 2 B iTK -^  GjK^        et        Aia^î-t- 281^7/ h- Ci^^ 

Si  ces  formes  se  transforment  en 

A'X2  +  2 B'XY  -i-  G'  Y2         et        A;  X'-  +  2 B'^  XY  -^  C\  Y^, 

on  en  déduit  l'identité 

(A -i- XA,):F2-i-. .  .s(A'H- XA;)X2-4-.  . .; 
donc 

(A'-i-XA'i)(G'  +  XG;)— (B'4-XB',)2^[(A  +  XA,)(G  +  XGi)-(B-4-XBi)2][ji2, 

et,  par  conséquent,  cette  identité  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée 
à  X,  les  coefficients  de  X  doivent  être  les  mêmes  dans  les  deux  membres,  ce 
qui  donne 

A' G',  -f-G'A'i— 2B'B'i  =(AGi-f-GAi  — 2BB,)f'- 

Donc,  si  l'on  fait  une  transformation  de  coordonnées,  on  aura 

\'C\  +C'A'^— 2B'B;  _  AG,-t-CAi  — 2BB, 
sin2Ô'  ""  sin^e 

En  particulier,  puisque  x^-{-  ixy  cosQ  4-^25=  X2-+-  2XY  cos6'4-  Y^,  on  a 

A'-4-G'— 2B'cosO'  _  A-4-G  — 2Bcose 
sin^e'  ~  sin20 

Il  est  clair  qu'un  déplacement  de  l'origine  sans  changement  de  direction  des 
axes  n'altère  pas  les  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degré  d'un  poly- 
nôme ;  donc  en  résumé,  en  posant  AG  —  B2=8,  A-j-G  —  28  cos6  =  tj  quand 
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on  effectue  sur  le  polynôme  du  second  degré 

A x^ -\-  iB cvj  -+-  Cy^ -t-  2 D 37  +  2 Ey  —  F 

la    transformation    de    coordonnées    la    plus    générale,    les   trois   quantités 

0  v)  A  -Il 

-: — r>     .    - ,  >  -r-—r  restent  invariables, 
sin'-^e     sin^O     sin^O 

Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'on  ne  doit  supprimer  ni  introduire 
aucun  facteur  commun  aux  coefficients  A',  B',  ...,  F'  du  polynôme  trans- 
formé. 

192.  Application.  —  Considérons  la  forme  suivante  :  (\x  -{-Byy  ou 
A^x"^ -h -iABxy -hB^y^.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 

A2-f-B-^— aABcosO 
sin^O 

reste  invariable  quand  on  fait  une  transformation  de  coordonnées. 
Gela  étant,  soit 

Ax-\-  By  +  C  —  o 

l'équation  d'une  droite  A;  si  l'on  effectue  une  transformation  de  coordonnées, 
de  façon  que 

Aa^  +  Bj -f- G  ==  A'X -^  B'Y -h  C, 
on  aura  aussi 

(Aar+BjK  +  C)sinO  _    (A'X -t- BT  h- G')  sinO' 
v/A2+B'^— 2ABcos6  ~  v/Â^2~rB'2_  ^a'B' cosO' 

Ainsi  l'expression 

(A^  +  BjK-+-G)sinO 

/A2  4-B2— 2ABcosO' 

dans  laquelle  x,  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M,  n'est  pas 
altérée  par  la  transformation  de  coordonnées  la  plus  générale;  elle  représente 
une  longueur,  comme  on  s'en  assure  aisément.  Or,  supposons  que  l'on  prenne 
pour  nouvel  axe  des  x  la  droite  A  elle-même  et  pour  axe  des  jk  une  perpendi- 
culaire à  A  ;  nous  aurons  A'  =  G'  =  o,  6'  =  90",  et  par  suite 

(Aa7H-BjK  +  G)sinO   _   B^  _  -4-  v 
/A2-1-B2— 2ABCOSO  ~  v/F2  ~  ~ 

On  en  conclut  que  la  distance  d  du  point  {x,  y)  à  la  droite  A  a  pour  ex- 
pression 

,    (Aa7-}-Br-+-G)sinO 

v/A2-f-B2— aABcosU 
G'est  la  formule  démontrée  plus  haut. 


CHAPITRE  Y. 

FAISCEAUX  DE  DROITES. 


193.  Une  équation  algébrique  de  degré  supérieur  au  premier  peut 
représenter  un  système  de  droites,  comme  le  montrent  les  exemples 
suivants. 

1°  Une  équation  à  une  seule  variable  y(:r)  ==  o  représente  des 
droites  parallèles  à  l'axe  des  j^. 

En  effet,  à  toute  solution  .r  =  a  de  cette  équation  correspond  une 
parallèle  à  l'axe  des  y. 

Si/(^)  est  un  poljnome  entier  en  x,  de  degré  m,  l'équation  pré- 
cédente se  décompose  et  représente  m  droites  parallèles  à  l'axe 
des  j^;  comme  cette  équation  peut  avoir  des  racines  imaginaires  ou 
des  racines  égales,  nous  dirons  que  l'équation  représente  m  droites 
réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  confondues. 

Par  exemple,  l'équation  x^  —  à^  z=  o  se  décompose  en  deux  autres, 

savoir 

X  —  a  =  o         et         x-->r  ax -\- a^  =  o\ 

elle  représente  une  droite  réelle,  ^r  =  «,  et  deux  droites  imaginaires 
conjuguées.  Pareillement,  une  équation  algébrique  de  la  forme 
f{y)  =  G  représente  des  parallèles  à  l'axe  des  x. 

2°  Une  équation  algébrique  homogène  à  deux  variables 

f{x,y)  =  o 

représente  un  faisceau  de  droites  passant  par  l'origine.  Supposons, 
en  effet,  que  f(x^y)  soit  un  poljnome  homogène  de  degré  m;  on 
sait(C.  A.,  t.  II,  p.  546)  que  ce  polynôme  peut  être  mis  sous  la 
forme  d'un  produit  de  facteurs  homogènes  linéaires 
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ce  qui  prouve  que  l'équation  proposée  se  décompose  en  plusieurs 
autres,  homogènes  et  du  premier  degré;  donc  elle  représente 
m  droites  passant  par  l'origine,  qui  d'ailleurs  ne  sont  pas  néces- 
sairement distinctes  ni  toutes  réelles. 

Le  résultat  précédent  est  général;  toute  équation  homogène  en  x 
et  y^  algébrique  ou  transcendante,  ne  représente  que  des  droites 
passant  par  l'origine. 

3°  Une  équation  transcendante  peut  aussi  définir  un  système  de 
droites.  Ainsi  l'équation 

sino?  =  o 
est  équivalente  à 

X  =  /CTT, 

k  désignant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif;  elle  représente 
donc  une  infinité  de  parallèles  à  l'axe  des  j^. 

L'équation 

sinip  =  sin^ 

représente  une  double  infinité  de  droites  définies  par  les  équations 

y  =  X  -^  ik-K,        y=  —  a; -h  a/i'TT -H  TT. 

Ces  droites  forment  un  réseau  de  carrés  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  bissectrices  des  angles  formés  par  les  axes. 

Faisceaux  du  second  degré. 

194.  L'équation 

(i)  Ax^+7.Bxy-hCy^=o 

représente  deux  droites  passant  par  l'origine.  Cherchons  dans  quel 
cas  ces  droites  sont  réelles. 

En  supposant  d'abord  C  ^  o,  nous  remarquerons  que,  si  m  et  m', 
sont  les  racines  de  l'équation 

(2)  G«2-i-2Bf-l-A  =  0, 

le  premier  membre  de  l'équation  proposée  se  décompose  en  deux 
facteurs  du  premier  degré  : 

kx^-\-  2Bxy-\-  Cy^;^  C{y  —  mx){y —  m'x); 
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par  suite,  en  posant  AG  —  B2=o,   il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 
i"  0  <;  o.  L'équation  (i)  représente  deux  droites  réelles  et  dis- 
tinctes. 

2"  0^0.  L'équation  (i)  représente  deux  droites  imaginaires  con- 
juguées. 

3°  8  =  o  ;  dans  ce  cas,  m  =  m',  de  sorte  que 

l'équation  (i)  ne  représente,  à  vrai  dire,  qu'une  seule  droite.  Mais, 
si  l'on  suppose  que  o  tende  vers  zéro,  les  deux  droites  qu'elle  repré- 
sente, distinctes  d'abord,  se  confondent  quand  ô  devient  nul.  On  dit 
alors  que  l'équation  (i)  représente  deua;  droites  confondues,  ou 
encore  une  droite  double. 

Lorsque  G  =  o,  l'équation  proposée  se  réduit  à  Ax--i-  ^Bxy^  o; 
elle  se  décompose  en  deux  équations  du  premier  degré,  et  repré- 
sente deux  droites  réelles  ^  =  o,  Ax  +  aBy  =  o.  Or,  dans  ce  cas, 
0  =  —  B^,  c'est-à-dire  8  <C  o.  Ge  cas  rentre  donc  dans  le  premier. 
Si  G  =  o,  B  =  o,  l'équation  se  réduit  à  A.r-=o;  elle  représente 
une  droite  double,  confondue  avec  l'axe  des  y;  mais  S  est  alors  égal 
à  zéro  :  c'est  conforme  au  résultat  du  troisième  cas. 

On  doit  d'ailleurs  remarquer  que,  si  (]  tend  vers  zéro,  une  racine  de 

l'équation  (2)  grandit  indéfiniment  et  l'autre  tend  vers x->  et  si, 

en  outre,  B  tend  vers  zéro,   les  deux  racines  grandissent   indéfi- 
niment. 

19o.  On  obtient  ces  résultats  par  un  autre  procédé  qu'il  est  utile  de  con- 
naître. Le  polynôme  (i)  est  décomposable  en  une  somme  de  carrés,  de  sorte 
que  l'on  peut  poser 

Aa?^H-  iBxy  -+-  Cy^;;^  t(ax  -h  by^-i-  t'{a' x  ■+-  b'y)-, 

£  et  s'  désignant  des  nombres  égaux  à  -t- i   ou  — 1  ou  à  zéro,  et  ab' —  ba 
étant  supposé  différent  de  zéro, 

La  substitution  y>.  =  ax~\-by,  Y  =  a'x-rb'y,  ayant  pour  module 
{i.  =  ab' —  ba' ,  fournit  l'identité 

EX2-4- £'Yî=  Aa;2+ aB^TK  4- C72. 

Donc  (C.  A.,  t.  II,  p.  536) 

0  =  ££'.|JLÎ. 
NiEWENQLÛWSKI.  —    G.  U/l.,  I.  lO 


l46  CHAPITRE   V. 

Par  suite,  si  8  <  o,  on  a  aussi  ££'<  o;  la  forme  est  alors  la  différence  de 
deux  carrés,  c'est-à-dire  un  produit  de  deux  facteurs  réels  du  premier  degré  : 
l'équation  (i)  représente  deux  droites  réelles.  Si  3  >  o,  on  doit  supposer 
s£'>o;  le  polynôme  (i)  est  la  somme  de  deux  carrés,  l'équation  représente 
deux  droites  imaginaires  conjuguées.  Enfin  si  S  =  o  l'un  des  nombres  s,  e'  est 
nul,  on  a  une  droite  double;  on  écarte  le  cas  oùA  =  B  =  G=o  qui  corres- 
pond à  £  =  s'  =  o. 

196.  Trouver  L'angle  des  droites  représentées  par  l'équation 
(i)  Aa72-f- 2Ba7jKH-Cj2_  o. 

Soit  9  l'angle  des  axes;  il  s'agit  de  calculer  l'angle  V  défini  par  la 

formule 

(m' —  m.)  sinO 


tangV 


I  -h  mm' -h  (m  -i-  m')  cosO 


On  a  formé  plus  haut  l'équation  aux  coeffîcienls  angulaires;  on 

en  déduit 

,      A  ,  aB 

m' —  m=^±  \/{m  -^  m')-  —  4  "i"i'  =  ± 


G       ' 

en  substituant  dans  la  formule  précédente,  on  obtient 

,,        ,    9./—  Ô  sin8 
(•i)  tangV=±-^— ^^ 

Si  m  ou  m'  est  infini,  on  vérifie  sans  peine  que  cette  formule  sub- 
siste. 

197.  Condition  d' orthogonalité.  —  Pour  que  tangV  soit  infini, 
il  faut  et  il  suffit  que  i\  =  o,  c'est-à-dire 

A  -H  G  —  aB  cosO  =  o. 

198.  Remarques.  —  I.  On  peut  diriger  autrement  le  calcul  en  posant 

Aa72_j_  i^xy  -t-  Cy^  —  {bx —  ay)  {b'  x  —  a' y) 

et  en  partant  de  la  formule 

,„.  -.  (ab' — 6a')sinO 

(3)  tangV=  ^  ' 


aa' -\-  bb' -\-  {ab' -\-  ba')  cos^' 
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on  a  en  effet 

aa'=  C,         Ob'— A.,         ab'-r-ba  =  —  2B, 
ab' — ba'  —  ±fJ{ab'-\-ba'Y —  ^aa! bb'  =  rfc  2  y/ —  0. 

En  particulier,  la  condition   d'orthogonalité  des  deux,  droites  s'obtient  en 
posant 

aa! -\-  bb' -h  {ab' -r-  ba')  cosO  =  o. 

II.  La  théorie  des  invariants  permet  de  trouver  très  facilement  tangV. 
Pour  plus  de  précision,  supposons  les  droites  réelles  et  distinctes  et  prenons- 
les  pour  axes,  en  posant 

Aa72-f-2Bx7+Cj2=  aB'XY. 

Il  suffira  d'éliminer  B'  entre  les  équations 

0      _ — B"-  rj      _  — îB'cosV 

SI n26  ~  sin^V '  sin^O  ~"        sin^V 

199.  Déterminer  le  signe  que  l'on  doit  choisir  dans  la  formule  (-2)  pour 
que  V  soit  l'angle  formé  par  les  demi-droites  du  faisceau  qui  sont  di- 
rigées du  côté  des  y  positifs.  —  Si  l'on  suppose  que  (a,  b)  soient  les  para- 
mètres directeurs  de  la  première  des  deux  droites  avec  laquelle  l'axe  des  x 
se  confondrait  s'il  tournait  autour  de  l'origine  dans  le  sens  positif,  la  for- 
mule (3)  donne  l'angle  dont  il  s'agit.  Or,  si  nous  supposons  b  =  b'  —  i,  on 
aura  évidemment  a  —  «'  >  o  ;  et  par  suite 

a  —  a'  =  -+■  y/(  a  -F-  a')2  —  4  aa'. 
D'autre  part, 

\x^-h  iBxy  ■+-  Gy^=  \.{x  —  ay)  (x  —  a'jr), 

et  par  conséquent 

2B  ,       G  ,  /^ 

a-h  a  = —i         aa  —  -y  a  —  a=4-2  -■ .-  ; 

A  A  ^j^2 

il  faut  donc  poser 

,         1  / —  0 

a  —  a  =e  — , 

A 

ce  qui  donne 

-,         2  J —  0  sinO 
tangV  =  £  —!- , 

e  étant  égal  à  -f- 1  quand  A  et  positif  et  à  —  i  quand  A  est  négatif. 
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200.  Exprimer  que  les  deux  faisceaux  représentés  par 
\x^+  iBxy  -\-  G72  —  o,         A' 372-!-  i&xy  +  Cy'^=  o 
sont  conjugués  harmoniques. 

1°  Nous  supposons  que  les  droites  du  premier  faisceau  donL  les 
coefficients  angulaires  sont  m),  m^-,  soient  conjuguées  par  rapport 
aux  deux  droites  du  second  faisceau,  ajant  pour  coefficients  angu- 
laires m3,  m^.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est 

( /»i  -H  /wj  )  (  ^3  -f-  7W4  )  =  2  (  ini  ni'i  +  /na  m^.  ), 

c'est-à-dire 

—  2B       —  2B'         /A       A' 


G      ^      G'      ~^VG"^G' 

ou,  sous  forme  entière, 

AG'+GA'— 2BB'  =  o. 

2°  La  condition  est  toute  différente  si  l'on  suppose  que  les  rayons  con- 
jugués appartiennent  à  des  faisceaux  différents.  Il  s'agit  alors  d'exprimer,  au 
moyen  des  coefficients  des  équations  données,  la  condition  suivante  : 

(mi-l-  ni'i)  (rn^-+-  m;,)  =  2  (wim^-t-  m^ni'^), 

ou,  en  développant, 

nii  /n2  -r-  niz  rn<^  —  /?ii  ( 2  nx^  —  «14)  +  nXi  ( 2 in-^  —  ms ). 

Le  premier  membre  est  connu;  pour  calculer  le  second,  posons 

u  —  m^i^im-i —  /n^)  -t-/?i2(2mv —  «13) 

et  considérons  l'expression  obtenue  en  permutant  /«i  et  m2,  savoir 


ce  qui  donne 


et,  par  suite. 


u-\-v=      (nîi4- W2)(W3-t-  "H)  =  -qqT 

u  —  v  =  3(mi—  m^)  (rris—  lUi)  =±  — ^qt— 

2BB'±6v/ôo^ 
"=  GG^ • 
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La  condition  cherchée  est  donc 

AC -f- CA' -  a  BB' =  ±  G  v/3ô^ 
ou 

IP  — 36.o8'=o 

en  désignant  par  II  l'invariant  harmonique  AC'-t-CA' — 2BB'. 
On  arrive  aux  résultats  précédents  par  la  théorie  des  invariants. 
Dans  le  premier  cas,  posons 

Deux  droites  conjuguées  harmoniques    par    rapport  aux  droites  =- 

Y  =  0  ont  des  équations  de  la  forme  aX  H-  6  Y  =  o,  a'X  -+-  b'X  =  o  avec  la 

condition 1 ;  =  o  ou  ab' -h  ba'  =  o.  Mais,  si  l'on  suppose 

a        a 

«X2-t-2PXY  +  wY2=(aX-l-6Y)(a'X-f-6'Y), 

ou  voit  que 

ab' -\-  ba'  =^  iv; 

il  s'agit  donc  d'exprimer  que  v  =  o.  Or 

AG'-h  CA'— 2BB' =  —  2C  [Jl2  ; 

donc  la  condition  demandée  est  II  =  o. 

En  second  lieu,   si  les   rayons  conjugués  n'appartiennent  pas  à  un  même 
faisceau,  nous  poserons 

A  x'^ -\- o.B  X y  ^  G  j2_  uXi-i^-xv  XY 
Mx'^-^iWxy -v-C y^=  iv'XX  -^w'Y'^ 

et  nous  exprimerons  que  uX-\-iv\  =  o,  iv'X-\-w'Y  =  o  représentent 
deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  X  =  o,  Y  =  o. 
La  condition  est  uw' -\-  \vv'  :=  o. 

Or,  \x  étant  le  module  de  la  substitution  qui  permet   de  passer  des  va- 
riables X,  Y  aux  variables  x,  y,  on  a 

(1)  0     =_c2j^2, 

(2)  8'   =_t,'2jji2, 

H  =  {uw'—-i.vv')\L^\ 
ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  trouvée  plus  haut, 

(3)  \l  =  —  ^vv'\i?. 

Il  reste  à  éliminer  v\l  et  v'  \i.  entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  ce  qui  se  fait 


l5o  CHAPITRE  V. 

sans  difficulté  et  l'on  trouve  la  relation  H2=36.8o'.  Il  convient  de  remar- 
quer que  ces  l'ésultats  subsistent  avec  des  coordonnées  trilinéaires. 

Remarque.  —  La  condition  d'orthogonalité  r^  =  o  exprime  que  les  côtés 
d'un  angle  droit  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  droites  isotropes 
menées  par  son  sommet,  ce  que  nous  savions  déjà. 

201.   Trouver  V équation  des  bissectrices  du  faisceau 

Pour  que 

>i! x"- ^  ^W xy  ^  Q! y'^  =  o 

représente  les  bissectrices  du  faisceau,  il  faut  et  il  suffit  (comme  on 
le  démontre  sans  difficulté  en  s'appujant  sur  le  n"  146)  que  ces 
droites  soient  rectangulaires  et  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  droites  du  faisceau  donné,  c'est-à-dire  que  A',  Ë',  G'  vérifient 
les  deux,  équations 

A'-^C— 2B'cose  =  o,        AG'-i-GA'— 2BB'=o. 

Si  l'on  suppose  que  l'un  des  mineurs  A — C,  B  —  AcosO, 
B  —  GcosQ  soit  différent  de  zéro,  ces  équations  déterminent  les  rap- 
ports des  inconnues  A',  2B',  C;  on  aura  l'équation  cherchée  en  éli- 
minant A',  2B',  C  entre  les  équations  précédentes,  ce  qui  donne 

x"^        xy        y^  I 
I      —  cosO      I     j  =  o, 
G     — B  A    I 

ou,  en  développant, 

x^{A  cos^  —  B)  -{- xy(X  —  C)  -\- y^(B  —  Gcos6)  =  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites  réelles  quand  les  coeffi- 
cients A,  B,  C  sont  réels,  même  si  le  faisceau  donné  est  composé  de 
droites  imaginaires  conjuguées,  comme  le  montre  l'identité 

(A  — G)2— 4(AcosO  — B)(B  — GcosO) 
=  [2B  — (A-f-G)cos0]2-4-(A-  G)2sin2e; 

car  le  second  membre  est  toujours  positif,  si  l'on  écarte  l'hjpothèse 


FAISCEAUX  DE  DROITES.  Ul 

A  =  C,  B  =  Acos9,  pour  laquelle  le  faisceau  est  isotrope;  alors  les 
bissectrices  sont  indéterminées. 

202.   Remarque .  —  D'une  manière  générale,  si  les  coefficients 
de  l'équation 

(i)  Aa^î-f-aBa-j-i- C72  — o 

sont  réels  et  si 

(i)  A -+-C  — 2B  cosO  =  o, 

celte  équation  représente  deux  droites  réelles.  En  effet,  en  tenant 
compte  de  la  relation  (2),  on  trouve 

(A_-M^)2sin20  +  (A  — G)îcos28 


4cos2  0 

Conditions  pour  que  l'équation  du  second  degré /(a-,  y)  —  o 
représente  deux  droites. 

203.   Si  l'équation  du  second  degré  f{x^y)  ■=.  o  représente  deux 
droites,  on  a  identiquement 

/(^'  y)  =  {u^-^vy  -^-  w){u'x  -T-  v'y  -i-  w'), 

et,  par  suite,  en  posant 

f{cc,  y,  z)  s=  kx"^  -i-i^xy  -^  ^y--^  2  Dxz  -\-  aEyz  -+-  F-s^, 

on  aura 

f(x,  y,  z)  ^s  (  ux  -f-  pjK  -f-  ivz){u'x  -+■  v'y  -+-  w' z), 

d'oîi  il  résulte  que  la  forme  quadratique /(.r,  y,  jz-)  sera  la  somme  de 
deux  carrés  au  plus  et,  par  conséquent,  son  discriminant  A  sera  nul. 
Nous  obtenons  ainsi  une  condition  nécessaire  A  =  o.  Réciproque- 
ment, si  celte  condition  est  remplie,  f{^,  y,  -)  est  la  somme  de  deux 
carrés  distincts  ou  un  carré;  dans  les  deux  casf(x,y,  z)  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  linéaires  distincts  ou  non  et,  par  suite,  l'équa- 
tion f[x^y,z)  =  o  représente  deux  droites,  distinctes  ou  con- 
fondues. 

Discussion.  —  Les  coefficients  de/(vr,  j^,  z)  étant  supposés  tous 
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réels,  soit  o  le  discriminant  de  la  fonction  Kx--]r  "i^xy  +  Qy-  ou 
o[x,  y).  Nous  distinguerons  plusieurs  cas  : 

1°  0^0.  On  sait  alors  que,  le  discriminant  A  étant  nul  et  le  mi- 
neur symétrique  o  étant  différent  de  zéro,f(x^y,  z)  est  la  somme  de 
deux  carrés  distincts  ;  si  l'on  pose 

(i)  /(^5  J';  ^)^  z(lx  -h  my  H-  nzY-\-  z'  {V  x  +  m' y  -\-  n'  z^, 

on  a 

(2)  <:^{x,  y)^^z{lx  ■+- inyY-^  z{l'x  ■+- m'yy-. 

Le  discriminant  de  o[x^  y)  étant  différent  de  zéro,  cette  forme  est 
la  somme  de  deux  carrés  distincts;  donc  lui' —  nil'y^  o;  les  droites 
représentées  par  les  équations 

Ix  +  my  -i-n^  =  o,         r  X  -¥-  m'y  4-  n'2  =  o 

sont  concourantes;  il  en  est  donc  de  même  des  droites  représentées 
par  l'équation y(^,j^,  s)  =  o,  puisque  leurs  équations  peuvent  s'é- 
crire 

/      ^' 
Ix  -»-  m,y  -\-  nz  =  àz  i/ {V x  4-  m' y  -t-  n' z)\ 

on  voit,  en  outre,  que  ces  droites  sont  réelles  ou  imaginaires,  sui- 
vant que  £  et  e'  ont  des  signes  contraires  ou  le  même  signe,  c'est- 
à-dire  suivant  que  ô  est  négatif  ou  positif;  donc,  si  l'on  suppose 
A  =  o,  ô  <<  o,  l'équation  fi^x^y,  z)  =  o  représente  deux  droites 
réelles  et  concourantes. 

Si,  au  contraire,  on  a  A  =  o,  0  >-  o,  l'équation  considérée  repré- 
sente deux  droites  concourantes,  imaginaires  conjuguées. 

2°  0^0.  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres;  supposons  que  l'un 
des  mineurs  symétriques  AF  —  D-  ou  CF  —  E^  soit  différent  de 
zéro,  et  soit,  par  exemple,  AF  —  D-^o  :  la  forme  f{oc^y^  z)  est 
encore  la  somme  de  deux  carrés  distincts  et  l'identité  (1)  subsiste. 

L'identité  (2)  montre  que  Im' —  ml' =^  o,  puisque  c^[x,  y)  est  un 
carré  parfait  ;  donc  Ix  +  my  -\-  nz=-  o^  l' x  -\-  m'y  -{-  n'  z  =^  o  re- 
présentent deux  droites  parallèles;  d'ailleurs  ces  droites  sont  dis- 
tinctes, car  on  déduit  de  l'identité  (i),  en  y  faisant /y  =  o, 

(3)  A.r2+  ilixz  -\-¥  z^=  z{lx  +  nzy-^  t'  {V  X  -+-  n'  zY, 

et  comme  le  discriminant  AF  —  D-  du  premier  membre  est  différent 
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de  zéro,  In'  —  ni'  est  aussi  différent  de  zéro;  en  outre,  l'identité  (3) 
montre  que  e  et  e'  ont  le  même  signe  ou  des  signes  différents  suivant 
que  l'on  suppose  AF  —  D-  positif  ou  négatif;  donc,  si  l'on  suppose 
A=:o,  0  =  o,  AF  — D2<o,  l'équation /(a:, y,  ^)  =  o  représente 
deux  droites  parallèles  et  réelles.  Si,  au  contraire,  on  suppose  A  =  o, 
0  =  0,  AF  —  D2  >  o,  elle  représente  deux  droites  parallèles  imagi- 
naires; mais  la  direction  de  ces  droites  est  toujours  réelle,  car  elle 
est  donnée  par  l'équation  Ix -\-  my  =^  o  dont  les  coefficients  sont 
réels. 

Enfin,  si  A  =  G  et  si  les  mineurs  AC  —  B-,  AF  —  D^,  CF  —  E- 
sont  nuls  tous  les  trois,  l'identité  (i)  est  remplacée  par  celle-ci 

/(^,  y,  -s)  =  t{la;-+-  my  -f-  nz)^, 

et  l'équation  /(x,y,  z)  =  o  représente  alors  deux  droites  con- 
fondues. 

On  peut  donc  dresser  le  Tableau  suivant  : 

0  <  o  :  deux  droites  concourantes  réelles. 

8  >  o  :  deux  droites  concourantes  imaginaires. 

AF  — D2<  o  (ou  GF  —  E2<o)    :    deux    droites    parallèles 

réelles. 

AF  — D2>  0  (ou  GF  —  E2>  o)  :  deux  droites  parallèles 
o  i  imaginaires. 

AF  — D2=o,  GF  —  E2=o      :    deux  droites  confondues 

(à  distance  finie  si  A 
ou  G  est  différent  de  o). 

204f.  Lorsque  l'on  suppose  o  3?^  o,  on  peut  trouver  les  coordonnées  du  point 
de  concours  des  deux  droites.  En  effet,  les  équations  f^  =  o,/y  =  o  repré- 
sentent alors  deux  droites  concourantes;  soient  Xq,  yo  les  coordonnées  de 
leur  point  de  rencontre  et  posons  a7  =  aro-f-X,  y  =yo-i-Y ;  nous  obtien- 
drons ainsi 

/(^,j)-/(^o,7o)  +  X/;„+Y/;.„-^o(X,Y); 

mais/_i.^=  o,/^^  =  o;  d'autre  part,  fi,  fi,  f^  désignant  les  demi-dérivées  de/, 
si  dans  l'identité  d'Euler 

f  {x, y,  z)  =  xfi-\- yfi-^  zf-i 

on  pose  X  =  a^o,  y  =  ^o»  ^  =  i ,  on  obtient 

/(^o/o)  ^  DiFo-<-  E70-+-  F  =  o, 


A  =^  o 
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car,  en  vertu  des  hypothèses  A  =  o,  o  ^  o,  l'équation  y^  =  0  est  une  consé- 
quence des  équations/^  =  o,y|  =  o;  donc,  en  définitive,  réquationy(a^.j')  =  0 
se  réduite  <p(X,  Y)  =  0  ou 

\{x  —  XqY-\-  iB{x  —  Xq)  {y  —  j'q)  ^  Ciy  —  y^y-  =  o\ 

le  point  de  concours  des  deux  droites  a  donc  pour  coordonnées  précisément 
Xq  etjKo- 

Lorsque  A  =  o,  S  =  o,  si  l'un  au  moins  des  coefficients  A  ou  G  est  dif- 
férent de  zéro,  les  droites  représentées  par  l'équation  y  (a?,  ^)  =  o  sont  à  dis- 
tance finie;  en  supposant  par  exemple  K^o,  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre avec  l'axe  des  x  sont  les  racines  de  l'équation  A  rr^ -H  2  D a? -h  F  =0, 
ce  qui  explique  l'intervention  du  mineur  AF  —  D^  dans  la  discussion.  Re- 
marquons encore  que,  ?,if{x^y,z)  est  un  carré  parfait,  les  dérivés  y^,  y"^,  yi 
sont  proportionnelles  et,  par  suite,  la  droite  double  est  représentée  par  l'une 
ou  l'autre  des  équations y^=  o,fy=  o,yi  =  o;  il  est  bon  de  remarquer  que 
l'une  de  ces  dérivées  ou  deux  d'entre  elles  peuvent  être  identiquement  nulles. 
Enfin,  si  l'on  suppose  A  =  o,  G  =  o,  B  =  o,  l'équation  proposée  se  réduit  à 
zÇ-iDx-i-  ^Ey  -hFz)  =  o;  elle  représente  deux  droites  dont  l'une  est  à 
l'infini;  et  si  en  outre  D  =  o,  E  =  o,  l'équation  se  réduit  à  F^^^  o  et  repré- 
sente deux  droites  rejetées  à  l'infini. 

205.  Nombre  des  conditions  nécessaires  pour  que  l'équation  de  degré  m 
représente  ni  droites. 

1°  Les  m  droites  sont  concourantes.  —  Soient  Xo,  y^  les  coordonnées  du 
point  de  concours  ;  si  l'on  pose  a?  =  a^o  -t-  X,  j^  =  ^o  +  Y,  l'équation 

y(rro4-X,7o-t- 'k')  =  0 

devra  être  homogène  en  X  et  Y;  en  annulant  les  coefficients  des  termes  de 

,        .  .   f  •         <  m(in  H- 1)  ...  _• 

degré  mteneur  a  ni,  on  trouvera conditions.  01  Xq,  y^  ne  sont  pas 

données,  deux  de  ces  équations  les  détermineront  et  il  ne  restera  plus  que 

/n2  H-  /?i  —  4 

conditions. 

2 

1°  Les  m  droites  sont  parallèles.  —  Si  la  direction  est  donnée,  on  prend 

l'axe  des  y  parallèle  à   cette   direction   et  dans  l'équation   transformée  on 

,             ,                         .            .                                 .1                          m{ni-^i) 
annule  tous  les  termes  qui   contiennent  ^7;  ce   qui  donne   encore 

conditions.  Si  la  direction  des  droites  n'est  pas  donnée,  il  faudra  éliminer 
le  paramètre    qui  détermine  la  direction  du  nouvel  axe  des  y  et  il  restera 

m^  -\-  m  —  2  , .  . 

conditions. 

2 

3"  Les  m  droites  sont  quelconques.  —  Dans  ce  cas,  en  supposant  qu'aucune 
d'elles  ne  passe  par  l'origine,  il  faudra  identifier  l'équation  f{x,  y)  =  o  avec 
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la  suivante 

{UiCC-{-  Vxy  -i-  i)(w2-2?-i-  V2y-h  i).-  .{Um^ -^  ^ „, y  +  i)  =  o, 

.   ,           m(/n-^  3)         ,.  .  1  11  I  1-     •        1 

ce  qui  donne  — ^^ conditions  entre  lesquelles  on  devra  éliminer  les  olhi 

inconnues  Ui,Vi,  ...,u,„,i>,„;  le  nombre  des  conditions  cherchées  est  donc  égal 

,    w(m-+-3)                     mini  —  i) 
a  ■ —  2  m  ou  — ^ • 


EXERCICES. 

i.  Déterminer  h  de  façon  que  l'équation 

x^-h  ay^-4-  {a  -h  \)  xy  -+-(i  —  a)y  -\-  h  =  o 
représente  deux  droites. 

2.  Étant  donnée  l'équation  d'un  faisceau  de  n  droites  issues  d'un  point  A, 
former  l'équation  du  faisceau  des  perpendiculaires  à  ces  droites  menées  par 
un  point  donné. 

3.  Etant  donnée  l'équation  d'un  faisceau  de  droites  issues  d'un  point 
donné  A,  former  l'équation  du  faisceau  obtenu  en  faisant  tourner  chacune  de 
ces  droites,  et  dans  le  même  sens,  d'un  angle  donné  a,  autour  du  point  A. 

4.  Former  l'équation  d'un  faisceau  régulier  de  n  droites  issues  de  l'ori- 
gine des  coordonnées. 

5.  Trouver  l'angle  de  deux  droites,  connaissant  l'équation  du  faisceau 
formé  par  ces  deux  droites,  en  coordonnées  trilinéaires. 

6.  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation 

«0^*+  4<^i^^y  -^  Ga2X^y-->r-  4  03  xy^-\-  a^y'*  =  o 

représente  un  faisceau  harmonique. 
Montrer  que  cette  condition  est  la  suivante  : 

I  CIq  «1  «2 
«1  «2  «3 
«2       <^3       (^k 

Vérifier  si  cette  condition  est  suffisante. 

7.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  des  droites  représentées  par  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  précédente  soient  rectangulaires,  ou  fassent  entre 
elles  un  angle  de  45°. 

8.  Trouver  la  somme  V  des  angles  que  font  avec  l'axe  des  x  les  droites  du 
faisceau /(a^jj)  =0,  les  axes  étant  rectangulaires. 


[56  CHAPITRE   VI. 

Q 


En 


posant/(i,  i)  =  P  -t-  Qt,  on  a  tangV  =  —  ^ 


9.  Résoudre  le  même  problème  en  supposant  le  faisceau  défini  par  l'équa- 
tion tangentielle_/(M,  p)  =  o,  les  valeurs  de ,  racines  de  l'équation  étant 

les  coefficients  angulaires  des  droites  du  faisceau. 

—  En  posant /(i,  i)  =  P'-l-  Q%  on  a  tangV  =  ^7» 


CHAPITRE  YI. 

CERCLE. 


206.  L'équation  du  cercle  de  rayon  R  dont  le  centre  a  pour  coor- 
données Xq^  yo  est 

*(i)  (x  —  xo)^-^  (y  —  yoy+  -i-ioc  —  xo)  (y  —  yo)  cosO  —  R2=:o, 

0  désignant    l'angle  des    axes  coordonnés.    Nous  allons    examiner 
quelques  cas  particuliers. 

i"  Les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires;  l'équation  du 
cercle  est  alors 

(2)  (cc-x,y'^(y-yoy--R^  =  o. 

2°  Les  axes  sont  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  donné; 
dans  ce  cas  l'équation  est  réduite  à  la  forme  la  plus  simple 

a;2-f-j2_  R2—  o. 

3°  Le  cercle  donné  est  tangent  à  l'un  des  axes,  par  exemple  à 
l'axe  des  y,  en  outre,  les  axes  sont  rectangulaires.  Dans  ce  cas, 
K^  =  a;l  et,  par  suite,  l'équation  (2)  se  simplifie  et  devient 
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et,  en  outre, 

4°  Si,  de  plus,  le  cercle  passe  par  l'origine,  y(,=:  o  et  l'équation  se 
réduit  à 

X^-i-  yi  —  2  XXq  =  O. 

5**  De  même,  un  cercle  tangent  à  l'.axe  des  x  a  pour  équation, 
les  axes  étant  toujours  supposés  rectangulaires, 

{x  —  a;oy-^y^—-2yyo=o;         R  =  |jol- 

6"  L'équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine  et  tangent  à  l'axe 
des  X  est,  les  axes  étant  rectangulaires, 

^^^- 7-— 2770  =  0. 

i^"  Equation  du  cercle  tangent  aux  deux  axes,  supposés  rectangu- 
laires. On  a  alors 

^;o  =  £R,        7o=e'R  (t  =±i,  z' =  ±  i); 

l'équation  cherchée  est  donc 

•2^^-1-7-— 2îR^  —  2£'R7+  R2=  o. 

207.     Conditions    pour    que    l'équation    du     second    degré 
f{x,y)  =  o  représente  un  cercle. 

Etant  donnée  l'équation 

(1)  Ax^-{-aBxy-i-Cy^-^-iDx'h'2.Ejr-\-F  =  o, 

rapportée  à  deux  axes  d'angle  9,  il  s'agit  de  trouver  quelles  sont  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'on  puisse  déterminer 
Xq,  J'oj  R»  de  manière  que  l'équation 

(a;  —  a7o)2  4-  (7— 7o;2-^-  2{x  —  X(,){y  —70)  cosO  —  R2  =  o 

ou,  en  développant, 

x^-h  -xxy  cosO  -1-7*—  2ar(a:o-t-7o  cosO) 


(2) 

(      — 2j(a-o  cosO  -+-70)  -^x\  -\-  ixoyo  cosO  -^-75  —  R"^=  o 

soit  identique  à  l'équation  (i).  Les  coefficients  de  l'équation  (i)  de- 
vant être  proportionnels  aux  coefficients  des  termes  respectivement 
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semblables  de  l'équation  (2),  on  voit  d'abord  que  A  doit  être  diffé- 
rent de  zéro;  cette  condition  étant  supposée  remplie,  en  multipliant 
par  A  tous  les  coefficients  du  poljnome  (2),  on  doit  obtenir  iden- 
tiquement le  polynôme  (i);  donc  on  doit  poser 

(3)  AcosO  =  B, 

(4)  A=C, 

(5)  A(^o  +  rocos0)  =— D, 

(6)  A(a7o  cosO  ^-j-o)  =  — E, 

(7)  A(a72+2a7oJKoCOsO+j2_R2)  =  F. 

Les  deux  équations  (3)  et  (4)  ne  contenant  pas  les  inconnues  iCo> 
yo7  R^  expriment  des  conditions  nécessaires  ;  examinons  si  ces 
conditions  sont  suffisantes.  Le  déterminant  du  système  formé  par 
les  équations  (5)  et  (6)  étant  égal  à  A-sin^Q  est  différent  de  zéro, 
puisque  l'on  suppose  Ajz^o;  on  peut  donc  déterminer  ^0  ct^o  par 

les  formules 

_Ecose  — D  _Dcose  — E 

^•^  ~     A2sin2  0     '         •^''  ~      A2sin2  0     * 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  ('j),  on  obtiendra  pour  R^ 
une  valeur  réelle  finie  et  bien  déterminée;  mais  il  faut  en  outre  que 
cette  valeur  soit  positive.  Ecrivons  les  équations  (5),  (6),  (7),  en 
tenant  compte  des  relations  (3)  et  (4),  de  la  manière  suivante  : 

(  8  )  kxQ+  Byo  +  D  =  o, 

(9)  B^o-i-G^o-i-E  =0, 

(10)  Aa72  4-2Ba^o7o+C72  _F  — AR2=o. 

On  peut  remplacer  la  dernière  équation  par  celle  qu'on  obtient  en 
ajoutant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  après  avoir  multi- 
plié les  deux  membres  respectivement  par  jcq)  ^0  et  — i,  ce  qui 
donne 

(11)  D^o-I-Ej^o+F-hARî^o. 

On  devrait,  pour  obtenir  R^,  remplacer,  dans  l'équation  (ii), 
Xa  et yo  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (8)  et  (9).  Cette  opé- 
ration revient  à  l'élimination  de  Xq^  jKo  entre  les  équations  (8),  (9), 
(i  i),  et  comme  ces  équations  sont  linéaires  par  rapport  à  Xq,  jKoj  o" 
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a,  pour  déterminer  R-, 


A  B  D 
lî  G  E 
D     E    F 


AR2 


o; 


d'où  l'on  lire,  en  remplaçant  AC  —  B^  par  A-  sin-0, 

—  A 


Rî: 


A3sia2  0 


Donc  enfin,  si  l'on  suppose 

(12)  A^o,         A  =  G  = 


_B_ 

cosO 


ÂA  <o, 


les  équations  (3),  (4),  (5),  (6),  (7)  peuvent  être  vérifiées  et,  par 
suite,  l'équation  (i)  représentera  un  cercle.  Les  conditions  précé- 
dentes (12)  sont  donc  nécessaires  et  siiffisantes  pour  que  l'équa- 
tion (i)  représente  un  cercle  réel. 

Si  l'on  suppose  A  ^  o,  A  =z  C  =  — ^  ,  A  A  >  o,  l'équation  (i)  ne 

représente  plus  un  cercle  ;  mais  on  peut  la  ramener  à  la  forme 

{x  —  XqY-  -{-  l{x  —  Xq)  (7— 7o)cose  -1^  {y  —  yç^y-  -\-  K^  —  o, 

où  XQ,yQ,  R  sont  des  quantités  réelles;  on  dit  alors  que  l'équation 
précédente  représente  un  cercle  imaginaire,  dont  le  centre  est  réel 
et  le  rajon  imaginaire  de  la  forme  R/,  sans  partie  réelle.  Enfin,  si 

l'on  suppose  A^  o,  A  =  C  =  — g,  A  =  o,  l'équation  (i)  se  ramène 
à  la  forme 

{x  —  a-o)2-+-  2(37  —  XQ){y  — 7o)  cos8  +  (jk  —  jKoP  =  o; 

on  dit  alors  qu'elle  représente  un  cercle  de  rayon  nul.  Il  faut  re- 
marquer aussi  qu'elle  représente  les  deux  droites  isotropes  menées 
par  le  point  (^oj  J'o)  qwi  est  le  centre  du  cercle  de  rayon  nul.  En 
résumé,  pour  que  l'équation  (i)  représente  un  cercle,  réel  ou  imagi- 
naire, il  faut  et  il  suffît  que 


A  =  G  = 


cosO 


A  5^0. 


208.  Remarque.   —  Si  l'équation  (i)  représente  deux  droites. 
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c'est-à-dire  si  A  ^  o,  on  exprimera  que  les  deux  droites  sont  iso- 
tropes en  écrivant,  en  outre,  que  cette  équation  représente  un 
cercle. 

209.  Détermination  du  centre.  —  Le  centre  est  le  point  commun 
aux  deux  droites  ayant  pour  équations 

Aa; -+- Bj' -t- D  =  o,         Ba7-4- Cj-i-E  =  o. 

Les  premiers  membres  sont  les  demi-dérivées  dey(^,y)  par  rap- 
port k  X  eX,  y  (nous  verrons  plus  loin  que  ce  résultat  s'applique  à 
une  courbe  du  second  degré  quelconque).  En  écrivant  les  équations 
précédentes  sous  la  forme 

./  A  -^        A 

on  reconnaît  que  la  première  représente  la  perpendiculaire  menée  à 
l'axe  des  x  par  le  point  ayant  pour  coordonnées  (  —  -r,  o\  et  que  la 
seconde  représente  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  ,y  menée  par  le 
point  (o,  —  -i-y,  on  connaît  ainsi  les  projections  orthogonales  du 
centre  sur  les  deux  axes.  On  peut  encore  remarquer  que 

F 

d  étant  la  distance  du  centre  à  l'origine  et,  par  suite,  quand  les  coef- 
ficients A  et  F  ont  des  signes  contraires,  le  rayon  du  cercle  est  réel. 

210.  Cas  particulier  :  axes  rectangulaires.  —  Quand  les  axes 
coordonnés  sont  rectangulaires,  les  conditions  (la)  se  simplifient  et 

deviennent 

A  ^  o,         A  =  G,        B  =  o; 
en  outre, 

A3 

211.  Tl  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  générale  du 
cercle,  réel  ou  imaginaire,  est 

372-1-  ixy  cos6  -f-j2_|-  aDa;  -f-  lEy  -j-  F  =  o, 

si  les  axes  sont  obliques  et  que  (Ojr,  Oy)  =  6;  et  si  les  axes  sont 
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reclangulaîres 

ar^  -{- y- -T-  aD X  -+-  aEy  -4-  F  =  o. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'équalion  précédente  peut  s'écrire 
(X  -f-  D)2+  (7  -+-  E)«=  D2+  E2  — F; 
par  suite,  les  coordonnées  du  centre  sont  :  — D,  — E;  en  outre  : 

R2r=D^+E2—  F. 

212.  En  résumé,  pour  que  l'équation  du  second  degréy(^', y)  =  0 
représente  un  cercle,  il  faut  et  il  suffît  que  l'ensemble  des  termes  du 
second  degré  soit  identique,  à  un  facteur  près,  au  polynôme  iso- 
trope X'-i-  2J7y  cosO  4-/K-.  Nous  poserons 

'\'(^i  y)  S3  a?2-i-  2377  cosO  -hj"^, 

et  l'équation  d'un  cercle  pourra  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

suivante 

iiix,  7)  -t-  aDa:  -i-  -f-Ey  -h  F  =  o, 

D,  E,  F  étant  trois  paramètres  arbitraires;  ou  encore,  ;ro,  jKo  étant 
les  coordonnées  du  centre  et  R  le  rayon, 

<\i{x  —  xo,  y  ~yo)  —  ^-  =  o. 

213.  Nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
cercle.  —  L'équation  du  cercle  contient,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  trois  coefficients  indéterminés  D,  E,  F;  il  faut  donc  donner 
trois  conditions  pour  déterminer  un  cercle.  Si  ces  conditions  se  tra- 
duisent par  des  équations  du  premier  degré,  il  y  aura  un  seul  cercle 
répondant  à  la  question,  ou  bien  il  y  en  aura  une  infinité,  à  moins 
que  le  problème  ne  soit  impossible. 

On  exprimera  que  le  cercle  passe  par  un  point  donné  (x',y')  en 
écrivant  que  l'équation  du  cercle  est  vérifiée  pour  ^  =  x',  y  =jk'5  on 
obtient  ainsi  une  équation  du  premier  degré  en  D,  E,  F.  Il  en  ré- 
sulte que  trois  points  déterminent,  en  général,  un  cercle  ;  nous  allons 
discuter  ce  problème. 

214.  Equation  du  cercle  passant  par  trois  points  donnés.  — 
Exprimons  que  l'équation 

(i)  ({/(r,  7) -f-2Da7-t- 2E7-f-F  =  o 

NiEWENOLOWSKI.   —  G.  an.,   I.  II 
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est  vérifiée  par  les  coordonnées  (x,,  j/-,),  (^^2, ^^2)»  {^s^Xs)  des  trois 
points  donnés;  nous  obtiendrons  ainsi,  pour  déterminer  D,  E,  F. 
les  trois  équations  linéaires 


(2) 
(3) 
(4) 


^i-h  ^Da^i-i-  aEj^i-t-  F  =  o, 

<\l2-\-  2D^2+  2EJK2+  F  =  O, 
(l^S  +  2  D  3^3  +  2  E_73  +  F  =:  O, 


? 

X 

y 

I 

^^ 

Xi 

ji 

I 

^. 

^2 

^2 

I 

h 

^3 

^3 

I 

OÙ  l'on  a  écrit  J;,  au  lieu  de  di(x,,jKi),  etc.  Si  les  trois  points  donnés 
ne  sont  pas  en  ligne  droite,  le  déterminant  du  système  précédent 
est  différent  de  zéro;  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  l'équation  du  cercle 
cherché  en  portant  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  de  D,  E,  F  tirées 
des  équations  (2),  (3),  (4),  ce  qui  revient  à  éliminer  2D,  2E,  F 
entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4);  par  conséquent  l'équation  du 
cercle  passant  par  les  trois  points  donnés  est 


(5) 


Ce  résultat  est  d'ailleurs  évident  a  priori. 

Î215.  Condition  pour  que  quatre  points  donnés  soient  sur  un 
cercle.  — Soient(a:4,^,  ),  (^^2, ^"2)1  (^sj^s),  {^k-,yi)  les  coordonnées 
de  quatre  points  A,  B,  C,  D  ;  on  écrira  que  ces  quatre  points  sont  sur 
un  cercle  en  écrivant  que  les  coordonnées  de  l'un  d'eux  vérifient 
l'équation  du  cercle  passant  par  les  trois  autres,   ce  qui  donne  la 

condition 

4/1     xi    yi     I 

4'2       ^2      J2        I 
4^3       a-3      J3        I 

4^4    ^4   y'k    ï 


(6) 


On  doit  d'ailleurs  supposer  que  l'un  au  moins  des  mineurs  relatifs  à 
la  première  colonne  soit  différent  de  zéro,  et  alors,  si  l'équation  (6) 
est  vérifiée,  il  en  sera  de  même  des  autres  mineurs  relatifs  à  la  même 
colonne,  pourvu  que  les  quatre  points  soient  distincts,  ainsi  qu'on 
s'en  assure  aisément. 


La  relation  (6)  développée  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne 
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|)eul  s  écrire 

ÔÂ*(BGD)  —  Ôb'(GDA)  -hÔg\dAB)  —  Ôd\aBC)  =  o, 

en  désignant  par  (BGD),  (CDA),  (DAB),  (ABC)  les  aires  des  triangles  BCD, 
GDA,  DAB,  ABG,  ces  aires  étant  affectées  de  signes  convenables,  la  lettre  O 
désignant  l'origine  des  coordonnées.  En  posant  AB  =  a,  BG  =  b,  GD  =  c, 
DA  =  rf,  AG  =  «,  BD  =  P  ;  (BGD)  =  Si,  (GDA)  =  S2,  . . .  et  en  plaçant  l'ori- 
gine successivement  aux  points  A,  B,  G,  D.  on  obtient  les  équations 

—  «282+  «2  S3  —  û?2  S4  =  o, 
a2Si  +62S3— (>2S4=0, 

u^-Sx  —  b-^Si  —  c2Si=o, 

0?2S,—   p2S2-f-    C2S3  =0, 

et  par  suite,  en  éliminant  S|,  Si,  S3,  S4,  on  obtient 

o      a-     u^     d^ 

«2        o         b^-       V' 

«2      ^,2       o       c2 

rf2        (;2        cl        o 

«)u,  en  développant, 

{ac  —  bd -\-  uv){ac  —  bd  —  uv)  (ac  -h  bd-\-  uv)  (ac  -+-  bd —  uv)  =^  o. 

216.  Cas  particulier.  —  Supposons  que  l'on  prenne  pour  axes  deux  des 
côtés  du  triangle  ABG  ;  si  l'on  pose  OA  =  a,  OB  =  b,  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OAB  sera 


372+  2Cpy  cosO  -f-j2  —  ax  —  by 


o, 


0  étant  l'angle  AOB,  l'axe  des  x  étant  la  droite  OA.  Supposons  que  b  tende 
vers  zéro,  le  point  B  venant  se  confondre  avec  l'origine;  l'équation 

X--+- ixy  co?,Q -\- y^ — aa;  =  o 

représente  le  cercle  passant  par  les  points  O  et  A   et  tangent   à  l'axe  des  j". 

On  a  A  = -et  par  suite  R  =  — ; — xj  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

i  2smO  * 

217.  Autre  forme  de  l'équation  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle.  — 
Rapportons  le  cercle  à  deux  diamètres  rectangulaires;  son  équation  sera, 
en  coordonnées  homogènes, 

^--t-r^— R^-^=  o. 

Soient  (a:i,^i  ),  (3^2,  j2)>  (^siJKs)  les  coordonnées  des  sommets  du   triangle 
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donné;  nous  ferons  la  substitution 

car  nous  pouvons  poser  zi  =  Z2  =  z^^  i.  Il  est  visible  que  a,  p,  y  sont  les 
coordonnées  barycentriques  du  point  {x,.y),  le  triangle  ABC  étant  pris  pour 
triangle  de  référence.  L'équation  du  cercle  devient  ainsi 

(a^i+P^2-HT^3)^-4-(a7i^-  Pr2+Yr3)2— R2(a  +  p  + 7)2  =  0. 

Comme  ce  cercle  passe  par  le  point  {cci,yi),  le  coefficient  de  a^  est  nul  et 
de  même  ceux  de  ^^  et  de  y^  sont  nuls.  Calculons  le  coefficient  de  a^,  savoir 

L'identité 

(a-,  — ^2)-+ (ri —72)^=^1   +7!  -^-^1  -+-7I  —  2:ria-2—  2JKl72 
=  2R2 —  2^1^72 2JKjJK2 

montre  que  2371^2+  2jki  JK2 —  2R2=  c^,  c  désignant  la  longueur  du  côté  AB. 
En  appelant  a,  b  les  longueurs  des  deux  autres  côtés,  on  obtient  ainsi 

a72_^^2_  R2==_  (c2aj3-i-  a^^Y  4- ftîya). 

L'équation  demandée  est  donc,  en  coordonnées  barycentriques, 

«2  pY  4-  ^^ya  -f-  C^a^  =0, 

et,  par  conséquent,  en  coordonnées  normales, 

a^^  +  b^a.->r- ca^  =^  o         ou         ^  y  sinA  h- ya  sinB -f- a^  sin  C  =  o. 

On  obtient  directement  cette  équation  en  remarquant  que,  si  l'on  nomme 
D,  E,  F  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  du  triangle  ABC 
d'un  point  quelconque  du  cercle  circonscrit,  le  triangle  DEF  est  nul,  puisque 
les  trois  points  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite. 

Le  module  de  la  substitution  précédente  est  égal  au  double  2  S  de  la  sur- 
face du  triangle  ABC;  le  discriminant  de  x'^-^y^  —  R^^ï  est  égal  à  — R^  et 
celui  de  —  c^a^  —  a^  py  —  ô-ya  est  égal  à  —  ]-  a^b'^c'^\  donc 

|02^,2c2^  R2.4S2, 

ce  qui  donne  la  formule  bien  connue  abc  =4RS. 

Intersection  d'une  droite  et  d'un  cercle. 
218.  Soient 

(1)  372 -f.  j2  —  R2  =  O, 

(2)  ux -irvy-\- w  =  o 
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les  équations  du  cercle  et  de  la  droite.  Les  coordonnées  des  points 
communs  sont  les  solutions  du  système  précédent.  Supposons,  par 
exemple,  v  9^  o;  nous  aurons  l'équation  aux  abscisses  des  points 
d'intersection,  en  éliminant  y  entre  les  équations  (1)  et  (2).  On 
trouve  ainsi 

La  condition  de  réalité  est 

(4)  (i<2+t,2)R2_çp2->o. 

A  chaque  racine  réelle  de  l'équation  (3)  correspond  une  valeur 
réelle  de  jk  fournie  par  l'équation  (2);  par  conséquent,  la  droite 
coupera  le  cercle  en  deux  points  réels  et  distincts  si  l'inégalité  (4) 
est  vérifiée.  Cette  condition  exprime  que  la  distance  du  centre  du 
cercle  à  la  droite  donnée  doit  être  moindre  que  son  rayon. 

Pour  que  les  deux  points  d'intersection  soient  confondus  en  un 
seul,  c'est-à-dire  pour  que  la  droite  soit  tangente  au  cercle,  il  faut 
et  il  suffit  que 

(5)  («2_|_t,2)  F12_«>2==  o. 

Cette  équation  est  ce  que  l'on  nomme  V équation  tangentielle  du 
cercle  représenté  par  l'équation  (i)  en  cooî^données ponctuelles. 

11  résulte  de  là  qu'il  j  a  deux  tangentes  au  cercle  (1),  parallèles  à 
la  direction  définie  par  l'équation  ux  -{-  vy  =  o.  Ces  tangentes  sont 
représentées  par  l'équation 

ux  ■+-  i'y  4-  zK^u--\-  v''-  =  o; 

en  remplaçant  successivement  s  par  dz  i,  on  aura  les  équations  des 
deux  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  de  chaque  tangente  sont 

Kii  ^v 


\/u^  -1-  1^2  y/„2_^(,2 

L'abscisse  du  point  de  contact  est  en  efi'et  égale  à  la  demi-somme 
des  racines  de  l'équation  (3),  puisque  ces  racines  sont  égales;  ayant 
l'abscisse,  on  en  déduit  immédiatement  la  valeur  de  l'ordonnée.  On 
voit  que  les  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes  sont  diamétrale- 
ment opposés. 
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En  particulier,   les   tangentes  parallèles   à  la   droite  ayant  pour 
équation  jK  =  nix  sont  déterminées  par  l'équation 


y 


.Ks/\ 


219.  Equation  de  la  tangente  au  cercle,  en  un  point  donné.  — 
Soient  (:r,,  jk,)  les  coordonnées  d'un  point  A  du  cercle  ayant  pour 
équation 


(0 


-y^- 


R2  =  o. 


Fig.  64. 


Soient  .r,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P  {fig-  64); 
les  expressions  .r,  +  \x^  j-,  +  \y^  i  +  \  sont  les  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  point  M  de  la  droite  AP;  ce  point  M  sera  sur  le  cercle 

représenté  par  l'équation  (i),  si  \  est  l'une 

des  racines  de  l'équation 

ou,  en  développant  et  remarquant  que  le 
terme  constant  est  nul,  puisque  A(xi,j>',) 
est  sur  le  cercle. 

Cette  équation  a  une  racine  nulle,  à  la- 
quelle correspond  le  point  A;  la  seconde  racine  coi'respond  au  se- 
cond point  d'intersection  de  la  droite  AP  et  du  cercle;  pour  que  ce 
second  point  se  confonde  avec  le  premier,  il  faut  et  il  suffît  que 


(3) 


xx^-^yyi  —  K'^ 


c'est-à-dire  que  la  droite  AP  soit  confondue  avec  la  droite  AT,  re- 
présentée par  l'équation  précédente.  Cette  équation  est  donc  celle 
de  la  tangente  au  point  (.r,,jK)),  pourvu  qu'on  suppose  remplie  la 
condition 


■yi 


R2  =  o. 


Le  rayon  OA  ayant  pour  équation  xyi  — yX\  =  o,  on  vérifie  que  la 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  au  rayon  OA. 

220.  Mené?'  à  un  cercle  une  tangente  par  un  point  donné.  — 
Désignons  par  X,  Y  les   coordonnées  courantes  et  par  Xi,  yi  les 
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coordonnées  du  poinl  donné.  Il  s'agit  de  déterminer  les  coor- 
données (or,  y)  d'un  point  M  du  cercle  défini  par  l'équation 

(1)  X2-f-Y2—  R2  =  o, 

et  tel  que  la  tangente  en  ce  point  passe  par  A.  La  tangente  en  M 
ayant  pour  équation 

les  coordonnées  (^,  J")  doivent  vérifier  les  deux  équations 

(-2)  :r2-i-    j2-R2  =  o, 

(3)  xxi-^yyi—  K2  =  o; 

donc  le  point  M  est  à  l'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  que 
représentent  les  équations  (2)  et  (3)  quand  on  y  regarde  x  el  y 
comme  des  coordonnées  courantes.  Réciproquement,  tout  point 
commun  au  cercle  et  à  la  droite  représentés  par  ces  deux  équations 
convient  à  la  question.  ïl  y  a  donc  deux  tangentes  passant  par  le 
point  A;  leurs  points  de  contact  sont  à  l'intersection  du  cercle 
donné  et  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (3)  et  que  l'on 
nomme  la  polaire  du  point  A.  Ces  points  sont  réels  si  (218) 

c'est-à-dire  si  le  point  donné  est  extérieur  au  cercle;  les  deux  tan- 
gentes sont  alors  réelles.  Si  le  point  A  est  sur  le  cercle,  elles  se 
confondent  en  une  seule,  et  enfin  elles  n'existent  plus  si  le  point  A 
est  intérieur  au  cercle. 

On  peut  remplacer  l'équation  (3)  par  celle  qu'on  obtient  en  re- 
tranchant membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (3);  ce  qui  donne 

(4)  x^--^y'^  —  xxi—yyi  —  o. 

Cette  équation  représente  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  dia- 
mètre; les  points  de  contact  cherchés  sont  à  l'intersection  de  ce 
cercle  et  du  cercle  donné.  On  retrouve  ainsi  la  construction  donnée 
en  Géométrie  élémentaire. 

Polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle. 

221.  Définition.  —  On  dit  que  deux  points  A,  B  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  un  cercle  quand  ces  deux  points  sont  conjugués  harmo- 
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niques  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  droite  AB. 
On  nomme  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  le  lieu  des  conjugués 
harmoniques  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  donné. 

Sur  c'iaque  droite  menée  par  le  point  A,  il  y  a  un  point  M  et  un  seul,  qui 
soit  conjugué  de  A,  et  si  le  point  A  n'est  pas  sur  le  cercle,  le  point  M  est 
distinct  du  point  A.  On  prévoit  ainsi  que  le  lieu  cherché  est  une  droite.  Si 
la  sécante  menée  par  A  devient  tangente,  le  conjugué  de  A  se  confond  avec 
le  point  de  contact;  la  polaire  de  A  est  donc  la  corde  des  contacts  des  tan- 
gentes issues  de  A.  Enfin,  si  A  est  sur  le  cercle,  on  voit  immédiatement  que 
sa  polaire  se  confond  avec  la  tangente  en  A.  Nous  allons  vérifier  ces  résultats 
par  le  calcul. 

222.  Equation  de  la  polaire  d'un  point.  —  Soient  {xi,  y{)  les  coordon- 
nées de  A  et  (a;,  y)  celles  d'un  point  M.  Soit  x^  -\- y^ —  R2  =  o  l'équation  du 
cercle  donné,  A  chaque  racine  de  l'équation 

(5-1+ Xa7)2-H  (jKi  +  Xjk)2— R2  (i -+- X)^  =  o 

correspond  un  point  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  AM;  pour  que  les 
deux  points  d'intersection  soient  conjugués  par  rapport  à  A  et  M,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  racines  de  l'équation  précédente  soient  égales  et  de  signes 
contraires;  la  polaire  de  A  a  donc  pour  équation 

xxi->ryyi —  R^  =  o. 

La  condition  pour  que  deux  points  {x^.y^),  (^72,  j'a)  soient  conjugués  est 

^i^2  +  JKiJK2 —  R^  =  o. 

223.  Pôle  d'une  droite.  —  Etant  donnée  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion 

(i)  ux -{- vy -\- w  ^  o, 

il  s'agit  de  déterminer  les  coordonnées  {xi,yi)  d'un  point  ayant  pour  polaire 
cette  droite,  par  rapport  au  cercle  défini  par  l'équation 

x--\-y^—  R2  =  0. 

La  polaire  du  point  (^i,^i)  ayant  pour  équation 

(2)  ara^i-t-jji— R2  =  o, 

on  trouve,  en  identifiant  les  équations  (i)  et  (2), 

Xi  _  yi  _        R2  _ 

U  V  w  ' 

donc 

R2  u  R2  V 

Xy= ,  j^j  =  _  . .. 
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Toute  droite  a  donc  un  pôle;  ce  pôle  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction 
perpendiculaire  à  cette  droite,  si  elle  passe  par  le  centre  du  cercle. 

En  particulier,  le  pôle  de  la  droite  (i),  par  rapport  au  cercle  imaginaire 
défini  par  l'équation 

x--+-y'^->ri  =  o, 

a  pour  coordonnées  homogènes  les  trois  coefficients  «,  v,  w  de  l'équation  de 
la  droite,  c'est-à-dire  précisément  les  coordonnées  tangentielles  de  cette 
droite. 

224.  Positions  relatives  du  pôle  et  de  la  polaire.  —  Si  l'on  prend  pour 
axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  A,  les  coordonnées  de  ce  point 
étant  {x\,  o),  sa  polaire  a  pour  équation  xxi —  R2=:  o. 

On  voit  ainsi  que  la  polaire  d'un  point  A,  par  rapport  à  un  cercle  de  centre  0, 
est  une  perpendiculaire  au  diamètre  OA.  Si  X\  varie  de  o  à  H- 00,  l'abscisse  x 
de  la  polaire  décroît  de  -i-oo  à  o;  si  a?i  =  R  on  a  aussi  a?  =  R.  Quand  le  point  A 
est  intérieur  au  cercle,  sa  polaire  est  extérieure,  et,  si  le  point  A  est  exté- 
rieur, sa  polaire  rencontre  le  cercle  en  deux  points  réels. 

223.  Théorème  fondamental. —  Quand  un  point  décrit  une  droite  fixe  D, 
sa  polaire  tourne  autour  du  pôle  P  de  la  droite  D,  et  réciproquement,  si 
une  droite  tourne  autour  de  P  son  pôle  décrit  la  droite  D,  polaire  du 
point  P. 

En  effet,  soient  {xi,  y^)  les  coordonnées  de  P;  la  droite  D,  polaire  de  P,  a 
pour  équation 

xxi  -hyyi  —  R2  =  o. 

Soient  (x^,  j'2)  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  droite  D,  de  sorte  que 
^1^2-^71^2—^'  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  la  polaire  de  M  passe  par  P, 

Réciproquement,  soient  x-i,  y^  les  coordonnées  du  pôle  d'une  droite  A  pas- 
sant par  P;  A,  ayant  pour  équation 

r.r2-t-7j2— R^  =  o, 
passe  par  P  si 

X\Xî-^ryiyi—^'^  =  0. 

Ce  qui  exprime  que  le  pôle  {x^,  y-i)  de  A  est  sur  la  polaire  D  du  point  P. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  qu'au  fond  ces  deux  propositions  sont 
identiques.  En  effet,  supposons  établie  la  première  partie  et  soit  A  une  droite 
passant  par  P,  le  point  P  étant  sur  A,  sa  polaire  passe  par  M,  pôle  de  A, 
On  peut  d'ailleurs  démontrer  le  théorème  en  s'appuyant  sur  cette  remarque 
évidente  :  si  deux  points  sont  conjugués,  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre. 
Cela  étant,  M  étant  sur  la  polaire  de  P,  ces  deux  points  sont  conjugués;  donc 
la  polaire  de  M  passe  par  P. 
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226.  Corollaires.  —  1°'  Le  pôle  de  la  droite  AB  est  le  point  commun  aux 
polaires  des  deux  points  A  et  B. 

1°  La  polaire  du  point  de  rencontre  de  deux  droites  est  la  droite  qui  passe 
par  les  pôles  de  ces  deux  droites.  En  particulier,  la  corde  des  contacts  des 
tangentes  issues  d'un  point  est  la  polaire  de  ce  point. 

227.  Théorème  de  Salmon.  —  Étant  donnés  deux  points  et  un  cercle, 
les  distances  de  chacun  de  ces  points  à  la  polaire  de  Vautre  sont  entre 
elles  comme  les  distances  de  ces  mêmes  points  au  centre  du  cercle. 

Soient  A  (a?!,  j'i)  et  "Q^Xi^y^)  deux  points,  les  axes  étant  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  donné,  dont  le  rayon  est  égal  à  R.  Soient  81  Ja 
distance  de  A  à  la  polaire  de  B  ;  02  la  distance  de  B  à  la  polaire  de  A  et  enfin 
dx  et  6?2  les  distances  de  A  et  de  B  au  centre  du  cercle.  On  a 

Ia7ia72+7ijr2— R^l 


ou 

Pareillement, 

donc 


diSi=  I  XiX2-^yij2  —  R-\; 

82  ~"  C?2  ' 

Problème.  —  Former  l'équation  du  faisceau  des  tangentes 
à  un  cercle,  menées  par  un  point  donné  A.  —  Soient  (xt,  jki)  les 
coordonnées  du  point  A;  si  (^ty)  sont  les  coordonnées  d'un  point  M 
pris  sur  une  tangente,  issue  du  point  A,  au  cercle  de  rajon  R  rap- 
porté à  deux  diamètres  rectangulaires,  l'équation 

(xi-hlxy+(yi-{-'kyy—R'-{i  +  iy==o 

a  ses  racines  égales,  et  réciproquement.  Donc  les  coordonnées  de  M 
vérifient  l'équation 

(^2_^j,2_  R2)   (^2_^j.2_R2)  _  (  ^^^  ^_  j,j/^  _  R2)2  =  q 

qui  représente  le  faisceau  demandé. 

229.  Exprimer  les  coordonnées  d\in point  d'un  cercle  à  l'aide 
d'un  seul  paramètre.  —  Soient  Xq.,  jKo  les  coordonnées  du  centre  C 
d'un  cercle  de  rayon  R;  si  «,  v  sont  les  paramètres  principaux  d'un 
rayon  CM,  les  coordonnées  de  l'extrémité  M  sont 

x=  Xq-^  uR,         y=zyQ-i-vR. 
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/ 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,    u  =  cos'^,    r=:sincp,    cp  étant 

l'angle  que  CM  fait  avec  Ox;  on  a  ainsi,   pour  les  coordonnées 

de  M  : 

37  =  a:'o-+- Rcoscp,        ^  =^0+ Rsino. 

230.  Equation  de  la  corde  MM',  les  points  M  et  M!  ayant  pour 
paramètres  o  et  ç'.  —  Supposons  que  les  axes  soient  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  donné.  L'équation  de  MM'  est 

a?(Rcosc  —  Rcoscp')  — ^(Rsino  —  Rsintp')-HR-(sin  cp  cosç'  —  cosco  sin  «>')=  "> 

ou,  en  simplifiant, 

o  -+-  o'             .     o  -t-  (*'        _          9  —  cd' 
X  cos — h  y  sin ' R  cos '—  =  o. 


En  posant  œ'='^,   on   en   déduit  l'équation   de  la  tangente   au 

point  cp  : 

J7COSO -f- j/ sin©  —  R  =  o. 

Ce  résultat  est  évident  a  priori.  Jl  convient  de  remarquer  que  le 
point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  étant  diamétralement  opposé 
au  point  cp,  le  paramètre  de  ce  point  de  contact  est  égal  à  ir  +  a,  de 
sorte  que  l'équation  de  cette  seconde  tangente  est 

X  coso  -f-^sincp-}-  R  =o. 

Lorsque  les  axes  ne  passent  pas  par  le  centre,  l'équation  de  la  tan- 
gente au  point  cp  est 

{x  —  Xq)  coso  -f-  (y  — yo)  sino  —  R  =  o, 

et  la  tangente  parallèle  a  pour  équation 

(a-  — a7o)coscpH-(7— 7o)sincp-f-  R  =  o. 

Pour  trouver  l'intersection  de  la  droite 

ux  -\-  vy  -i-  w  =  o 
avec  le  cercle 

xi-i-yi—  R2=  o, 
il  suffira  de  résoudre  l'équation 

R  ( «  cos (^  ^  V  sino)  -h  w  —  o. 
231.  Problème.  —  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles.  —  Pre- 
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nons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  de  l'un  des  deux  cercles;  l'un 

de  ces  diamètres  passant  par  le 
Fig.  65.  centre    de    l'autre    cercle.    Soit 

y  (^^.  65)  a  l'abscisse  du  centre  O' 

nj,  et  soient  R,  R'  les  rayons  des 

deux  cercles  qui  seront  repré- 
sentés par  les  équations 

a;2  +  j2_  R2=  o, 
{x  —  a)2  +  jK^ —  R'2  =  o. 

L'équation  d'une  tangente  au 
premier  cercle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(i)  a?  costp -f- j^  sin'^  —  R  =  o; 

l'équation  d'une  tangente  au  second  sera  de  même 

{•?.)  (x  —  a)  coscp'H-jK  sincp' — R' =  o. 

En  identifiant  ces  deux  équations,  on  trouve 


(3) 


R 


costp         sin<y 

coscp'        sincp'        R' -f- a  cos  (f' 


Les  deux  premiers  rapports  donnent  tangcp'=  tangcp,  de  sorte  que  cp'=çp-t-Â-Tr, 
/{  désignant  un  entier. 

Par  suite,  suivant  que  l'on  donne  à  k  des  valeurs  paires  ou  impaires,  on  peut 
poser  ç' =  ç  ou  0'=:  o  +  ti. 

Premier  cas.  cp'=  o.  —  Les  équations  (3)  se  réduisent  à  une  seule,  qui 

donne 

R^R' 

cosc?  =  • • 

a 

Nous  pouvons  toujours  supposer  tz  >  o  et  R^R';  pour  que  la  valeur  attri- 
buée à  coscp  soit  acceptable,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  R  —  R' soit  ^a; 
c'est-à-dire  que  les  cercles  ne  soient  pas  intérieurs  l'un  à  l'autre.  On  retrouve 
ainsi  la  solution  donnée  en  Géométrie  élémentaire,  car  si  de  O  comme  centre 
avec   R  —  R'  comme  rayon,  on  décrit  un  cercle  et  que  l'on  mène  à  ce  cercle 

une  tangente  O'A  par  le  point  O',  l'angle  AOO'  aura  pour  cosinus —  et, 

par  suite,  on  pourra  prendre  cp  =  AOO'  ou  cp  =  2tt  —  AOO'. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  mener  les  tangentes  au  cercle  O  qui  correspondent  à  ces 
angles.  Les  tangentes  communes  auront  pour  équations 


X  {K  —  ?,!)  ± y  )/ a"^—  {K  —  K'  f  —  aK  =  o, 
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on  voit  que  ces  tangentes  sont  des  tangentes  extérieures,  les  centres  O  et 
O'  étant  du  même  côté  par  rapport  à  chacune  d'elles  ;  elles  coupent  l'axe  des  x 

en  un  même  point  b  ayant  pour  abscisse -i- ^-,  • 


Deuxième  cas.  ç'=  o  -+-  tt.  —  Les  équations  (3)  donnent 


R4-R' 

coso  = —  j 

^  a 

et  l'on  doit  avoir  a  ^  R  -i-  R'. 

On  décrira,  de  O  comme  centre  avec  R  - 
cercle  auquel  on  mènera  une  tangente 
par  le  point  O';  l'angle  <p  sera  égal  à 
AOO'  ou  à  2ir  —  AOO'.  On  retrouve 
encore  la  solution  élémentaire.  Le  pro- 
blème n'est  possible  que  si  les  deux 
cercles  sont  extérieurs  ou  tangents  ex- 
térieurement. L'équation  des  tangentes 
communes  de  cette  seconde  espèce  est 


R'  pour  rayon  ifig.  66),  un 
Fig.  66. 


x(R+  R')±jv/«^  — (R  +  R')2— «R  =  o. 


Si   l'on   remplace  a;    et  ^  par   zéro 
dans    le   premier  membre,  on   trouve 

pour  résultat  :  — aR;  si,  au  contraire,  on  pose  x  =  a,  y  ^=  o,  on  obtient 
-f-«R';  donc  chacune  des  tangentes  passe  entre  O  et  O';  on  a  obtenu  dans 
ce  cas  des  tangentes  intérieures.  Ces  tangentes  coupent  la  ligne  des  centres 

o/  1      •  «R 

en  un  même  point  S    ayant  pour  abscisse  r: —.» 

1  j         I  R  -t-  R' 


232.  Centre  de  similitude  de  deux  cercles.  —  Considérons 
deux  cercles  rapportés  à  deux  axes  quelconques,  et  soient  «,  b  et 
a' ,  b'  les  coordonnées  de  leurs 

centres  C,  C;  R  et  R' étant  leurs  Fig.  67. 

rayons.  Menons  deux  rayons 
parallèles  et  de  même  sens;  si 
^^,  V  sont  les  paramètres  direc- 
teurs principaux  de  la  direc- 
trice commune,  les  coordonnées 
de  l'extrémité  des  deux  rayons 

seront,  pour  le  point  M  {fig.  67),  Xx=^a-\-  mR,  y^z=  b  -{•  pR,  et, 
pour  le  point  M',  .ro^  «'+ mR',  y2=^  b' -\- vW . 


1^4  CHAPITRE    VI. 

La  droite  MM'  a  donc  pour  équation 

a;[b  —  b' -h  i' {R  —  R')]  —  y[a  —  a' -^  u{K  —  R')] 

-h  ab'—  ba'-h  u{b'R  —  bR')  -f-  (^(aR'—  a'R)  =  o, 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

x{b  —  b')  —  y{a  —  a')-^ab' — ba' 

—  u[y{R  —  R!)  —  {b' R  —  bR')]  +  v{x{R  ~  R')  -  {a' R  —  aR' )]  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  la  droite  MM' passe  parle  point  ayant 
pour  coordonnées 

_  g'R  — gR'  _  b'R  —  b R' 


et  que  l'on  nomme  le  centre  de  similitude  directe  des  deux  cer- 
cles donnés. 

,  Si  l'on  considère  les  rayons  CM  et  CM"  parallèles  et  de  sens  con- 
traires, il  faut,  pour  avoir  l'équation  de  MM",  remplacer  dans  les 
coordonnées  de  M',  u  et  v  par  —  u  et  —  v,  ce  qui  revient  à  changer 
IV  en  —  R',  de  sorte  que  l'on  peut  affirmer,  sans  faire  de  nouveaux 
calculs,  que  la  droite  MM"  passe  par  un  point  fixe  ayant  pour  coor- 
données 

_a'R4-aR'  _  b'R-^bR! 

^  ~      R-^IV"  '         ^  ~      R-t-R'    ' 

ce  second  point  est  le  centre  de  similitude  inverse. 

233.  Théorème.  —  Les  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles  pris 
deux  à  deux  sont  en  ligne  droite;  de  même,  deux  centres  inverses  et  un 
centre  direct  convenablement  associés  sont  en  ligne  droite,  de  sorte  que 
les  six  centres  sont  disposés  sur  quatre  droites. 

LeS' coordonnées  du  centre  direct  des  deux  cercles  que  nous  avons  consi- 
dérés plus  haut  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 


a' 

a 

b 

b 

R' 

~R 

t 
I 

R' 

~~  R 

I 

I 

I 

R' 

"  R 

ÏV 

"~  R 

on  peut  donc  dire  que  les  coordonnées  homogènes  de  ce  centre  sont 

a        a'        b        b'         \  i 

R~W     R"~R''      R~R'* 
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Soient  C,  G',  G"  trois  cercles  dont  les  centres  ont  pour  coordonnées  (a.  b), 
{a',b')^  (a^b"),  et  soient  R,  R',  R"  leurs  rayons.  Appelons  S,  S',  S"  les  cen- 
tres de  similitude  directe,  et  T,  T',  T"  les  centres  inverses  respectifs  des 
couples  (G',  G"),  (G",  G),  (G,  G');  je  dis  que  les  points  S,  S',  S"  sont  en  ligne 
droite.  En  effet,  le  déterminant 


R'       rr  R'    ■  R"  R'       R" 

a"        a  b"        b         \  1 

W  "  R  ÏV'  ~  R  iV"  ~  R 

a         a'  b  b'       i  i 

R~F  R~R'  R^R' 


est  évidemment  nul,  puisque  la  somme  des  éléments  appartenant  à  chaque 
colonne  est  nulle. 

Si  l'on  change  R  en  —  R,  le  déterminant  est  encore  égal  à  zéro,  ce  qui 
prouve  que  les  centres  inverses  T'  et  T"  et  le  centre  direct  S  sont  en  ligne 
droite. 

Proposons-nous  de  former  l'équation  de  la  droite  S  S' S". 

Pour  cela,  remarquons  que  la  droite  S'S"  a  pour  équation 


X 

a'         a 
iT  ~"  R 

a"        a 

y 
b'      b 

R'        R 

b"        b 

I 
R'  " 

1 

i 

I 
~  R 

I 

R"       R 

R"        R 

R 

R 

Or  ce  déterminant  peut  être  remplacé  par  le  suivant 


X 

r 

ï 

a 

b 

I 

R 

R 

R 

a' 

b' 

I 

R' 

R' 

R' 

a" 

b' 

I 

R" 

R" 

F 

Il  en  résulte  que  l'équation  de  chacun  des  quatre  axes  de  similitude  est  com- 
prise dans  la  formule 


X 

y 

1          0 

a 

b 

eR 

a' 

b' 

s'R' 

a' 

b"   I 

£  R' 

e,  e',  s' désignant  l'unité  positive  ou  négative.  En  prenant  s  =  e'=  i",  on  aura 
l'axe  de  similitude  directe. 
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234.  Considérons  maintenant  un  cercle  rapporté  à  deux  axes  quelconques, 
et  soit 

f{x,  y,  ^)es  ip2_|_  2,xy  cosO  -hy--+-  'i.%xz  -\-  2  ^yz  4-  y^-  =  o 
son  équation.  On  a 

On  en  déduit,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  dans  le  cas  où  les  axes  coor- 
donnés sont  deux  diamètres  rectangulaires,  les  résultats  suivants  : 

1°  L'équation  de  la  tangente  au  point  Xi,  jki,  ^1,  situé  sur  le  cercle,  est 

2°  L'équation  de  la  polaire  d'un  point  quelconque  a?i,  jki,  ^1  est 

Cette  équation  peut  s'écrire  aussi 

On  en  conclut  que  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  a  pour  équation 

3°  Enfin,  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  issues  d'un  point  (xi,  yi,  Zy) 
est 

4/(^,  y,  z)f{xi,yi,  Si)  —  i^fl;+yfy,  +  ^fz,  Y  =  o. 

23o.  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  —  Soient 
^,,  jK)  les  coordonnées  d'un  point  P.  Menons  par  P  une  sécante 
dont  la  direction  est  définie  par  les  paramètres  principaux  «,  6,  les 
axes  étant  quelconques.  Considérons  un  cercle  représenté  par  l'é- 
quation 

■     /(•^,  J')  =  A4/(a7,  _x)  +  2aa:-K2P7-f-Y  =  o- 

Les  coordonnées  d'un  point  commun  à  la  sécante  considérée  et  au 
cercle  seront  x  =^  X\-{-  ap,  y  =jKi  +  ^p>  pourvu  que  p  soit  égal  à 
l'une  des  racines  de  l'équation 

/(a^i-Hap,  ji4- 6p)  =  0, 

c'est-à-dire 

A  ^{a,  b)p^-h...-i-f(xi,  7i)  =  o. 

Si  l'on  remarque  que  '^{a,  b)=^i,  on  voit  que  le  produit  des  ra- 


cines  est  égal  à 
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Ce  produit  est  indépendant  de  la  direction  de  la  sécante;  on  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  un  cercle  G  et  un  point  P  dans  son  plan,  le  pro- 
duit des  distances  de  ce  point  aux  points  d' intersection  du  cercle 
et  d'une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  P  est  constant, 
quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 

Ce  produit  se  nomme  la  puissance  du  point  P  par  rapport  au 
cercle  C,  et  son  expression  s'obtient  en  substituant  aux  coordonnées 
courantes  les  coordonnées  de  P  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  C  et  divisant  le  résultat  obtenu  par  le  coefficient  de  x-. 

11  convient  de  remarquer  que  le  calcul  précédent  s'applique  à  une  sécanle 
imaginaire,  pourvu  toutefois  que  cette  sécante  ne  soit  pas  isotrope.  Si  (a,  b) 
sont  les  paramètres  d'une  sécante  isotrope,  on  a,  en  eiïet,  <]^(a,  b)  —  o;  on  ne 
peut  donc  pas  supposer  le  point  directeur  à  l'unité  de  distance  de  l'origine. 
Mais  si  l'on  pose  x  —  X\-^  aç),  y  —  yx-^-  h^  et  que  l'un  au  moins  des  nombres 
a  et  6  soit  différent  de  zéro,  le  point  (r,  /)  ne  peut  être  à  l'infini  que  si  p  est 
infini.  Cela  étant,  dans  le  cas  d'une  droite  isotrope,  l'une  des  racines  de  l'é- 
quation en  p  que  nous  avons  formée  est  infinie  et  l'autre  aura  une  valeur  finie 
si  le  point  P  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  du  cercle  ;  par  suite,  si  M,  M'  sont 
les  points  d'intersection  de  la  sécante  isotrope  considérée  et  du  cercle,  l'un 
des  facteurs  PM,  par  exemple,  est  nul  et  l'autre  est  infini. 

Remarquons  encore  que,  dans  le  cas  d'un  cercle,  tj  ^aAsin^G;  donc,  la 
puissance  du  point  (a-i,^i)  par  rapport  au  cercle  ayant  pour  équation 
f{^i  y)  '=  ^  ^  pour  expression  algébrique 

Nous  avons  trouvé 

f{x,  j )  s  A  [^/(x  -  a-0,  r  -  Jo)  -  R^J, 
donc 

A         -"^        "  ' 

</ étant  la  distance  du  point  P  au  centre  (jto?  JKo)  du  cercle.  La  puis- 
sance d'un  point  P  situé  à  une  distance  d  du  centre  d'un  cercle  de 
rayon  R  a  donc  pour  expression  d'^ —  R^. 

Donc  la  puissance  de  P  est  positive,  nulle  ou  négative  suivant  que 

NiEWENGLOWSKI.  —  G.  ail.,  I.  H 
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P  est  extérieur  au  cercle,  sur  sa  circonférence,  ou  intérieur;  et  réci- 
proquement. 

Intersection  de  deux  cercles. 

236.  Soient  C  =  o,  C'=:o  les  équations  de  deux  cercles,  mises 
sous  la  forme  canonique,  c'est-à-dire  les  coefficients  de  x-  et  dejK" 
étant  égaux  à  l'unité. 

Nous  aurons  les  coordonnées  des  points  communs  à  ces  deux 
cercles  en  résolvant  le  système  C  =  o,  C'=  o,  ou  le  système  équiva- 
lent C  =  o,G  —  C':=o. 

Or  la  dernière  équation,  étant  du  premier  degré,  représente  une 
droite.  On  est  ainsi  ramené  à  trouver  l'intersection  d'une  droite  et 
d'un  cercle;  par  conséquent,  deux  cercles  donnés  se  coupent  en 
deux  points.  La  droite  que  nous  venons  de  trouver  se  nomme  Vaxe 
radical  des  deux  cercles.  Comme  G  et  C  sont  les  puissances  du 
point  {x,y)  par  rapport  aux  deux  cercles,  on  voit  que  l'axe  radical 
peut  être  défini  comme  étant  le  lieu  des  points  ayant  même  puis- 
sance par  rapport  à  ces  deux  cercles. 

237.  Points  cycliques.  —  Rendons  les  équations  des  cercles  donnés  homo- 
gènes : 

G  ss  a:2+  ixy  cos6  -\-y-+  laxz  -\-  ibyz  -+-  cz^  =  o, 
Ces  a:-2_|_  r^xy  cos6  -+-JK-+  la'xz  -t-  ib' yz  -\-  c'z^^=  o. 

En  retranchant  membre  à  membre,  on  obtient 

C  —  C ^^  z\_%{a  —  a')x  -r-  "i-ib  —  b')y  -\-  {c  —  c')3]  =  o. 

Donc  aux  solutions  déjà  trouvées  et  correspondant  à  5  =  i,  il  convient  d'a- 
jouter les  solutions  du  système 

-3  =  0,         a;2-i- 2.r/ cosO  +  7- =  o. 

On  obtient  ainsi  deux  points  imaginaires  conjugués  que  l'on  désigne  sou- 
vent pour  abréger  par  les  lettres  I  et  J  et  qu'on  nomme  les  ombilics  du  plan, 
ou  encore  les  points  cycliques.  En  supposant  les  axes  rectangulaires,  on  peut 
dire  que  les  coordonnées  homogènes  des  points  I  et  J  sont 


37  =  I, 

y=  t, 

^  =  0; 

X  =  ï, 

y  =  -h 

.c  =  0. 

Tout  cercle  du  plan  passe  par  ces  deux  points,  qui  sont  indépendants  des 
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axes  de  coordonnées  comme  les  droites  isotropes  elles-mêmes.  On  voit,  en 
effet,  que  les  coordonnées  de  ces  points  vérifient  l'équation  d'un  cercle  quel- 
conque. Réciproquement,  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  deux 
points  est  un  cercle.  En  effet,  supposons  les  axes  rectangulaires;  en  exprimant 
que  l'équation  du  second  degré  est  vérifiée  pour  x  =  \,  y  —  i,  5  =  o,  et  pour 
or  —  i, y  =^  —  i,  j  =  o,  on  trouve 

A-4-2Bt  —  C  =  o,        A  —  aBi  —  C  =  o; 

ce  qui  donne  B  =  o,  A  =  C. 
La  tangente  à  un  cercle  quelconque  au  point  I  a  pour  équation 

a7-f-f/-4-DH-Et  =  o; 

c'est  la  droite  isotrope  qui  passe  par  le  centre  du  cercle  et  le  point  I;  ré- 
sultat analogue  pour  le  point  J.  Il  en  résulte  que  deux  cercles  concentriques 
sont  tangents  en  I  et  en  J  ;  on  peut  également  dire  que  deux  cercles  quelcon- 
ques se  coupent  à  angle  droit  en  ces  mêmes  points. 

Les  coordonnées  trilinéaires  normales  des  points  I  et  J  sont 

ot  =  coscp -j- i  siniy,         p  =  costj/ -f- t  sin»]/,         y  =  cosO -}- t  sinO, 
a'=coso  —  isinifi,         P'=cos«{^  —  tsint|/,        y'=  cosO  —  tsinO, 


a  —  e'?,       p  =  ei^,       7  =  e'9         et         a'  =  e-'?,        ^'  =  e-'']>,       y'  =  ^~'^ 
de  sorte  que 

Discussion  de  l'intersection  de  deux  cercles. 

238.  Rapportons  l'un  des  cercles  à  deux  diamètres  rectangulaires, 
l'axe  des  x  passant  par  le  centre  du  second  cercle;  les  équations  de 
ces  cercles  sont 

a:2_^j2_R2  =  o,         (.r  — a)2H-^2— R'2  =  o, 

a  désignant  la  distance  des  centres  ;  nous  supposerons  «  >  o,  R  ^  R'. 
L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  a  pour  équation 

R2  _  R's  _^_  a'i 

ce  qui  montre  que  l'axe  radical  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres. 
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Pour  que  cette  droite  coupe  le  premier  cercle  en  des  points  réels, 
il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ail 


OU 


R, 


(R-^R'— rt)(R  — R'— a)^o, 
c'est-à-dire 

R_  R'<a<R+R'. 

Si  a  =  R  —  R'  OU  a  =  R  +  R'  les  deu\  cercles  sont  tangents. 

239.  Théorème.  —  Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  pris  deux 
à  deux  ont  un  point  commun,  quon  nomme  le  centre  radical  de 
ces  trois  cercles. 

En  effet,  soient,  sous  la  forme  canonique,  C  =  o,  C':^o,  C"=o 
les  équations  de  trois  cercles.  Les  axes  radicaux  de  ces  cercles,  con- 
sidérés deux  à  deux,  ont  pour  équations 

G'— G"=o,         G"— G  =  o,         G-G'=o. 

Ces  trois  droites  se  coupent  évidemment  au  point  défini  par  les  équa- 
tions C  =  C'=C",  et  qui  a  même  puissance  par  rapport  aux  trois 
cercles  donnés. 

240.  Problème.  Trouver  V équation  générale  des  cercles  pas- 
sant par  les  points  communs  à  deux  cercles  donnés.  —  Soient 
C  =  o,  C'=  o  les  équations  des  deux  cercles  donnés.  L'équation 

(i)  aG  -h  a'G'  =  o, 

dans  laquelle  a  et  a'  sont  deux  constantes  arbitraires,  représente  une 
infinité  de  cercles  passant  par  les  points  communs  aux  deux  cercles. 
Je  dis  qu'elle  peut  représenter  tout  cercle  passant  par  ces  deux 
points.  En  effet,  soit  C"  un  tel  cercle;  prenons  sur  ce  cercle  un 
point  (■^•^,  j-j)  différent  des  deux  premiers;  en  désignant  par  C,  et 
G'^  ce  que  deviennent  C  et  C  quand  on  y  remplace  les  coordonnées 
courantes  par  .ri,y<,  on  peut  déterminer  a  et  a'  de  façon  que  le 
cercle  représenté  par  l'équation  G"=  o  j^asse  parle  point  (^i,j-,);  il 
faut  pour  cela  que  aG|  +  a'Gj  ^=  o,  et,  par  suite,  il  suffit  de  prendre 
a  =  Gj,  a'=  —  Gi  ;  de  sorte  que  l'équation 

GG'i-G'Gi=o 
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représente  un  cercle  ayant  avec  C"  trois  points  communs  et,  par 
suite,  confondu  avec  C". 

241.  Équation  générale  des  cercles  passant  par  les  points  d in- 
tersection d\in  cercle  C  et  d' une  droite  D.  —  Ou  peut  énoncer 
autrement  le  problème  :  il  s'agit  de  former  l'équation  générale  des 
cercles  ayant  avec  le  cercle  donné  C,  pour  axe  radical,  la  droite  don- 
née D. 

Soient  C  =  o  et  ÇJ  r=.  o  les  équations,  sous  forme  canonique,  du 
cercle  donné  et  de  l'un  des  cercles  cherchés.  L'équation  de  l'axe  ra- 
dical de  ces  deux  cercles  est  C —  C  ^  o.  Cette  droite  devant  coïnci- 
der avec  la  droite  définie  par  l'équation  D  =  o,  on  doit  avoir,  X  étant 

une  constante, 

C'_C  =  XD, 

et,  par  suite, 

C  =  G  -i-  X  D. 

L'équation  demandée  est  donc  de  la  forme 

aG-T-i3D  =  o, 

a  et  [3  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Réciproquement,  l'équation  précédente  représente  bien  un  cercle 
ayant  avec  le  cercle  donné  pour  axe  radical  la  droite  donnée.  On  a 
donc  trouvé  l'équation  générale  demandée. 

Remarque.  —  Cette  solution  permet  de  résoudre  le  problème  précédent, 
car  si  un  cercle  passe  par  les  points  communs  aux.  cercles  C  =  o,  C'=  o,  il  a 
avec  l'un  d'eux  pour  axe  radical  la  droite  représentée  par  C  —  G'=  o;  donc 
l'équation  demandée  est  G -{- X(G  —  G')  =  o.  Cette  équation  est  bien  de  la 
forme  aC  +  a'G'=  o. 

242.  AppLicATioiv.  Equation  générale  des  cercles  tangents  à 
un  cercle  donné.  —  Soient  C  =  o  l'équation  d'un  cercle  et  T  =  o 
l'équation  d'une  tangente  à  ce  cercle  ;  le  cercle  cherché  et  le  cercle  C 
ont  pour  axe  radical  une  tangente  au  cercle  C;  donc  l'équation  gé- 
nérale demandée  est 

Ch-XT  =o. 

Par  exemple,  les  axes  étant  rectangulaires, 

{x  —  ay-h{y  —  6)*—  R2-!-  X  (a?,—  a  coso  -h y  —  b  sino  —  R)  =  o, 
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dans  laquelle  co  désigne  un  angle  arbitraire,  représente  tous  les  cer- 
cles tangents  au  cercle  ayant  pour  équation 

{x  —  ay  -\-  (y  —  by-—  R^  =  o. 

On  peut  encore  remarquer  que  l'équation 

(£)  {x  —  XoY-^  (y  —yoy--^'^^[y  —  yo—  'n(x  —  Xo)]  =  o 

est  l'équation  générale  des  cercles  tangents  au  point  {xq,  jko)  à  la  droite  re- 
présentée par  l'équation 

y  —  yo—m(x  —  xo)  =  o; 

car  cette  droite  est  l'axe  radical  du  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour  centre 
Xq,  yo  et  de  tout  cercle  représenté  par  l'équation  (i). 

Cercles  orthogonaux. 

243.  Pour  que  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit  en  deux  points  réels, 
il  faut  que  les  rayons  partant  de  l'un  quelconque  des  deux  points  communs 
à  ces  cercles  soient  rectangulaires  et,  par  suite,  d,  R,  R' désignant  la  distance 
des  centres  et  les  rayons,  on  doit  avoir  d^  =  R^-i-  R'2. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée,  on  peut  former  un  triangle 
rectangle  ayant  deux  sommets  confondus  avec  les  centres,  les  côtés  de  l'angle 
droit  étant  égaux  aux  rayons,  d'où  il  résulte  évidemment  que  les  deux  cercles 
se  coupent  en  des  points  réels  et  à  angle  droit. 

On  peut  obtenir  la  condition  précédente  par  le  calcul.  Soient  en  effet,  les 
axes  étant  rectangulaires, 

(i)  {x-xoy  +  iy-yoY—^^  ^o, 

(•^)  {x-Xiy-^iy-yiy-K^=^o 

les  équations  de  deux  cercles,  et  soient  x,  y  les  coordonnées  de  l'un  de  leurs 
points  communs.  Les  tangentes  en  ces  points  ont  pour  équations,  respecti- 
vement, 

(X-x){x-Xo)^iY-y)(y-yo)-lV^  =  o, 

(X-x)(x-xô-^{Y-y)(y-yi)-l\'^-^o. 

La  condition  pour  que  ces  droites  se  coupent  à  angle  droit  est 

(3)  (x  —  xo)  {x  —  xi)  -{-  (y  —yo)  (y  —  yi)  =  o. 

Les  coordonnées  (x,  y)  d'un  point  commun  à  ces  deux  cercles  doivent  donc 
vérifier  les  relations  (i),  (2),  (3).  En  multipliant  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (3)  par  —  2,  et  ajoutant  aux  deux  premières,  membre  à  membre,  on 


CERCLE. 


l83 


obtient  la  condition 


(  ^0  -  ^-i  )-  +  (jo  -  7i  )'  =  R2  -+-  R'-^ 

Cela  étant,  considérons  les  équations  de  deux  cercles  rapportés  à  deux  axes 
qualconques 

cp^-h -ixy  cosb -i-y--^ -j.ax -^  i^y  -t- y  =  o, 
ar2-i-  ixy  cos8  -f-/^-+-  -iol'x  -+-  2.^'y  4-  y'=  o, 

et  proposons-nous  d'exprimer  que  ces  deux  cercles  sont  orthogonaux.  La  con- 
dition trouvée  plus  haut  peut  s'écrire  ainsi 

lïllle  exprime  donc  que  la  somme  des  puissances  du  centre  du  premier  cercle, 
par  exemple,  par  rapport  aux  deux  cercles,  est  nulle,  car  la  puissance  de  ce 
centre  par  rapport  au  premier  cercle  est  égale  à  d^ —  R'^*  et,  par  rapport  au 
second,  à  —  R^. 

Si  nous  désignons  para?  étales  coordonnées  du  centre  du  premier  cercle 
nous  devons  écrire,  par  suite,  la  condition 

(4)  •ix--+-  .\ccf  cosd  -+■  'iy--^  v,(a  -+-  a')  a? -+-  ^(^  -+-  3')  jk  -4-  Y  ~^  t'  =  "• 
Mais  les  coordonnées  x,  y  sont  définies  par  les  équations 

(5)  X -]- y  cosO  ■+■  oL  —  o, 

(6)  a?  COsO  +JK  H- P  =  o. 

On  aura  la  condition  cherchée  en  éliminant  x  et  y  entre  ces  trois  équa- 
tions. Or  on  peut  remplacer  l'équation  (4)  parl'équation  obtenue  en  retran- 
chant du  premier  membre  de  cette  équation  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (5)  et  (6)  multipliés  respectivement  par  — ix  et  — 2y,  ce  qui  donne 
cette  nouvelle  équation,  linéaire  comme  les  deux  précédentes, 

(7)  2a'.r -1- '2  3'_/-l- Y -^t' =  o- 

En  éliminant  x  et  y  entre  les  équations  (5),  (6),  (7),  nous  obtenons  la  con- 
dition suivante  : 

I        cosO         a 
cosO        1  p 

a  a'        2^'      Y  "^  y' 


=  0, 


et,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  cette  équation  se  simplifie  et  devient 

2(ûta'+p;3')  =  Y  +  Y'- 

Supposons  maintenant  les   équations   des   deux    cercles   données   sous 
forme 

A  {x^-h  2ay  cos6  -^ y^)  -Jr-  2D  X  -h  lE y  -h  F  =0, 

A'{x^-¥--ixycos%  -hy^)  -+■  2 D'à: -h  %E'y  -+■  F'=  o, 
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il  faudra  poser 
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Y 


F 


D' 

A' 


A'' 


,      F' 


Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  condition  prendra  la  forme  suivante  : 
(8)  2(DD'4-EE')  =  AF'+A'F 

et,  dans  le  cas  général, 


(9; 


1        cosO  D 

cos6        I  E 

2D'      2E'     AF'4-FA' 


La  condition  trouvée  est  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  coefficients 
des  équations  de  chacun  des  deux  cercles.  Réciproquement,  si  les  coeffi- 
cients A,  D,  E,  F  de  l'équation  d'un  cercle  variable  sont  liés  linéairement 
par  une  équation  de  la  forme 

(10)  x\X -i- 2D[j.  4- aEv  H- Fp  =  o, 

le  cercle  représenté  par  l'équation 

A  (372 -i-  207/  cos6  -\-y^)-i-  iBx  -h  2E/  -t-  F  =  o 

est  orthogonal  à  un  cercle  fixe. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  identifions  l'équation  (10)  avec  l'équa- 
tion (9),  ce  qui  donne 


F '  _     D' 

X        —  [x 


E'    _  A' 

-V    ~     p    ' 


et,  par  suite,  le  cercle  représenté  par  l'équation 

A  (x--{- y-)  -T-  2Dx  -h  0. Ey  -4-  F  =  o 
est  orthogonal  au  cercle  représenté  par  l'équation 

p{x^-{-y^)  —  T-IXX 2V/  -f-  À  =  O. 

On  voit  que  le  coefficient  p  doit  être  différent  de  zéro.  Si  l'on  suppose  p  =  o, 
la  relation  (10)  exprime  que  le  centre  du  cercle  décrit  une  droite.  On  peut 
dire  que  le  cercle  orthogonal  a  dégénéré  en  ligne  droite. 
Si  les  axes  sont  obliques,  la  relation  (9)  peut  s'écrire 

2D(E'cose-D')-i-2E(D'cosO—  E') -4- (AF'-t- A'F)  sin^G  =  o; 

pour  déterminer  A',  D',  E',  F',  on  devra  résoudre  les  équations 

F'  sin26  _  E'  cosG  —  D'  _  D'  cosô  —  E'  _  A'  sin^O 

X  |JL  V  p 
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Pour  résoudre  ce  système,  on  peut  poser  A'=  p,  F' =  X  ;  il  en  résulte 
D'  cosO  —  E'  =  V  sinïO,         E'  cosO  —  D'  =  [ji  sin^O, 
d'où  l'on  lire 

D'  =  — (;ji  +  vcosO),         E'  =  — (v  -4-;jicose), 
et,  par  suite,  le  cercle  fixe  orthogonal  au  cercle  considéré  a  pour  équation 
p(x--h  'i.xy  cosO  -¥ y"^)  —  •2(,a  -+■  v  cosO)ar  —  2(v  -\-  \x  cosJ9)^  -)-  X  =  o. 

244.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  à 
angle  droit  deux  cercles  donnés. 

Soient,  les  axes  étant  rectangulaires, 

x--h y^-{-  iHx  -+-  'i^y  -f-  F  =  o,         2:2  -f- ^2 -f.  2 D'à?  -+-  aE'^-f-  F'^  o 

les  équations  des  deux  cercles  donnés.  Pour  que  le  cercle 

x^-\- y'i  —  -xixx  —  1  '^y  4-  Y  =  o 

coupe  à  angle  droit  les  deux  premiers,  il  faut  et  il  suffit  que 

2Da-t-2E|3-+-F  +  Y  =  o,         aD'a -i- sE'p -i- F'+ v  =  o. 

En  retranchant  les  deux  équations  membre  à  membre,  on  obtient 

2(D  — D')a^2(E  — E')P  4-F  — F'=o, 

ce  qui  démontre  que  le  lieu  demandé  est  l'axe  radical  des  deux  cercles  don- 
nés, car  a,  p  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  variable  considéré. 

D'ailleurs,  on  voit  géométriquement  que  tout  point  M  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  est  le  centre  d'un  cercle  orthogonal  à  ces  deux  cercles.  En  effet, 
les  puissances  du  point  M  par  rapport  aux  deux  cercles  sont  égales;  si  l'on 
suppose  M  extérieur  aux  deux  cercles,  les  tangentes  MT,  MT',  menées  de  M 
à  ces  deux  cercles,  sont  égales,  et  le  cercle  ayant  pour  centre  M  et  pour 
rayon  MT  les  coupe  à  angle  droit. 

243.  Problème.  —  Trouver  l'équation  du  cercle  orthogonal  à  trois  cer- 
cles donnés. 

Soient 

x--+-y^-h  iDx  -haEy  -{-F  —  o, 

a:2_^  j2_|_  fD'x  -i-  lE'y-h  F' =  o, 
:p2 -H  j2  _,_  9,  D"  3- -+- 2  E'^ -H  F"  =  o 

les  équations  de  trois  cercles  rapportés  à  deux  axes  rectangulaires,  et  soit 

(i)  x^-+-y^-\-  ixx  -i-  2^y  ^^(  =  o 


i86 


CHAPITRE    VI. 


l'équation  d'un  quatrième  cercle.  Il  s'agit  de  déterminer  oc,  p,  y  par  les  con- 
ditions 


(2) 
(3) 
(4) 


2Da  -f-2Ep  —Y  — F  =o, 
2  D'à  +2E'p  — Y  — F'  =  o, 
2D«'a  +  2E"p  — Y  — r"=o. 


Ces  équations  ont  une  solution,  pourvu  que  le  déterminant  du  système  ne 
soit  pas  nul,  c'est-à-dire  pourvu  que  les  centres  des  cercles  donnés  ne 
soient  pas  en  ligne  droite.  Cela  étant  admis,  il  faudra  porter  dans  l'équa- 
tion (i)  les  expressions  de  a,  p,  y  tirées  des  équations  (2),  (3),  (4);  on  en 
conclut  que  l'équation  du  cercle  cherché  est 


X^-  -+-  J2 

X 

r 

I 

—  F 

D 

E 

—  i 

—  F' 

D' 

E' 

—  I 

_F" 

D" 

E" 

—  1 

On  peut  transformer  cette  équation.  Ajoutons  la  première  ligne  du  détermi- 
nant aux  suivantes,  ce  qui  donne 

cc^-^y'—F      B  -h  X    E  -1-7 
x--T-y^ — F'     D' -+- a?    E' -HjK 


-y 


F"     D" 


-7 


=  0, 


Enfin,  en  ajoutant  aux  éléments  de  la  première  colonne  ceux  de  la  deuxième 
multipliés  par  —x,  et  ceux  de  la  troisième  multipliés  par — y,  on  obtient 
l'équation 

D  -f-;r     E  +j     D^-hEj+F 

D'-i-a7     E'+j     D'à? -h  E'jK -H  F' 

D"  -\-x     E"  +  y     D" a?  H-  E>  h-  F" 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme  suivante  : 


(5) 


C,  C,  G"  désignant  les  premiers   membres  des  équations   des   trois  cercles 
donnés. 

On  désigne  le  cercle  trouvé  sous  le  nom  de  cercle  orthotomique  des  trois 
cercles  donnés. 


dG 

dC 

dC 

dx 

dy 

dz 

dC 

dC 

dC 

dx 

ày 

dz 

dC" 

dC" 

dC" 

dx 

ày 

dz 
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24G.  Propriétés  du  cercle  ortliotoinique.  —  1°  Le  centre  du  cercle  orlho- 
tomique  est  le  centre  radical  des  cercles  donnés.  Cela  résulte  immédiatement 
de  la  proposition  établie  au  n"  243. 

9,"  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  trois  cercles 
soient  concourantes  est  le  cercle  ortliotoniique  relatif  à  ces  trois  cercles. 

En  effet,  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point;  les  polaires  de  ce  point 
ont  pour  équations 


OX            oy            oz 

—  0, 

^dC        ^dC       ^^dC 
ox            oy            oz 

=  0, 

xf +  Yf  ^z^s: 

ox            dy            dz 

=  0; 

donc  la  condition  pour  que  ces  droites  soient  concourantes  est  précisément 
l'équation  (5).  Il  en  résulte  que  cette  équation  représente  encore  le  cercle 
orthotomique  quand  les  axes  sont  obliques. 

Le  point  de  concours  des  polaires  est  sur  le  cercle  orthotomique.  En  effet, 
les  équations  de  ces  polaires  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

dÙ  âC  àC 

àC  dC  àC 

•^^+-^^-^-'^="' 

dC  dC"  OC"  _ 

et,  si  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  de  leur  point  de  concours,  les  équations 
précédentes  étant  vérifiées  par  des  valeurs  x,  y,  z  non  toutes  nulles,  il  en  ré- 
sulte que  l'équation  du  cercle  orthotomique  est  vérifiée  quand  on  remplace 
X,  y,  z  par  X,  Y,  Z. 

Soient  M  un  point  du  cercle  orthotomique,  M'  le  point  de  concours  des  po- 
laires de  M  par  rapport  aux  cercles  donnés,  je  dis  que  M  et  M'  sont  diamétra- 
lement opposés.  En  effet,  rapportons  le  cercle  orthotomique  à  deux  diamètres 
rectangulaires,  et  soit 

x^-^y^—  p2  =  0 

son  équation.  Les  équations  des  trois  cercles  donnés,  rapportés  aux  mêmes 
axes,  seront 

x^-Jry^^iHx   -^  xEy  -f-p2=o, 

x^-^y'^^xD'x -r-iYJy  ~  ç)^z=  o, 

ar2 -+- ^2  _|_  2  D'à?  H- 2  E"^  4- p2  =  o, 

puisque  la  condition  d'orthogonalité  se  réduit  à  F  —  p2  =  o  par  rapport  au 
premier  cercle,  par  exemple.  Gela  étant,  si  x^,  y^  sont  les  coordonnées  du 
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point  M,  sa  polaire,  représentée  par 

passe  par  le  point  —  Tq,  —  jKo- 

On  voit  en  même  temps  que  le  centre  du  cercle  orthotomique  est  le  centre 
radical  des  trois  cercles,  et  que  le  carré  de  son  rayon  est  égal  à  la  puissance 
du  centre  radical  par  rapport  à  ces  cercles. 

Ces  résultats  sont  faciles  à  obtenir  géométriquement.  En  effet,  le  centre 
d'un  cercle  orthogonal  à  trois  cercles  donnés  est  évidemment  le'  centre  radi- 
cal de  ces  trois  cercles,  et  le  carré  de  son  rayon  est  égal  à  la  puissance  du 
centre  radical  et  réciproquement.  Ensuite,  on  a  vu  que  si  deux  cercles  sont 
orthogonaux,  tout  diamètre  de  l'un  d'eux  est  partagé  harmoniquement  par 
l'autre  (140);  donc  deux  points  M,  M'  diamétralement  opposés,  du  cercle  or- 
thotomique, sont  conjugués  par  rapport  à  chacun  des  cercles  donnés;  les  po- 
laires de  M  passent  donc  par  M'.  Réciproquement,  si  l'on  suppose  que  deux 
points  M,  M'  soient  conjugués  par  rapport  à  trois  cercles  G,  G',  G",  0  étant  le 
milieu  de  MM',  les  puissances  de  O  par  rapport  aux  trois  cercles  seront 
égales  à  OM^;  on  en  conclut  que  O  est  le  centre  radical,  et  que  les  points  M 
et  M'  sont  sur  un  cercle  fixe,  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés. 

24f7,  Problème.  —  Déterminer  deux  familles  de  cercles  orthogonaux. — 
Il  s'agit  de  déterminer  deux  familles  de  cercles  tels  que  deux  cercles  quel- 
conques appartenant  à  la  première  et  à  la  seconde  famille  soient  orthogo- 
naux. Soient  G,  G'  deux  cercles  de  la  première  famille;  tout  cercle  de  la  se- 
conde famille  devant  couper  à  angle  droit  les  cercles  G  et  G',  on  en  conclut 
que  les  centres  des  cercles  de  la  seconde  famille  sont  sur  l'axe  radical  des 
cercles  G  et  G'.  Gela  étant,  si  G"  est  un  troisième  cercle  de  la  première 
famille,  les  centres  des  cercles  de  la  seconde  famille  devant  être  aussi  sur 
l'axe  radical  de  G  et  G",  il  en  résulte  que  deux  cercles  quelconques  de  la  pre- 
mière famille  ont  pour  axe  radical  une  droite  déterminée,  et  il  en  est  de 
même  des  cercles  de  la  seconde  famille;  par  suite,  les  centres  des  cercles  des 
deux  familles  sont  disposés  sur  deux  droites  rectangulaires. 

Gela  étant,  nous  prendrons  deux  axes  rectangulaires  et  nous  formerons 
d'abord  une  première  famille  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur  Oa^,  et  tels 
que  deux  quelconques  de  ces  cercles  aient  pour  axe  radical  l'axe  des  y. 

Soit 

a;2_j_j^2_j_  -i^ax  -H  X  =  o 

l'équation  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox.  La  puissance  de  l'origine  par 
rapport  à  chacun  des  cercles  d'une  famille  doit  être  la  même;  on  en  conclut 
que  X  doit  avoir  une  valeur  constante.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
X  =  /i2,  h  étant  une  constante  réelle;  l'équation 

^2  _^  J.2  _|_  2 aa?  H- /i2  =  y^ 
dans  laquelle  a  est  un  paramètre  variable,  représentera  la  première  famille. 
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L'équation  générale  des  cercles  de  la  seconde  famille  sera  de  la  forme 

x^ -i- y- -i-  1  by  -H  /.  =  o  ; 

la  condition  d'orthogonalité  se  réduit  à  X:  =  —  /i^;  donc  la  seconde  famille  est 
définie  par  l'équation 

x'^-\-  y--r-  9,  by  —  A-  =  o, 

dans  laquelle  b  est  un  paramètre  variable.  On  voit  que  ces  cercles  sont  tou- 
jours réels  et  coupent  l'axe  des  x  en  deux  points  réels,  ayant  pour  coordon- 
nées X  =^±  h,  y  ^o.  Soient  a>  et  u>'  ces  deux  points. 

L'équation  d'un  cercle  de  la  première  famille  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{x  -h  a)2  -i- j2  =  a2_  /,2. 

Pour  que  ce  cercle  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  a^ — h^  soit  positif. 
Lorsque  a  =  h,  le  cercle  se  réduit  à  un  point  x  =  —  a,  j' =  o  :  c'est  le 
point  w  ;  pour  a  =  —  A  on  obtient  l'autre  point.  La  puissance  de  l'origine  étant 
égale  à  -t- A*,  et  celle  du  point  10,  par  exemple,  égale  à  ih{a  -\-  h),  on  voit 
que  si  le  centre  du  cercle  a  une  abscisse  positive,  on  aura  a  -t-  A  <  o  si  ce 
cercle  est  réel;  donc  le  point  w  sera  à  l'intérieur  du  cercle  considéré.  Ces 
points  to  et  10'  se  nomment  les  points  limites  de  la  première  famille.  Si  l'on 
avait  posé  X  =  —  A^,  ces  résultats  auraient  été  renversés. 

La  polaire  de  l'un  des  points  limites  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cer- 
cles de  la  première  famille  passe  par  l'autre  point  limite  et  est  perpendicu- 
laire à  la  ligne  qui  les  joint. 

En  effet,  la  polaire  du  point  (A,  o)  par  rapport  au  cercle 


a  pour  équation 


.r-  -H  /2  -f-  2  «  j*  -f-  A2  =  o 

(a-l-A)(a7-+-A)  =  o. 


248.  Définition   de   l'angle  de  deux  cercles.  —  Considérons  deux  cer- 
cles {fig.  68)  se  coupant  au  point  A,  décrivons  chacun  de  ces  cercles  dans 
le  même  sens  et  menons  les  demi-droites  AT,  AT', 
dirigées  suivant  la  tangente  et  dans  le  sens  de  la  ^'?"  ^°- 

vitesse  du  mobile  décrivant  chaque  cercle;  l'angle  ^^ 

ainsi  obtenu  est  égal  à  l'angle  CAC.  Si  nous  dési- 
gnons cet  angle  par  V,  on  aura 

d^  =  r^  -+-  r'2  —  2  /•/•'  cos  V. 

On  peut  conserver  cette  formule  dans  tous  les  cas 
en  donnant  des  signes  à  r  et  à  /'. 

Si    l'on   décrit  les   cercles   dans   des    sens    con- 
traires, on  regardera  r  et  /•'  comme  ayant  des  si- 
gnes contraires,  et  V  désignera,  dans  ce  cas,  le  supplément  du  premier  angle 
que  nous  avons  considéré. 


igo 
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24!9.   Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent 
trois  cercles  donnés  sous  un  même  angle. 

Soient 

x'^-Jr y^ —  2aa7  —  -iby  +  a-+  6^  —  /-^  =:  o 

et 

x''--¥- y^ —  1V.X  —  ajBj'  h-  a^  +  ^^  —  p2  =  o 

les  équations  de  deux  cercles;  cp  étant  l'angle  de  ces  deux  cercles,  on  a 

{a  —  a)2-4-  (6  —  p)-=  /--H-  p2 — ?.rp  coscp. 

En  posant  a--\-  b''- —  /-^  =  c,  a-+  p^ —  p2=  y  et  p  cos<p  =  X,  on  peut  écrire 

c  -i-  2  /'  X  —  2  a  a  —  '2  6  p  +  Y  =  o. 

On  aura  de  même  pour  deux  autres  cercles 


•2  /•'  X  —  2  a'  a  —  •>.  h'  |3 


c    +  2  /•    /v 


:i"3 


Y 


L'équation  des  cercles  coupant  sous  l'angle  o  les  trois  cercles  donnés  est 
donc  de  la  forme 

^r^  +  j'^  X     y      I 

c  -i-  2  /•  X      a      b      I 

c'-H2r'X      a      b'      i 
c"  -f-  2  /■"  X     a"     6"     I 


x^  +  y^  X  y  1 

c  a  b  \ 

c'  a!  b'  1 

c"  a"  6"  I 


équation  de  la  forme 


-f-2X 


O  X  y  i 

r  a  b  I 

/-'  a'  b'  I 

;•"  a"  b"  i 


C-h2XD 


o, 


C  —  o  étant  l'équation  du  cercle  orthotomique  des  trois  cercles  donnés,  et 
D  =  0  l'équation  de  l'un  des  axes  de  similitude. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par  le  centre 
radical  des  cercles  donnés. 

Inversion. 


250.  Soient  0^7,  Oy  deux  axes  rectangulaires,  et  M  un  point  ayant  pour 
coordonnées  {x,y).  Si  l'on  prend  sur  OM  un  point  M'  tel  que  OM.OM'  =  k, 
on  dit  que  M'  est  l'inverse  de  M,  la  puissance  d'inversion  étant  égale  à  k.  La 
puissance  k  est  positive  ou  négative,  suivant  que  OM  et  OM'  ont  le  même 
sens  ou  des  sens  contraires.  Pour  obtenir  une  relation  entre  les  coordonnées 
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de  M  et  celles  de  M'{x',  y'),  remarquons  que 

X        y         ÔM  k 


X        y  OM'         x^-^y>- 

tlonc 

kx'  _       ky' 


y 


A  la  co\xvhef{x,y)  =  o  correspond  une  courbe  que  nous  nommerons  inverse 
de  la  première  et  qui  a  pour  équation 


/(.- 


kx  ky 


■  y^     x''-\-y^ 
Au  cercle 

x-  -^  y'^  -^  lax  -^r-  iby  -\-  c  =  o 

correspond  un  nouveau  cercle  ayant  pour  équation 

c{x^-\-y^)  -\-  ik{ax  -^  by)  -t-  k^  =  o. 

Si  l'on  suppose  c  =  o,  c'est-à-dire  si  le  cercle  donné  passe  par  le  pôle  d'in- 
version, l'inverse  est  une  droite.  Réciproquement,  l'inverse  d'une  droite  est 
un  cercle.  En  effet,  à  x  —  a  =  o  correspond 

a  {x'^-i- y-)  —  kx  =  o. 

Le  centre  du  cercle  représenté  par  cette  équation  est  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  pôle  sur  la  droite  donnée. 

On  démontre  en  Géométrie  que  l'angle  de  deux  courbes  en  un  point  M  qui 
leur  est  commun  -est  égal  à  l'angle  des  courbes  inverses,  au  point  correspon- 
dant M'  ;  nous  vérifierons  plus  loin  cette  proposition  par  le  calcul.  Il  en  résulte 
que  si  d  est  la  distance  des  centres  de  deux  cercles  ayant  pour  rayons  r,  r' , 
l'expression 


reste  invariable  quand  on  transforme  les  deux  cercles  donnés  par  inversion  ; 
on  peut  le  vérifier  directement.  Il  en  résulte  que  les  expressions 

f^2— (r4-r')2  f/2_(^_,.')2 

i_-_ i-  et  ; — 


restent  invariables.  Le  carré  d'une  tangente  commune  extérieure  a  pour 
expression  d^—  (/•  —  r'Y  et  le  carré  d'une  tangente  commune  intérieure  est 
égal  à  d- — {r-^r'y.  En  désignant  par  T  l'une  des  tangentes  communes,  on 

T 

voit  que     est  invariable. 

s/rr' 

Considérons  quatre  cercles  tangents  à  une  droite  aux  points  A,  B,  G,  D;  les 
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longueurs  AB,  AC,  . . .,  CD  sont  des  tangentes  communes.  De  la  relation 

AB.CD  ^- ÂD.BG  =  ÂG.BD, 

en    désignant  par  (/>,  cj)  une  tangente  commune  à  deux  cercles  /-p,  Vq^  on 

déduit 

d=(i,2)(3,  4)±(«,4)('2,3)dz(i,3)(2,4)  =  o. 

Cette  relation  subsiste  après  l'inversion.  Si  le  cercle  (4)  s'évanouit,  son 
centre  se  place  sur  le  cinquième  cercle  et  les  carrés  des  tangentes  communes 
relatives  à  ce  cercle  deviennent  les  puissances  d'un  point  d'un  cercle  tangent 
aux  trois  premiers.  On  en  conclut  que,  si  les  équations  de  ces  cercles  sont 
G]  =  o,  62=  o,  €3=  o,  l'équation  d'un  quelconque  des  cercles  tangents  aux 
trois  premiers  est 

(•2,  3)v/g;±  (i,  3)/C;±  (i,  2)v/C;=  o  [Gasey(I)]. 

Équation  du  cercle  en  coordonnées  trilinéaires. 

251.  Nous  savons  déjà  que  si  a,  p,  y  sont  les  coordonnées  normales,  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence  a  pour  équation 

a.  Py  -+-  ô-ya  4-  c.a^  =  0. 

En  ajoutant  au  premier  membre  de  cette  équation  une  fonction  du  premier 
degré  arbitraire  et  rendant  l'équation  homogène,  on  obtient 

Cette  équation,  qui  renferme  trois  paramètres  arbitraires  t<,  t»,  w^  est 
l'équation  générale  du  cercle,  en  coordonnées  normales. 

L'équation  de  la  droite  de  l'infini  étant,  en  coordonnées  normales, 

aa  -H  6  p  +  CY  =  o, 
devient,  si  l'on  emploie  des  coordonnées  quelconques, 

a  h  ^       c 

-a+-  p-f--Y  =  o; 

cette  équation  devant  être  identique  à 

/•a  -H  /-'P  -H  /'"y  =  o, 
on  en  conclut 

a  h    _    c 

Ï7-  ^  ]JJ'  ^  V7' 


(')   Voir  la   Géométrie   analytique  de   G.  Salmon,  traduction  Yauclieret,  t.  1' 
p.  191. 
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Il  en  résulte  que  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence 

est 

a).3Y  -h  b  [iva  •+■  cva|3  =  o, 
c'est-à-dire 

\^r'^^  -+-  1^2 /-'ya  -+-  v2/"a!3  =  o, 

et  l'équation  d'un  cercle  quelconque  devient 

X^z-^Y  -t-  iJt*/''Ya-4- v2/-"a3-t-(tta-f-  (^^  -^  tv^)  (/"a  +  /''^  -H  /-"y)  =  o. 

25:2.  Équation  du    cercle   inscrit   au    triangle    de    référence  ;    cercles 
exinscrits.  —  Soient  {Jig.  69)  D,  E,  F  les  points  de  con- 
tact du  cercle  inscrit  avec  les  côtés  du  triangle  ABC.  On 
sait   que   les  angles   du  triangle   DEF  ont   pour  valeurs 

«       A         „       B                C     ^  „     .   .        j 

90° >  90" )  90" •  En  supposant  1  origine  des 

coordonnées  à  l'intérieur  de  DEF  et  appelant  a',  P',  y'  les 
distances  d'un  point  M  aux  côtés  de  ce  triangle,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  DEF  a  pour  équation 

P'y'coSj  a  -p  Y'a'cos^B  -t-  a'^'cosf  G  =  o. 

Mais,  en  vertu  d'une  propriété  connue  du  triangle  isoscèle,  on  a  pour  tous  les 
points  de  ce  cercle 

a'2==pY,         ^'2=Ya,         Y'2=a,3. 

Si  (a,^,  y)  sont  les  coordonnées  d'un   point  de  l'arc  sous-tendu  par  EF, 
P'  et  y'  sont  positifs  et  a'  négatif;  donc 

a'  =  -v/p^>         '^'=\/V;         ï'-/^- 
on  a  donc  pour  cet  arc 

—  /acos  |A  -!-/^cos|  B  -+■  /ycos^G  =  o. 
On  trouve  de  même  pour  les  arcs  DE  et  DF 

/a  cos  I A  —  /?  cos  ^  B  -I-  /y  cos  |  G  =  o, 
v/acos|  A  -t-  /pcosj  B  — y^coSjG  =  o. 

Sous  forme  entière  et  rationnelle,  l'équation  du  cercle  inscrit  à  ABC  est 

«îcos^lA  -f-  p2cos*|B  +  Y^cos^G 

—  a^Y  cosyB  cos  2  G  —  aya  cos^G  cos|A  —  2a3  cosjA  cos^B  =  o. 

On  emploie  la  même  méthode  pour  les  cercles  exinscrits.  On  trouve  pour 
NiEWENGLOWSKI.  —  G.  an.,  I.  l3 
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le  cercle  exinscrit  intérieur  à  l'angle  A 
H-  ^  k 

a2cos»|A  +  p2sin«iB  -4-  Yagin^C 

—  '2pY  sin|B  sin|G  4-  2 y*  sin  j  G  cos|A  -)-  2a[3  cos|^A  sin^B  =  o. 

EXERCICES. 

i.  Former  l'équation  du  cercle  des  neuf  points  relatif  à  un  triangle  donné. 

2.  Si  l'on  nomme  3^0,^0  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle  ABC,  cri,  jKi  ;  ^i,  Ji',  ^3,  yz  les  coordonnées  des  sommets  de  ce 
triangle,  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  a  pour  coordon- 
nées 


3.  Oh  mène  par  un  point  A  deux  droites  qui  rencontrent  un  cercle  fixe  aux 
points  B,  G  et  B',  G'  respectivement.  Prouver  que  les  cercles  ABC' et  AB'C  se 
coupent  en  un  point  situé  sur  le  cercle  décrit  sur  AO  comme  diamètre,  O  étant 
le  centre  du  cercle  donné. 

4.  Soient  AB  une  corde,  G  le  milieu  de  l'un  des  arcs  qu'elle  sous-tend  dans 
un  cercle  donné  et  P  un  point  quelconque  pris  sur  la  circonférence  de  ce 
cercle;  on  prend  sur  PC  une  longueur  PM  =  PA  +  PB.  Trouver  le  lieu  de  M. 

5.  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  P  du  cercle  circon- 
scrit à  un  triangle  sur  les  côtés  de  ce  triangle  sont  en  ligne  droite  et  récipro- 
quement. Déduire  de  là  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  do 
référence. 

La  droite  obtenue  (droite  de  Simson)  passe  à  égale  distance  du  point  0  et 
de  l'orthocentre. 

En  prenant  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  et  en  appelant  a,  p,  y,  cp  les  angles  que  les  rayons  OA,  OB, 
OC,  OP  font  avec  l'axe  des  x,  on  peut  déterminer  l'axe  des  x  de  façon 
que  a  -i-  p  -H  Y  =  9.7r.  La  droite  de  Simson  a  alors  pour  équation 

.     cp  C3        ^/.3o  .a  —  o.B  —  o.v  —  C2 

X  sm  -  -+-  y  cos  --  =  K(  sin  — -  -l-asin  •-  sin '  sin 

1  1  \         2  2  2  .1 

En  transportant  l'origine  au  centre  du  cercle  des  neuf  points,  la  direction 
des  axes  étant  conservée^  cette  équation  devient 

9  o        R         3©     ' 

a?  sin  i  -t- j  cos  ^  =  —  sin  -^      (Badoureau,  Nouvelles  Annales,  1879). 

6.  On  donne  un  cercle  S,  un  triangle  ABC  y  inscrit  et  deux  points  P,  P'  sur 
la  circonférence  S.  1°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  deux  droites 
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(le  Simson  qui  correspondent  à  P,  P'  quand  le  sommet  G  se  déplace  sur  la 
circonférence  S,  A  et  B  restant  fixes.  On  trouve  un  cercle  S'. 

2°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  S'  quand  A  et  B  étant  fixes,  P  et  P'  se  dé- 
placent de  manière  que  l'axe  PP'  reste  constant. 

7.  Démontrer  que  les  cercles,  ayant  pour  diamètres  trois  cordes  apparte-  | 
nant  à  un  même  cercle  et  partant  d'un  môme  point  de  ce  cercle,  se  coupent  • 
en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

8.  Les  cercles  décrits  sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet 
ont  même  axe  radical. 

9.  Lieu  des  points  tels  que  si  l'on  abaisse  de  chacun  d'eux  des  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  d'un  triangle  donné,  le  triangle  formé  par  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  ait  une  aire  constante  2k. 

—  On  trouve  deux  cercles  concentriques  au  cercle  circonscrit.  R  étant  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  les  carrés  des  rayons  de  ces  cercles  ont  pour  va- 
leurs Rî  ±    ■     ■     .^\,    ■    .. . 
sin  A  sino  sinO 

10.  En  nommant  d  la  distance  des  centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  et  r,  R  les  rayons  de  ces  cercles,  prouver  que 

f/2  =  R(R  — 2/-). 

1°  En  appelant  r'  le  rayon  du  cercle  exinscrit  situé  dans  l'angle  A,  et  d'  la 
distance  de  son  centre  à  celui  du  cercle  circonscrit,  on  a 

</'2=   R(R-+-2/'). 

Montrer  que,  si  l'une  de  ces  relations  a  lieu,  il  y  a  une  infinité  de  triangles 
inscrits  au  cercle  R  et  dont  les  côtés  sont  tangents  au  cercle  /•  ou  r'. 

11.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  dis- 
lances à  des  points  donnés  soit  constante,  chacun  des  carrés  étant  multiplié 
par  un  coefficient  constant.  Cas  où  la  somme  des  coefficients  est  nulle. 

12.  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  sont  vus  de  deux  points  donnés  sous 
des  angles  donnés. 

13.  Démontrer  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  est  équidistant  des  po- 
laires de  l'un  quelconque  des  centres  de  similitudes. 

—  Prendre  le  centre  de  similitude  considéré  pour  origine. 

14..  Soient  G  =  o,  C'=  o,  0'=  o  les  équations  de  trois  cercles  fixes.  Le 
cercle  ayant  pour  équation  IC -hVC-hyC  =  o  est  orthogonal  à  un  cercle 
fixe. 

—  Appliquer  le  corollaire  du  n"  243. 
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15.  Condition  pour  que  quatre  cercles  soient  coupés  orthogonalement  par 
un  cinquième. 

—  En  appelant  A,  B,  G,  D  les  centres  des  quatre  cercles,  Si,  S2,  S3,  S^  les 
aires  des  triangles  AGD,  CDA,  DAB,  ABC;  bti,  ©2,  ^3, 134  les  puissances  d'un 
point  quelconque  de  l'origine,  on  a  la  condition 

TUi  Sj  T«T2  S2  -H  '^3  S3 TJUif  04  =  O, 

16.  Calculer  l'angle  de  deux,  cercles. 

On  écrit  d^ —  r^ — /-'^-t-  irr' cosY  =  o,  et  l'on  suit  la  méthode  du  n»  242. 

On  trouve  2  cosV  i/  -t-tt  —  —  M,  M  désignant  le  déterminant  (9). 

17.  Former  les  équations  des  cercles  qui  passent  par  deux  points  donnés  et 
sont  tangents  à  un  cercle  donné. 

18.  Déterminer  les  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés. 

{Voir  G.  Salmon,  t.  I*"",  p.  i85.  Consulter:  Leçons  de  l'Agrégation  clas- 
sique, par  G.  Kœnigs,  Paris,  Hermann.) 

19.  Déterminer  tous  les  systèmes  de  deux  familles  de  cercles  tels  que  tout 
cercle  de  la  première  coupe  tout  cercle  de  la  seconde  sous  un  angle  donné. 


CHAPITRE  YIl. 

LIEUX   GÉOMÉTRIQUES. 


253.  On  nomme  lieu  géométrique  l'ensemble  des  points  qui 
jouissent  d'une  propriété  particulière.  Il  arrive  quelquefois  que  cette 
propriété  est  assez  simple  pour  que  l'on  puisse  en  déduire  immédia- 
tement M  équation  du  lieu.  C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  déduire  de 
leurs  définitions  les  équations  du  cercle,  de  l'ellipse,  de  l'hyper- 
bole ou  de  la  parabole.  Mais,  le  plus  souvent,  le  lieu  que  l'on  cherche 
est  décrit  par  un  point  mobile  dont  les  positions  successives  dé- 
pendent des  valeurs  attribuées  à  un  paramètre  variable.  Par  exemple , 
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on  peut  chercher  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  un  point  mo- 
bile M,  dont  les  coordonnées  rectilignes  x,  y  sont  liées  à  un  para- 
mètre variable  a  par  les  équations 

x=f{a),       7=/i(«), 

/  elf\  désignant  des  fonctions  continues  de  a.  A  chaque  valeur  a^^ 
attribuée  au  paramètre  a,  correspond  une  position  bien  déterminée 
de  M,  dont  les  coordonnées  sont  Xo=/(aQ),  j>^o  =  /,  («o),  en  ad- 
mettant que  chacune  des  fonctions  données  n'ait  qu'une  seule  dé- 
termination. Plus  généralement,  le  point  M  peut  être  défini  comme 
étant  l'un  quelconque  des  points  communs  à  deux  courbes  variables, 
dont  les  équations 

(i)  /ix,y,a)^o,        fi{x,y,a)  =  o 

renferment  le  paramètre  variable  a.  A  chaque  valeur  «oi  attribuée  au 
paramètre  «,  correspondent  deux  courbes,  une  de  chaque  famille, 
qui  se  coupent  en  un  ou  plusieurs  points,  dont  les  coordonnées  vé- 
rifient les  équations 

/(t,  jK,  «0)  =  0,        fi{x,y,a^)  =  o. 

SoitMl'un  de  ces  points.  Si  l'on  fait  varier  a  d'une  manière  continue, 
M  se  déplacera,  en  général,  d'une  manière  continue,  et  l'ensemble 
de  tous  ces  points  décrira  une  courbe  dont  il  s'agit  d'obtenir  l'équa- 
tion. 

Je  dis  qu'on  obtiendra  l'équation  du  lieu  défini  par  les  équa- 
tions (i),  en  éliminant  a  entre  ces  deux  équations. 

En  effet,  soient  X(^,  y^  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  c'est- 
à-dire  d'un  point  commun  aux  courbes  définies  par  les  équations 

(2)  /(x,y,ao}  =  o,        fi{x,y,aQ)  —  o, 

de  sorte  que 

/(^o.7o»«o)  =  0,        /i(a7o,/o,  «o)  =  o. 

Les  équations 

(3)  /(^o,ro,ft)  =  o,        /i{To,yo,a)  =  o 

ont  au  moins  une  solution  commune  Gq.  Par  suite,  en  désignant  par 
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R(^o?JKo)l6  résultant  des  fonctions  de  a  :y(:P(,,j^07^)i/)  (•^oj.Koi'^)? 
on  a 

(4)  R(^o,ro)  =  o; 

ce  qui  signifie  que  le  point  (^o^JKo)  appartient  à  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

(5)  R(r,7)  =  o. 

Réciproquement,  si  (^o^JKo)  sont  les  coordonnées  d'un  point  de 
cette  courbe,  la  condition  (4)  est  vérifiée;  par  suite,  les  équa- 
tions (3)  ont  au  moins  une  solution  commune  a^  ;  en  d'autres  termes, 
le  point  (a^cJKo)  est  l'un  des  points  communs  aux  courbes  (2)  et, 
par  suite,  ce  point  est  bien  un  point  du  lieu. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remarquer  que  l'équation  (5)  est  la  résultante 
des  deux  équations  (1). 

254.  Généralisation .  —  Il  arrive  le  plus  souvent  que  l'on  est 
obligé  de  faire  intervenir  plus  d'un  paramètre  variable.  Par  exemple, 
on  peut  considérer  des  courbes  variables  définies  par  les  équations 

(6)  /  (a?,jK,  a,  ^')  =  o, 

(7)  f\{x,y,a,h)  =  o, 

dans  lesquelles  «,  6  désignent  deux  paramètres  variables  liés  par  une 
équation 

(8)  cp(a,6)  =  o. 

On  aura  l'équation  du  lieu  du  point  i^x^y')  en  éliminant  a  el  b  entre 
ces  trois  équations. 
Effectivement,  soit 

i\(^,y)  =  o 

la  résultante  des  équations  précédentes,  dans  lesquelles  on  regarde  a 
et  b  comme  seules  variables. 

Si  ^^Oî /"o  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu,  il  existe  un 
système  de  valeurs,  «oj  ^0  satisfaisant  à  l'équation  (8)  et  auxquelles 
correspondent  deux  courbes  définies  par  les  équations 

f(x,y,ao,bo)  =  o,        fi(x,  y,  ao,  bo)  ^  o 
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qui  passent  par  le  point  M,  de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

/(^o,  .Ko,  «o>  60)  =  o,        /i(3^o,7or  «0,  ^0)  =  o,         o{ao,  Ùq)  —  0. 
Il  en  résulte  que  les  équations 

(9)  f  (^(),yo,ftJ^)  =  o, 

(10)  fi(a-o,yo,a,f>)  =  o, 
(I  1)  o(a,  b)  —  o 

ont  au  moins  une  solution  «01  ^o?  et,  par  conséqueni. 

Réciproquement,  si  cette  dernière  condition  est  remplie,  les  équa- 
tions (9),  (10),  (i  1)  ont  au  moins  une  solution  commune;  ce  qui  dé- 
montre que  le  point  .Ta,yo  est  un  point  du  lieu. 

D'une  manière  générale,  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  un 
point  dont  les  coordonnées  a:,  y  vérifient  ii  -\-  i  équations 

[    /    (^^7'  «I)«2.    ...,««)  =  0, 

\  fn{^,  y,ct\,ai'  •..,a,i)  =0, 

dans  lesquelles  figurent  n  paramètres  «,,  «o?  •••1  <^'«j  s'obtient  en 
éliminant  ces  n  paramètres  entre  les  n  +  i  équations  précédentes. 

En  effet,  si 

\\{x,y)  =  o 

est  la  résultante  de  ces  équations,  la  condition 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations 

/  {sTo,  y<i,a\,ai,  .  •  .,rt«)  =  o. 


admettent  au  moins  une  solution 


ai  =  a. ,        «2  =  «•>' 
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c'est-à-dire  pour  que  le  point  (^05^0)  soit  commun  aux  courbes  dé- 
finies par  les  équations  (12),  dans  lesquelles  les  paramètres  ont  les 
valeurs  particulières  a\^  «1,  ...,  a'^,  ou,  en  définitive,  pour  que 
le  point  M  {x^^yo)  soit  un  point  du  lieu. 

255.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  est  générale  ;  mais 
elle  appelle  quelques  observations. 

Supposons  en  effet,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  conditions 
géométriques  définissant  la  position  d'un  point  M  du  lieu  cherché 
soient  exprimées  au  moyen  des  équations  (i),  renfermant  un  seul 
paramètre  variable  a  et  soit  R(^,  j^)  =  o  la  résultante  de  ces  équa- 
tions. Soit  M  un  point  de  la  courbe  (5).  Nous  avons  dit  qu'à  ce 
point,  ayant  pour  coordonnées  x^,  yo,  il  correspond  au  moins  une 
valeur  a^  du  paramètre  a,  telle  que  les  courbes  définies  par  les 
équations /(;r, y,  «o)  =  o,  /)  {x,  y,  a^)  ^  o  passent  toutes  les  deux 
par  le  point  M.  Or  il  peut  se  faire  que  ces  courbes  ne  répondent 
pas  véritablement  aux  conditions  géométriques  de  l'énoncé  du  pro- 
blème pour  toutes  les  valeurs  de  a;  par  exemple,  il  peut  arriver 
que  a  doive  être  réel  et  même  en  outre  compris  entre  certaines 
limites.  Il  est  clair  dès  lors  que  si  a^  ne  vérifie  pas  ces  conditions,  le 
point  M  ne  fait  pas  partie  géométriquement  du  lieu;  c'est  ainsi  que 
certaines  parties  de  la  courbe,  représentée  par  l'équation  (5),  peu- 
vent être  des  parties  parasites. 

En  second  lieu,  si  l'une  des  courbes  (i)  passe  par  un  point 
fixe  A,  ayant  pour  coordonnées  Xt,  yt,  et  cela  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a,  le  point  A  sera  nécessairement  un  point  de  la 
courbe  R(^,j^)^o.  En  effet,  supposons  que  f{x^^y^,a)^o, 
cette  identité  étant  supposée  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  a.  On 
peut,  en  général,  trouver  une  ou  plusieurs  solutions  de  l'équation 

fï{x^,  yi,a)  =  o. 

Soit  «0  l'une  de  ces  solutions.  On  aura  /(x,,  j^m  <^o)  ^=  o, 
/,  (.r,,  jKi  j  <^o)  =  o.  Ce  qui  prouve  que  R(^i,  yi)^=:  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  point  A  ne  fera  véri- 
tablement partie  du  lieu  que  si  l'on  peut  trouver  une  solution  «o 
telle  que  les  courbes  représentées  par  les  équations /(.r,  j^,  «o)  =  o, 
fi{x, y,  ao)  ^=  o  répondent  aux  conditions  géométriques  données. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  point  A  sera  un  point  parasite. 
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Nous  allons  éclaircir  ces  considérations  par  quelques  exemples 
simples. 

256.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un 
cercle  qui  passent  par  un  point  fixe. 

Nous  prendrons  {fig-  70)  pour  axe  des  x  le  diamètre  du  cercle 
donné  passant  par  le  point  fixe  A,  l'axe 
des^  étant  le  diamètre  perpendiculaire. 
Soit  x^-\-y'-  —  R- =  o  l'équation  du 
cercle.  Si  l'on  désigne  par  d  l'abscisse 
du  point  A,  l'équation  d'une  sécante 
passant  par  A  est  de  la  forme 


Fig.  70 


(0 


y  —  a{x  -  d). 


Cette  sécante  coupe  le  cercle  en  deux  points  B,  C;  proposons- 
nous  de  déterminer  les  coordonnées  du  milieu  M  de  la  corde  BC. 
L'équation  aux  abscisses  des  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la 
sécante  étant 


(2) 


072  H-  «2  (:r  —  C?)2  —  R2  =  0, 


l'abscisse  du  point  M  est  égale  à  la  demi-somme  des  racines  de  celle 
équation;  en  appelant  x  celle  abscisse,  on  a,  par  suite, 


(3) 


a*rf 


Nous  sommes  ainsi  conduits  à  éliminer  a  entre  les  équations  (1) 
et  (3)  ;  cette  élimination  ne  présente  aucune  difficulté,  et  l'on  trouve 

immédiatement 

x[{x  —  d)'^-\-y^]  —  dy^-  =  o 

ou 

{x  —  d)  [x{x  —  d)  H-j^]  =  o. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux,  savoir 

x^-\- y- -- dx  ^=z  o        et        x  —  d  —  o. 

La  première  représente  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre 
et  la  seconde  la  perpendiculaire  à  OA  menée  par  le  point  A. 

Il  est  évident  que  la  seconde  solution  ne  répond  pas  au  problème; 
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il  s'agît  d'expliquer  pourquoi  la  méthode  que  nous  avons  suivie  nous 
a  donné  cette  solution.  Nous  avons  remarqué  que  l'abscisse  du  mi- 
lieu d'une  corde  BC  passant  par  A  est  égale  à  la  demi-somme  des 
racines  de  l'équation  (2);  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  un  point  si- 
tué sur  une  sécante  passant  par  A  et  dont  l'abscisse  est  égale  à  la 
demi-somme  des  abscisses  des  points  d'intersection  du  cercle  avec  la 
sécante  n'est  pas  nécessairement  le  milieu  de  la  corde  que  cette  sé- 
cante détermine  dans  le  cercle;  cela  n'est  vrai  que  si  la  sécante  n'est 
pas  perpendiculaire  à  OA.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  a  grandisse 
indéfiniment,  l'équation  (2),  que  l'on  peut  écrire 

-^  (372  —  R2)  _|_  (a;  _  <r/j2  _  o, 

devient,  à  la  limite, 

{x  —  d)''-  —  o, 

de  sorte  que  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  cette  sécante,  et 
non  pas  seulement  du  milieu  de  la  corde  qu'elle  détermine  dans  le 
cercle,  est  bien  égale  à  la  demi-somme  des  racines  de  l'équation  pré- 
cédente. En  un  mot,  nous  avions  transformé  le  problème  proposé 
en  cet  autre  problème,  qui  ne  lui  est  pas  équivalent  : 

Trouver  le  lieu  du  point  de  la  sécante  représentée  par  V équa- 
tion (i),  dont  V abscisse  est  égale  à  la  demi-somme  des  abscisses 
des  points  d'' intersection  de  cette  sécante  et  du  cercle  donné. 

La  solution  x  —  d=o  convient  à  ce  nouveau  problème,  mais 
c'est  une  solution  étrangère  pour  le  premier  problème. 

En  second  lieu,  lorsque  le  point  A  est  extérieur  au  cercle,  toutes 
les  sécantes  ne  le  coupent  pas  en  des  points  réels.  Les  racines  de 
l'équation  (2)  sont  réelles  quand  on  suppose 


'-^    <^2  __  R2 

et  imaginaires  si 

«2> 


d^  —  K2 


Mais,  quand  ces  racines  sont  imaginaires,  leur  demi-somme  est  réelle 
et,  par  suite,  le  point  milieu  de  la  corde  BG  est  encore  réel  quand 
les  points  B  et  G  sont  imaginaires  conjugués.  On   peut  distinguer 
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sur  le  cercle  trouvé  les  arcs  qui  correspondent  à  des  cordes  réelles 
de  ceux  qui  correspondent  à  des  cordes  imaginaires.  Remarquons 
d'abord  que  si  A  est  intérieur  au  cercle,  ou  sur  sa  circonférence,  tous 
les  points  du  cercle  décrit  sur  OA  sont  des  milieux  de  cordes  réelles. 
Dans  le  cas  où  le  point  A  est  extérieur,  la  seule  parlie  du  cercle  dé- 
crit sur  OA  qui  correspond  aux  cordes  réelles  est  celle  qui  est  à  l'in- 
térieur du  cercle  donné. 

On  aurait  pu  résoudre  le  problème  proposé  d'une  autre  manière, 
en  remarquant  que,  le  milieu  de  la  corde  BG  étant  sur  le  diamètre 
perpendiculaire  à  cette  corde,  le  point  M  est  à  l'intersection  de  la 
droite  définie  par  l'équation  (i)  et  de  la  droite  représentée  par  l'é- 
quation 

(4)  ay-\-x  =  o. 

En  éliminant  a  entre  les  équations  (i)  et  (4),  on  obtient,  immé- 
diatement l'équation  du  lieu 

y--\-  x{x  —  d)  =  o. 

Ici  encore  nous  avons  transformé  le  problème  en  celui-ci,  qui  est 
indépendant  du  cercle  donné  : 

Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  O  sur  les  droites  menées  par  le  point  A. 

Quand  le  point  A  est  intérieur  au  cercle  donné,  les  deux  problèmes 
sont  absolument  équivalents^  mais  si  le  point  A  est  extérieur  à  ce 
cercle,  et  que  l'on  ne  considère  que  les  cordes  réelles,  le  point  d'in- 
tersection d'une  sécante  passant  par  A  avec  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  O  ne  convient  au  premier  problème  que  si  la  sécante 
coupe  le  cercle  en  des  points  réels. 

Remarquons  enfin  que,  les  sécantes  considérées  passant  toutes 
par  A,  le  lieu  trouvé  passe  aussi  parce  point,  qui  d'ailleurs  n'est  pa- 
rasite que  s'il  est  extérieur  au  cercle  donné. 

237.  Problème.  —  Etant  donné  un  angle  xOj',on  mène  par 
un  point  ^xe  des  sécantes  coupant  les  côtés  de  l^angle  aux  points 
P,  Q  que  Von  joint  à  deux  points  fixes  B,  G  pris  sur  les  cotés; 
trouver  le  lieu  des  points  d^ intersection  des  droites  BQ,  PG. 
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Prenons  {fig-  71)  les  deux  côtés  de  l'angle  donné  pour  axes  et 
soient  a,  (3  les  coordonnées  du  point  A.  Si  l'on  désigne  par  b  e\.  p 
les  abscisses  des  points  B  et  P  et  par  c,  q  les  ordonnées  des  points 

C,  Q,  on  voit  que  le  point  M  est  le  point 
de  rencontre  des  droites  définies  par  les 
équations 

X        Y 

1-  -  —  I  =  o, 

P        c 

X        Y 

T  -^ 1  =  0. 

b         q 

Mais,  la  droite  PQ  passant  par  le  point  A,  les  deux  paramètres  /?,  q 
sont  liés  par  la  relation 

(3)  ^^i-.  =  o. 

P        <J 

L'équation  du  lieu  de  M  s'obtiendra  donc  en  éliminant  p  el  q 
entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3).   En  portant  dans  l'équation  (3) 

les  valeurs  de  -  et  -  tirées  des  deux  premières,  on  obtient 

^  —  ^a.^  -hxy  —  (^x-h^y)  =  o. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  second  degré  qui  se  décompose  en 
deux  droites  si  le  discriminant  du  premier  membre  est  nul.  La  condi- 
tion pour  qu'il  en  soit  ainsi,  savoir 

P  —  -f-  a  -ï- a3  =  o, 

o  T     •  o   x^  Y^ 

exprime  que  pœ  -\-  ay  divise  p  -^ — \-ol- — (-  a:y. 
Si  l'on  suppose  a^  ^  o,  cette  condition  se  réduit  à 

a         P 

7  -4-  -  —  I  =  o. 

O  C 

Donc,  si  le  point  A  est  sur  la  droite  BC,  l'équation  du  lieu  peut 

s'écrire 

'  X        y 
c 


(Par+ajK)(| 


LIEUX   GÉOMÉTRIQUES.  2o5 

Dans  ce  cas,  le  lieu  se  compose  de  la  droite  BC  elle-même  et  de 
la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'angle  donné. 

Lorsque  la  sécante  est  confondue  avec  BG,  les  droites  PC  et  BQ 
sont  aussi  confondues  avec  BG,  et  le  point  M  est  un  point  quelconque 
de  la  droite  BG  qui  devait  ainsi  faire  partie  du  lieu. 

258.  Problème.  —  Par  un  point  O  {fig.  y?.)  pris  sur  l'un  des  côtés  d'un 
triangle  ABC,  on  mène  une  sécante 
variable,  coupant  les  côtés  AB  et  AG 
en  D  ef  E.  On  demande  le  lieu  des 
points  de  rencontre  des  cercles  circon- 
scrits aux  triangles  OBD,  OCE. 

Prenons  pour  axes  des  x  le  côté  BG 
et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à 
ce  côté  menée  par  le  point  0.  Soient  p 
et  Y  l^s  coefficients  angulaires  des 
droites  AB,  AG  et  6,  c  les  abscisses 
des  sommets  B,  G.  Si  M  est  un  point 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  OBD, 
l'angle  de  BM  avec  OM  est  égal  à 
l'angle  de  BD  avec  OD;  par  suite,  l'équation  de  ce  cercle  est 


y 

X  — 

b 

n-  - 

II 

-  m 


x{x  —  b) 


m  désignant  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  OD.  En  développant  l'équa- 
tion précédente,  on  obtient 

(i)  m  {x^ -{- y^-  —  bx  -^  b'^y)  -^  b'^x  +  by —  ^  {x'^^ y'^)  =  o; 

de  môme,  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OGE  sera 

(2)  m{x'^-\-  y"^—  ex  -\-  c^y)  -(-  c-{X  -\- cy  —  "^  (x^-hy^)  —  o. 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  m.  On  trouve 

h 


(37*4-72)     x^ -hy^-  —  {b  -h  c) X  -h  {c  —  b) 


? 


y  -h  bc 


]- 


Le  second  facteur  égalé  à  zéro  représente  un  cercle;  on  vérifie  facilement 
que  c'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG,  ce  que  l'on  peut  démontrer 
a  priori  par  des  considérations  géométriques  élémentaires. 

Le  second  facteur  donne  les  droites  isotropes  menées  par  l'origine.  On  se 
rend  compte  facilement  de  ce  résultat.  En  effet,  si  l'on  pose,  par  exemple, 
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y  =  ix,  l'équation  (i)  devient 

(w  — 0(P  +  0  =  o, 
et  l'équation  (2) 

(m  —  i)  (y  -+-  i)  =  o. 

Comme   p  et  y  sont  supposés  réels,  on  en  conclut  que  m  =  i;  or,  si  l'on 
suppose  m  =  i,  l'équation  (i)  se  met  sous  la  forme 

ou,  en  supprimant  le  facteur  i —  p  qui  n'est  pas  nul, 

(x  +  i»  (x  —  iy  —  b)  =  o, 

le  cercle  dégénère  en  deux  droites,  dont  l'une  x  -\-iy  =  o  ou  y  —  ix  =  o  est 
la  sécante  isotrope  menée  par  le  point  0,  et  la  seconde,  une  droite  isotrope 
menée  par  B  et  ayant  pour  coefficient  —  i.  D'ailleurs,  si  l'on  veut  faire  passer 
un  cercle  par  le  point  0  et  par  le  point  de  rencontre  d'une  sécante  isotrope 
issue  de  l'origine  avec  la  droite  AB,  cette  droite  isotrope  aura  encore  avec  le 
cercle  un  point  commun  à  l'infini,  le  point  I  ou  le  point  J;  par  conséquent, 
celte  droite,  rencontrant  le  cercle  cherché  en  trois  points,  ce  cercle  se  décom- 
posera nécessairement  en  deux  droites  isotropes,  l'une  de  ces  droites  étant  la 
sécante  et  l'autre  la  droite  isotrope  de  direction  conjuguée  à  la  première  et 
menée  par  le  point  B.  De  même,  l'équation  (2)  prendra  la  forme 

{x-^iy){x  —  iy  —  c)  =  o. 

La  droite  x  -^r  iy  =  o  fait  donc  partie  de  l'intersection  de  ces  cercles. 

Remarque.  —  On  peut  faire  l'élimination  de  m  de  la  manière  suivante.  En 
posant  j3  =  tangB,  y  =  tangC,  m  —  tangM,  on  a 

P  —  m  Y  —  ^ 


'"t,"^^ ''^"^^      =tang[B-M-(C-M)]  =  tang(B-C)  =  -ê^; 

I  — |— — . 


donc 

by cy 

x-^y^ — bx       x^-+-y^ — ex  p  —  y 

(ar^î+jK^ — bx){x--i-y- — ex) 

ou,  en  simplifiant, 

(b  —  c)  (x^-hy^\r _    B  —  Y 

(x'^-j- y^yi—  (b-^  c)x{x^-Jr y^)  -h  bc{x-^-hy-^)  ~  i -4- Py 
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et,  sous  forme  cniièro, 


ih-Py 


{x--y-  y-)     .r^-hj^—  (^  _|-  c):f-+-  (c  —  6)  -^ — -'  y  -\-bc 


■]-"■ 


!2r»9.  Problème.  —  Une  corde  variable  PQ  d'un  cercle  {fig-  73)  est  vue 
d'un  point  fixe  A  pris  dans  le  plan   du   cercle, 
sous   un   angle   droit.   Trouver   le    lieu    du   pôle 
de  PQ  par  rapport  au  cercle. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par 
le  point  A,  le  diamètre  perpendiculaire  au  premier 
élanl  pris  pour  axe  des  y.  Soit  a  l'abscisse  du  point  A 
et  soient  Xq,  y^  les  coordonnées  du  point  M,  pôle 
d'une  corde  PQ  répondant  à  la  question. 

Le  cercle  donné  ayant  pour  équation 

la  polaire  de  M  est  définie  par  l'équation  xxq-\- yyo —  R-  =  o. 

Il  reste  à  exprimer  que  l'angle  BAQ  est  droit.  Pour  cela,  nous  allons  for- 
mer l'équation  du  faisceau  des  droites  AP,  AQ,  ou,  plus  exactement,  celle  du 
faisceau  des  parallèles  à  AP  et  AQ  menées  par  le  centre  du  cercle.  Soient  a, 
p  les  paramètres  directeurs  d'une  droite  passant  parle  point  A;  les  coordon- 
nées d'un  point  de  cette  droite  sont  x=a-\-aLÇ>,  ^  =  Pp;  exprimons  que 
cette  droite  passe  par  l'un  des  points  communs  au  cercle  et  à  la  droite  PQ; 
il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les  équations  en  p, 
(a -t- ap)--<- p2p2 — R2  =  o,  aro(« -H  a?) -I- pjKo  P  —  U^  =  o  aient  une  racine 
commune.  L'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations  donne 


a2+  3'-)(a:ro—  R-2)'- 
~inoi{axQ—  R2)(aTo-H3_/o)  +  («-—  \^'^){olxq- 


?ro)- 


Si  l'on  regarde  a  et  ^  comme  des  coordonnées  courantes,  cette  équation 
représente  le  faisceau  des  parallèles  à  AP  et  AQ  menées  par  l'origine;  pour 
que  AP  et  AQ  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  coef- 
licients  de  «^  et  ^^  soit  nulle,  c'est-à-dire 

—  2  R2(aa7o  -  R2  j  -i-  (a'-  —  R^  )  (  x^xç,  -+-  ^«jo)  =  o. 

On  a  ainsi  trouvé  l'équation  du  lieu,  qui  est,  en  remplaçant  x^^,  y^  par  des 
coordonnées  courantes, 

ia'—  R2)(a:2-h7-)  —  xaW-x  +  aR*  =  o. 

Ce  lieu  est  un  cercle. 


Remarque.  —  Nous  avons  procédé  dans  cet  exemple  autrement  que  dans 
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les  exemples  précédents;  la  marche  régulière  eût  été  celle-ci  :  Mener  par  le 
point  A  deux  droites  rectangulaires  définies  par  les  équations 


y  —  vi{x  —  a)  =  o, 


my 


Chacune  de  ces  droites  coupe  le  cercle  en  deux  points,  ce  qui  donne  quatre 
cordes  correspondant  à  chaque  valeur  de  m.  Les  coordonnées  de  l'un  des 
points  d'intersection  de  la  première  sécante,  par  exemple,  avec  le  cercle,  étant 
calculées,  puis  de  même  celles  de  l'un  des  points  d'intersection  du  cercle  et  de 
la  seconde  sécante;  on  pourra  former  l'équation  de  la  droite  joignant  ces 
deux  points;  cette  équation  sera  irrationnelle,  elle  contiendra  deux  radicaux 
affectés  chacun  d'un  double  signe.  Gela  fait,  en  identifiant  l'équation  ainsi  ob- 
tenue avec  celle  de  la  polaire  d'un  point  (a7o,^o))  on  obtiendra  deux  équations 
entre  m,  cpq,  j-q  et  il  restera  à  éliminer  m  entre  ces  deux  équations.  On  voit 
combien  il  est  souvent  utile  de  chercher  une  méthode  particulière  au  pro- 
blème proposé  pour  en  obtenir  simplement  la  solution. 

260.  Voici  un  exemple  d'artifice  dispensant  de  tout  calcul  pour  obtenir  un 
lieu  géométrique. 

Étant  donnés  {fig'T'x)  un  angle  xOy  et  un  point  P  par  lequel  on 

mène  des  sécantes  PAiBi,  PA2B.2, 
PA3B3, ...  rencontrant  les  côtés  de 
l'angle  aux  points  Ai,  Aj,  A3,  . . . 
et  El,  B2,  B3,  ...;  on  prend  sur 
une  droite  Ojki  des  points  Gj,  Gj, 
G3,  ...  tels  que 

OGi  =  OB,,       OG2=OB2,       .... 

Prouver  que  les  droites  AiGi, 
A2G2,  A3G3,  ...  sont  concourantes 
et  trouver  le  lieu  de  leur  point 
de  concours  quand  on  suppose 
que  Oyi  tourne  autour  du  point  0. 

Posons  OA;,  =  an,  OB  =  6«  =  0G„.  Si  l'on  prend  pour  axes  les  côtés  de 
l'angle  donné,  les  droites  issues  de  P  ont  pour  équations  » 


X 

ai 


6, 


1  =  0, 


X 

a^ 


7- -1  =  0,  — 


I  =  0, 


Ges  droites  se  coupent  en  un  point  P  dont  les  coordonnées  sont  a,  p.  Si 
nous  prenons  pour  axes  les  droites  Ox  et  Oyi  les  mêmes  équations  repré- 
sentent les  droites  Ai  G,,  A2G2,  A3G3, Donc  ces  droites  se   coupent  au 

point  (a,  P). 

Pour  construire  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a,  p  dans  le  nouveau  sys- 
tème, menons   PR  parallèle  à  Oy  et  RQ  parallèle  à  Oyi  et  enfin  prenons 
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RQ  =  RP  ;  le  point  Q  est  le  point  cherché.  Le  point  R  étant  fixe  et  la  lon- 
gueur RQ  invariable,  le  lieu  du  point  Q  est  le  cercle  décrit  de  R  comme  centre 
avec  RP  pour  rayon. 

261.  La  principale  difficulté  dans  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie 
analytique  réside  le  plus  souvent  dans  l'élimination  des  paramètres.  Voici 
un  exemple  d'élimination  ingénieuse,  que  nous  empruntons  à  la  Nouvelle 
Correspondance  (t.  I,  p.  117)  : 

Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact  mutuel  de  deux  cercles 
variables  tangents  à  deux  cercles  fixes. 

Soient  R,  R'  les  rayons  des  cercles  donnés,  d  la  dislance  de  leurs  centres  O, 
O',  l'axe  des  x  étant  la  droite  00'  et  l'axe  des  y  la  perpendiculaire  à  00' 
menée  par  le  point  O.  Nommons  a,  p  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  va- 
riable C,  et  p  son  rayon.  Soient  a',  P',  p'  les  quantités  analogues  relatives  au 
cercle  C,  enfin  soient  x,y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  G  et  G'. 
Nous  aurons,  en  supposant  les  cercles  deux  à  deux  extérieurs  l'un  à  l'autre, 

(1)  a2+p2  =  (R4.p)2, 

(•2)  (rf-a)2-|-p2  =  (R'-Hp)2, 

(3)  a'2+p'2  =  (R  +  p')2, 

(4)  (6?-a')2+P'2  =  (R'+p')2, 

(5)  (a-a')2  +  (p_^')-  =  (p  +  P')^ 

(6)  ^~" 

(7) 


a  — x        p 

J-P  _  ? 
P'-7""P'' 


Il  s'agit  d'éliminer  a,  p,  a',  |3',  p,  p'  entre  ces  équations. 
Posons 

a^  — a  =  pcoso,        y  —  p  =  psino,         a'— o?  =  p'cosç,         p'  —  y  —  o'^\x\^, 

les  équations  (5),  (6),  (7)  seront  vérifiées;  quant  aux  autres  équations,  elles 
deviennent  par  ces  substitutions 

a;2  4_  j'2  _  2p(_2;  C05(3  ^_^  sincç)  =  R2-(-2Rp, 

^2— •2<;(x  — pcoso)  =  (IV—  R)(R'-H  R-i-2p), 

a:2_l_^ï_j_  2p'(a-coso  -4-/  sin^)  =  R^-h  sRp', 

rf2_2j(x-Hp'c0Sç)  =  (R'—  R)(R'-H  R-(-2p'). 

Entre  ces  quatre  équations,  combinées  deux   à   deux,  éliminons  p  et  p';  on 
NiEWKNGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  ,4 
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trouve 

(x^  -)-  jK-  —  R^)  (R'  —  R  —  dcos (p)  =  (d^  —  Q.dx-i-R^  —  R'2)  (R  +  a? cos  cp -\-y  sin  tp), 
(^2  +  j2_  R2j  (R'_  R 4- c?cos  cp)  —  (d-^  —  Q.  dx  +  R2  —  R'2)  (R— a7cos 9  —y  sin  cp). 

Ajoutant  membre  à  membre, 

(R'_R)(a72  +  j2_R2)=   V^{(P—-xdx^  R2_R'2)^ 

ou  enfin 

R^  T.T^,  R 

a»2  4_^.2_2____^  +  RR    +   ____^2^o. 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  le  centre  de  similitude  di- 
recte S  des  deux  cercles  0,  0'.  On  vérifie  que  le  rayon  est  moyen  proportion- 
nel entre  les  distances  de  S  aux  deux  cercles  donnés. 

Cette  solution  est  due  à  M.  E.  Catalan. 

Remarque.  —  Le  choix  des  axes  joue  naturellement  un  grand  rôle  dans  la 
résolution  des  problèmes.  On  peut  arriver  à  la  solution  du  problème  précé- 
dent en  prenant  pour  origine  un  centre  de  similitude  des  deux  cercles,  l'axe 
des  X  étant  la  ligne  des  centres  et  les  axes  étant  rectangulaires. 

Les  cercles  donnés  ont  pour  équations 

(iP  —  «)2  +  j2=   R2,  (.r  _  a')2_[_^2^    R'2^ 

avec  les  conditions  a!  =^  ka,  R'=  AR. 

Soient  a,  p  les  coordonnées  du  centre  et  p  le  rayon  d'un  cercle  C  tangent 
aux  deux  premiers;  a',  P',  p'  les  quantités  analogues  relatives  à  un  cercle  C, 
tangent  aux  deux  premiers  cercles  et  au  cercle  C. 

Nous  avons 

(1)  (a—  «)2+p2    =:(R_^p)2^ 

(2)  (a   _«'/.+  ^2    ^(R'_t_p)2, 

(3)  .       (a'-«)2+p=(R-4-p-')2, 

(4)  (a'-a')2+p  =  (R'-|-p')2. 

Enfin,  si  x,y  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  des  cercles  C,  C, 

,.,  ap'-+-a',o 

(5)  37  = 


(6)  y 


IP 


les  contacts  étant  supposés  extérieurs. 

Les  équations  (i)  et  (2)  développées  donnent 

a2_i_  p—  r,i—  2rta  -t-  R2  4-  2Rp  —  a2, 
a2-f-p—  p2=  la'oL-h  R'2-|-2R'p  —  a'2, 
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d'où  l'on  lire,  en  ajoutant  menibre  à  membre,   après  avoir  multiplié  par  A 
et  —  i, 

f  a2+  p2_  p2)  (A-  —  i)  =  A-  R2—  A-2  R2+  k'-a^—  Ay/^  =  A(  A-  —  i)  (a'-—  R^), 

d'où 

a2  4-  |32— p2  =  A(a-—  R2). 

Kn  traitant  de  la  môme  façon  les  équations  (3)  et  (4),  on  trouvera 

a'2-+-  p'2_p'2  =  A(«2_  R2). 

Les  équations  des  cercles  C,  C  sont  donc  de  la  forme 

a^2_l_  j2_  .^a'a?  — 9.  P'j'-i- A(a2—  R^)  =  o. 

Mais  les  coordonnées  ce,  y  du  point  de  contact  vérifiant  ces  deux  équations, 
on  a  aussi 

(x^-hy^){p-\-  p')  —  '>.x{0Lp'^  «'?)  —  '-ij (??'-+-  p'p)  -I-  ^■(«-— ^"l)(?  -+-p')  =  o, 
ou,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (6), 

a-2  _(_  j2 _  /,•  (aî—W-)  —  o. 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de  similitude 
directe  des  deux  cercles  fixes. 

L'axe  radical  des  cercles  variables  C,  G'  a  pour  équation 

(a  — a)a?-h(,3'— p)jK  =  o; 

il  passe  par  l'origine.  Ces  résultats  sont  évidents  géométriquement. 

262.  Il  peut  arriver,  quand  on  cherche  à  éliminer  un  paramètre  entre  deux 
équations,  que  l'on  parvienne  à  une  équation  indépendante  du  paramètre  et 
qui  soit  une  conséquence  des  deux  équations  proposées;  il  importe  de  ne  pas 
oublier  qu'une  équation  ainsi  obtenue  n'est  pas  nécessairement  la  résultante 
des  équations  proposées. 

Voici  un  exemple.  Il  s'agit  d'éliminer  m  entre  les  deux  équations 


( I )  y  -+-  mx  -^  (m-x  —  a) =  o, 

y  '      I  -+-  /n^ 


/??'i 


I  —I—  iit- 

Ces  équations  se  présentent  dans  un  problème  donné  aux  examens  de  l'Écolf 
Polytechnique  (année  1887).  Posons  m  =  tangcp;  les  équations  deviennent 

(3)  arsino+jK  cos»  =  cos2cp(^  coso  —  a  sins), 

(4  )  iFCOScp  — j  sin  o  =  cos2©(  ^  sin  o  -t-  acoscp). 
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Faisons  la  somme  des  carrés 

(5)  a72-i-jK2  =  (a2+ p2)cos2  2cp. 
Les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

(6)  ^  =  (P  sin2'-j>  +  a  cosatf  )  cos2'i), 

(7)  jK  =  (pcos2o  —  a  sin  2cp)  cos2cp  ; 


on  en  lire 

ou 

(8) 


j^        pcosacp  —  asinacp 
X        a  cos2<f -h  p  sin-itp 

cos2!p     _      sin2o      _  I 


P/        pa^  — aj-        ±  V/^^2I^  p2  y/^ïip^2 


Tirant  de  cette  équation  cos2cp  et  portant  sa  valeur  dans  l'équation  (5),  on 
trouve 

équation  qui  représente  deux  cercles.  Mais  la  méthode  que  l'on  vient  de 
suivre  n'est  pas  correcte.  L'équation  (5)  est  une  conséquence  des  équations 
(3)  et  (4),  mais  si  l'on  avait  remplacé  ces  équations  par  les  suivantes 

(3)'  xiino  -\- y  coso  =  —  (p  coscp  —  a  sinç)  cos2cp, 

(4)'  ^"costp  — y  sin  cp  =  —  (  ^  sincp  -\-  acos©)  cos2ip, 

on  aurait  obtenu  encore  les  équations  (5)  et  (8),  et  par  suite  on  a  introduit 
des  solutions  étrangères.  Or,  en  se  servant  des  équations  (6)  et  (7),  qui  sont 
équivalentes  aux  équations  (3)  et  (4),  on  obtient 

'ày -[- a.x  —  {%^-\-^^)co?:^'io  —  x^ -h y'^; 

le  lieu  est  donc  le  cercle  représenté  par  l'équation 

X'  +  y"^ —  'XX  —  '^y  =  o. 

263.   Soit  encore  à  éliminer  l'angle  (p  entre  les  équations 

P  cos  !p  +  Q  sin  cp  +  R  =  o,         P'  ces  cp  +  Q'  sin  tp  -+-  R'  =  o. 

Il  y  a  deux,  cas  à  distinguer  :  1°  PQ' —  QP' ^  o.  Dans  ce  cas,  en  résolvant 
par  rapport  à  sin(f  et  cos<p  et  portant  dans  la  relation  fondamentale 


on  obtient  l'équation  du  lieu  cherché  sous  la  forme 

(QR'—  RQ')2+  (RP'_  PR')2  =^  (PQ'_  QP')2. 

2°  PQ' —  QP'  =  o.  Pour  que  les  équations  proposées   soient  compatibles,   il 
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faut  qu'elles  se  réduisent  à  une  seule;  donc  on  doit  avoir 

PR'— RP'  =  o         et        Q[l'-RQ'  =  o. 

Ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule,  puisque,  si  l'on  regarde  R  et  R' 
comme  des  inconnues,  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  dans 
les  deux  dernières  équations  est  nul.  Le  lieu  sera,  dans  ce  cas,  représenté  par 
l'une  ou  l'autre  des  équations  précédentes;  mais,  en  général,  les  points  réels 
du  lieu  n'occuperont  qu'une  partie  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 
PR' — RP'=o;  en  effet,  pour  que  la  première  des  équations  données  déter- 
mine un  angle  cp,  il  faut,  comme  on  sait,  que  l'on  ait 

R2<  P2-t-Q2. 

On  no  devra  donc  conserver  que  les  points  de  la  courbe  obtenue,  dont  les 
coordonnées  vérifient  cette  inégalité. 

Considérons,  par  exemple,  les  droites  représentées  par  les  équations 

(.r  —  a)  C0S3  -!-^sinœ  —  R  =  o,        y  cosip  —  (a7-l-a)sinç  —  R'  =  o. 

Ce  sont  deux  droites  rectangulaires  tangentes  à  deux  cercles  fixes  de  rayons 
R,  R'. 

Le  lieu  du  point  commun  à  ces  tangentes  a  pour  équation 

{x-^-^y'i~a^-y  =  {Kx  —  J{y—  R'a)^-4- (Ro: -H  R>-)-Ra)2. 

Ki'inarquons  que  les  droites  représentées  par 

R'.r  —  R^  —  R'a  =  o,         Kx  -+-  R'jk  -H  R«  =  o 

sont  rectangulaires;  le  second  membre  est  donc  égal  à 

(R2+  R'2)  [(^  _  ^^)2+  (^  _  Jo)2], 

^oi  y»  étant  les  coordonnées  du  point  commun  à  ces  deux  droites;  d'ailleurs 
xl  -^ yl  =  a-.  L'équation  du  lieu  est  donc 

(:r2+r2_  «î)2  =  (R2_(_  R'2)[(a;  _^,)2  4-  (r  -ro)']: 

elle  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  que  nous  étudierons  plus  tard, 
et  dont  la  définition  géométrique  est  facile,  car  si  l'on  désigne  par  P  le  point 
(^0»  yo)  et  par  M  un  point  du  lieu,  la  droite  PM  coupe  le  cercle  décrit  sur  la 
ligne  des  centres  des  deux  cercles  donnés  comme  diamètre,  en  un  second 
point  Q,  et  l'équation  du  lieu  exprime  que 

Pm\q\Î^=  (R2-4-R'«)Pm'' 
d'où 

QM  =  /R*-^R'«. 

2ft4.  Enfin,  considérons  les  droites  représentées  par  les  équations 
kx  -+■  By  =  A  cos^  4-  B  sincp,         k' x  ■+■  Wy  —  A'cosç  -t-  B'sin<p; 
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ces  droites  se  coupent  évidemment  au  point  37  =  cosip,  y  ■=  sintp;  le  lieu  de 
leur  point  d'intersection  est  donc  le  cercle  x'^-i-y-=^  i.  Mais,  si  l'on  suppose 
AB' — BA'=o,  les  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule  qui  représente, 
quand  «y  varie,  une  infinité  de  droites  parallèles  à  une  direction  fixe.  Cepen- 
dant tous  les  points  du  plan  ne  conviennent  pas  à  la  question,  car  <p  n'est 
réel  que  si  {kx  -+-  Bj^)2<  A^-i-  B^,  ce  qui  exige  que  le  point  {x,y)  soit  com- 
pris entre  les  deux  droites  ayant  pour  équations 


kx-^By  —  /a^-^  B='=  o         et         A^  + Bj -+•  \/A--r- B2  =  o. 

On  voit  d'ailleurs  que,  dans  le  dernier  cas,  le  problème  revient  à  celui-ci  : 
trouver  la  condition  pour  que  la  droite  ayant  pour  équation  Aa7+BjK  =  A 
coupe  en  des  points  réels  le  cercle  ayant  pour  équation  ^2_|_j^2  —  |. 


EXERCICES. 

1.  Par  un  point  commun  à  deux  cercles  donnés,  on  mène  une  sécante  :  lieu 
du  milieu  de  la  corde  commune. 

Plus  généralement,  lieu  du  point  qui  partage  cette  corde  commune  dans  un 
rapport  donné. 

2.  Une  corde  d'un  cercle  est  vue  d'un  point  fixe  A,  pris  dans  son  plan, 
sous  un  angle  droit.  Lieu  du  milieu  de  cette  corde  et  lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  A,  Montrer  directement  que  ces  deux  lieux  sont 
identiques. 

3.  Dans  un  triangle  ABC,  A  et  B  restent  fixes  et  G  se  déplace  de  façon  que 
AC  ±  BG  =  const.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles 
en  G  avec  la  perpendiculaire  menée  par  B  au  côté  BG. 

4.  Etant  donné  un  triangle,  trouver  le  lieu  du  point  M,  tel  que  si  l'on  mène 
par  ce  point  des  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  la  somme  des  rectangles  des 
segments  déterminés  par  le  point  M  et  les  côtés  du  triangle  sur  chacune  de  ces 
parallèles  soit  constante. 

5.  Dans  un  parallélogramme,  on  mène  des  cordes  AB  et  GD  parallèles  aux 
côtés;  lieu  du  point  de  concours  des  droites  AD,  BG  ou  AG,  BD. 

6.  Par  l'un  des  points  communs  à  deux  cercles,  on  mène  une  corde  com- 
mune PQ  sur  laquelle  on  construit  un  triangle  PQM  semblable  à  un  triangle 
donné.  Lieu  du  point  M. 

7.  Une  corde  AB  comprise  entre  deux  droites  parallèles  est  vue  d'un  point 
fixe  P  sous  un  angle  droit.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P 
sur  AB. 

8.  Etant  donné  un  triangle  ABG,  on  prend  sur  le  côté  BG  des  points  D,  E 
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|AL> 

tels  que  ;==  =  k,  et  l'on  mène  des  droites  DD',  EE'  parallèles  à  une  direc- 

EG 
tion  fixe;  D'  et  G'  étant  les  points  de  rencontre  avec  AB  et  AC.  Trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  BE',  CD'  quand  les  points  D  et  E  se  dé- 
placent, le  rapport  k  demeurant  constant. 

9.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent,  trouver  le 
lieu  du  point  de  concours  des  droites  DE',  ED'. 

10.  Généraliser  le  problème  7  en  remplaçant  les  deux  parallèles  par  deux 
droites  concourantes. 


CHAPITRE  YIII. 

GOURBES  DU  SEGOND  DEGRÉ. 


Classiâcation  des  courbes  du  second  degré. 

265.  Avant  de  nous  occuper  de  la  classification  des  courbes  du 
second  degré,  nous  allons  donner  la  définition  et  la  détermination 
de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe.  Soit  M  un  point  apparte- 
nant à  un  arc  de  courbe  (  fig.  'j^)  x  eX.  y  étant  les  coordonnées  du 
point  M  et  X  H- Ax,  y  ■+■  ^.y  les  coordon- 
nées d'un  second  point  M'  appartenant  au  '^'  ^  * 
même  arc.  Nous  supposerons  que  l'ordon- 
née y  soit  une  fonction  bien  déterminée 
de  or,  pourvue  d'une  dérivée  y',  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent 
les  points  de  l'arc  considéré.  Puisque  y  est 
supposé  fonction  continue  de  x^  quand  A^ 

tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  Aj"et,  par  suite,  le  point  M' 
s'approche  indéfiniment  de  M,  sans  cesser  d'appartenir  à  l'arc  con- 
sidéré; on  dit,  pour  abréger,  que  M'  est  un  point  infiniment  voisin 
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de  M.  Le  coefficient  angulaire  de  MM',   c'est-à-dire  ■-- ,    a   pour 

limite  j-^.  quand  A^  tend  vers  zéro.  Par  conséquent,  si  l'on  mène 
par  le  point  M  une  droite  MA  ayant  pour  coefficient  angulaire^', 
l'angle  que  la  sécante  MM'  fait  avec  MA  a  pour  limite  zéro;  on  dit 

que  MA  est  la  tangente  en  M.  Si,  au  point  M,  -^  grandit  indéfini- 
ment, la  droite  MM'  tend  à  devenir  parallèle  à  Oy  et,  par  suite,  si, 
pour  le  point  M,  y'  est  infini,  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle 
à  l'axe  desjK-  En  résumé,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
un  point  M  d'un  arc  de  courbe  est  égal  à  la  dérivée  de  l'ordonnée, 
prise  par  rapport  à  l'abscisse. 

266.  Construction  de  la  courbe  représentée  par  V équation  à 
coefficients  réels 

(i)  Aa?2H- 2BarK-t- Cj^2_f_  .^I3-j;_(_  2EjK -t- F  =  o. 

Supposons  l'un  des  coefficients  des  carrés  A  ou  C  différent  de 
zéro.  Soit,  par  exemple,  G^o.  L'équation  ordonnée  par  rapport 
ky  peut  s'écrire 

CjK^-t-  2(Ba74-E)j-f-Aa;2-+-2DirH-F  =  o, 

d'oij  l'on  tire 

y=—  ^^^^  ±  ^  /(B^H-E)2— C(Aa^24.2Da7-f-F). 

Il  s'agit  de  savoir  entre  quelles  limites  on  doit  faire  variera  pour  que 
l'ordonnée  "K  soit  réelle.  Le  trinôme  placé  sous  le  radical  a  pour  ex- 
pression 

T  =  (B2— AC):p2-l-2(BE  — CD):r  +  E2— GF; 

les  coefficients  de  ce  trinôme  sont  des  mineurs  du  discriminant  A  du 
polynôme 

et,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue  des  déterminants  adjoints, 
on  a  l'identité,  facile  d'ailleurs  à  vérifier  directement  : 

(BE  -  CD)2— (B2_  AGKE2-  GF)  =-  GA. 
Le  coefficient  de  x"^  est  d'ailleurs  égal  à  —  6,  puisque  nous  avons 
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posé  AC  —  B-=:5.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer  plu- 
sieurs cas. 

1°  8  >  o.  Ce  cas  se  subdivise  en  trois  autres. 

(a)  CA<:;o.  Les  racines  de  l'équation  T  =  o  sont  réelles  et  in- 
égales; désignons-les  par  x'  et  ce"  et  soit,  pour  fixer  les  idées,  x'  <i  x" . 

On  peut  poser 

T  =  — o(r  — a'')(^  — a?"); 

soit 

Y=  -ç^yj  —1{'X  —  x'  ){x  —  x"~), 

on  aura 

r=-"-"-jf^±|V|. 

Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  Y  le  soit;  par  suite,  x  doit 
être  compris  entre  x'  et  x" . 

Remarquons  maintenant  que,  si  x  croît  de  x'  à  — ; — -  ?  le  trinôme  1 

,  ,  .  ,  .  ,,  .  ,  1      ^      ^ix"  —   X'y  •  1 

croit  depuis  zéro  jusqu  a  un  maximum  égal  a  -^ — -;  puis,  quand 

X  croît  depuis  — ; — -   jusqu'à  x" ,  T  décroît  depuis  son  maximum 

jusqu'à  zéro;  donc,  dans  les  mêmes  conditions  |  Y  j  croît  depuis  zéro 
jusqu'à  un  maximum  déterminé  et  décroît  ensuite  jusqu'à  zéro. 
D'après  cela,  construisons  la  droite  AB  {fig.  76)  ayant  pour  équation 

y  z= Y^— -%  et  construisons  les  segments  OC  =  .r',   OD  =  jc", 

puis  menons  par  leurs  extrémités  les  parallèles  à  Oy^  qui  coupent 
la  droite  AB  aux  points  C  et  D'.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
la  courbe  est  entièrement  comprise  entre  CC  et  DD'.  D'autre  part, 
à  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x",  correspondent  deux 
valeurs  àe y  qu'on  obtient  en  augmentant  et  diminuant  l'ordonnée 

'---, —  de  la  droite  AB  d'une  longueur  égale  à  1 Y  |,  ce  qui  donne, 

Cl 

pour  chaque  valeur  de  x^  deux  points  M,  M'  situés  sur  une  parallèle 
à  l'axe  des  y  et  tels  que  le  milieu  de  la  corde  MM'  se  trouve  sur  la 
droite  AB.  On  obtient  ainsi  une  courbe  fermée  {Jig-  76).  La 
droite  AB,  qui  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  MM'  parallèles  à  l'axe  desjK»  se  nomme  le  diamètre  con- 
jugué à  Vaxe  des  y. 

Faisons  un  changement  de  coordonnées  et  prenons  pour  axes  la 
droite  AB  et  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  le  milieu  de  CD'; 
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Q  étant  le  milieu  de  MM',  les  coordonnées  du  point  M,  par  exemple^ 
seront  coQ  =  X,  QM  =  Y.  Or,  si  l'on  pose 

x'^x" 


Fig.  76. 


\, 


on  peut  remarquer  qu'il  y  a 
entre  le  segment  coQ  et  sa 
projection  HP  sur  l'axe  O^, 
faite  parallèlement  à  l'axe 
desj^,  un  rapport  constant  A', 
de  sorte  que 

x'  -+-  x"        ,  -, 
X  = \-k\. 


Par  cette  substitution,  on  obtient 

Y  =  ^  v/8(A2-/,2X^), 

en  posant  x" —  x'  =  h.  L'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ces  nou- 
veaux axes  est  donc 

k^  ,,.       C2 


j^X2+K—   Y2=I 

'•2  ù  li- 


on 

(2) 


X2  Y2 

02    "^   "P 


en  posant  a^z=z  —,     0^=  j^  • 

Sous  cette  forme  très  simple  de  l'équation  (2),  on  reconnaît  qu'à 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  X,  correspondent  les 
mêmes  valeurs  de  Y,  ce  qui  prouve  que  les  cordes  telles  que  MN, 
parallèles  à  wX,  ont  leur  milieu  sur  wY;  de  même  que,  comme  nous 
le  savons  déjà,  le  milieu  d'une  corde  MM'  parallèle  à  toY  est  sur  wX. 
Par  suite,  chacune  des  droites  wX,  wY  partage  en  deux  parties 
égales  les  cordes  qui  sont  parallèles  à  l'autre.  Les  quatre  points 
M,  M',  N,  N'  qui  correspondent  àX  =  ^  et  X'^ZTR^  — ^ 
sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  les  diagonales  se  coupent 
au  point  co  situé  sur  AB.  Les  points  de  la  courbe,  tels  que  M,  N',  sont 
donc  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  o).  Ce  point  est  un 
centre. 
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On  peut  remarquer  encore  que 


c'esl-à-dire 


.2      ^î 

)JV] 
Enfin,  en  remarquant  que 


QM    =-G'Q.QD'. 


on  reconnaît  que  les  tangentes  en  C  et  D'  sont  parallèles  à  l'axe 
(les  Y  et  que  les  tangentes  en  E  et  E'  sont  parallèles  à  l'axe  des  X. 

La  courbe  que  nous  avons  tracée  se  nomme  ellipse.  Nous  verrons 
plus  loin  qu'elle  ne  diffère  pas  de  la  courbe  que  nous  avons  désignée 
déjà  par  le  même  nom. 

(^)  A  ^  o.  Le  trinôme  Test  carré  parfait,  x'  =  x'^et,  par  suite, 

B  a?  -4-  E    ,    X  —  x'   / — ï 

y- — G— --G-^"°' 

Téquation  représente  évidemment  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées. C'est  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  déjà  établi. 

Bemarqiie.  —  Supposons  les  coefficients  de  l'équation  (i)  tous 
constants  à  l'exception  de  F;  donnons  à  F  des  valeurs  telles  que  CA 
soit  négatif,  0  étant  toujours  supposé  positif;  l'équation  f{x,  y)  ^  o 
représentera  une  série  d'ellipses;  la  droite  AB  et  le  point  w  resteront 
invariables,  toutes  ces  ellipses  auront  même  centre;  si  A  devient  nul, 
l'ellipse  dégénère  en  deux  droites  imaginaires  conjuguées;  elle  n'a 
plus  qu'un  seul  point  réel  qui  est  le  point  w. 

(c)  CA  >  o.  Les  racines  de  l'équation  T  =  o  sont  imaginaires  et 
le  coefficient  de  x'^  dans  le  trinôme  T  est  négatif;  donc,  quelle 
que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  x,  ce  trinôme  est  négatif  et,  par 
suite,  y  est  imaginaire;  l'équation  donnée  ne  représente  plus  rien 
de  réel.  On  convient  de  dire  qu'elle  représente  alors  une  ellipse 
imaginaire.  Le  point  to  est  encore  réel  et,  en  prenant  wX  et  co  Y  pour 
axes,  on  pourra  mettre  l'équation  sous  la  forme 

X»       Y2 
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Il  convient  de  remarquer  que,  si  ô  est  positif,  A  et  G  sont  nécessai- 
rement différents  de  zéro  et  ont  le  même  signe. 

2°    5  <^  G. 

Remarquons  tout  d'abord  que,  comme  dans  les  cas  précédents,  la 
droite  AB,  ayant  pour  équation 


y 


c     '■ 


est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y.  Cela  étant,  nous 
avons  encore  trois  cas  à  considérer  : 

(a)  CA  <;  o.  Les  racines  x',  x"  du  trinôme  T  sont  réelles  et  iné- 
gales. 

Supposons  x'<i  x"  \  pour  que  y  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  x 

soit  compris  entre  —  00  et  ^'  ou 
entre  x"  et  +  oc.  La  courbe 
n'aura  donc  aucun  point  com- 
pris entre  les  droites  CC,  DD' 
parallèles  à  l'axe  des  j-  et  ayant 
respectivement  pour  équations 
x=^x'  et  X  =■  x"  {fig.  77). 
Lorsque  x  croît  indéfiniment 
en  valeur  absolue,  il  en  est  de 
même  de  y  et  l'on  en  conclut 
que  la  courbe  a  des  branches 
infinies.  D'ailleurs,  pour  étu- 
dier ces  branches  avec  plus  de  précision,  posons 

T=  — 5j72+2P^  +  Q. 
Ayant  égard  à  l'identité 


PS  P2_J_ 


8Q 


CA 

0 


on  voit  que 


r      /—-  P    1'      G 


CA 

0 


Supposons  que  l'on  donne  à  x  des  valeurs  supérieures  à  x"\  dans 
ce  cas,  en  remarquant  que  l'inégalité  ^>  - 


x"  ^   P      »      .  • 

—  ou  ^  >-  <  est  veri- 
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fiée,  et  que,  par  suite,  on  a 

a:  v^— 0  -f-       — ^:  >  o, 

/— 0 

considérons  la  droite  HK  qui  a  pour  équation 

Ba7-+-E         I     r      ; — ^          P     1 

yi  désignant,  pour  éviter  toute  confusion,  l'ordonnée  d'un  point  de 
cette  droite.  Revenant  à  la  courbe  qu'il  s'agit  de  construire,  consi- 
dérons la  détermination  de  y  donnée  par  la  formule 

Br  +  E         I      / — ^- -^ 

On  tire  des  formules  précédentes 

ou 

_  CA 

r—yi 


'^'  v/_8a;2-+-2Pa;-)-Q-i-arv/— 0 


v/-5 


Quand  a;  croît  indéfiniment  par  valeurs  positives,  le  dénominateur 

/-<  » 

croît  indéfiniment;  donc  y  — y^  tend  vers  zéro  et  a  le  signe  de  — s; — > 
c'est-à-dire  le  signe  — . 

On  peut  arriver  encore  à  ce  résultat  en  remarquant  que 

a  ayant  pour  limite  zéro  quand  x  grandit  indéfiniment. 

D'après  cela,  ayant  construit  le  diamètre  AB  et  la  droite  HK.,  dont 
l'ordonnée j>^j  est  supérieure  à  l'ordonnée  de  AB  qui  correspond  à  une 

même  valeur  de  x,  dès  que  l'on  suppose  x  > ;  donnons  à  x 

une  valeur  représentée  par  le  segment  OP  et  menons  par  l'extré- 
mité P  de  ce  segment  une  parallèle  à  l'axe  des  y.  Cela  fait,  à  partir 
du  point  Q  oîi  cette  parallèle  rencontre  AB,  nous  portons  un  seg- 
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ment  QM  et  un  segment  QMi  ayant  respectivement  pour  valeurs  : 


QMi=    r^, 


V- 


/— 3. 


Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  segment  MM,  est  positif  et  tend 
vers  zéro  quand  ^  grandit  indéfiniment  par  valeurs  positives;  donc, 
la  distance  MU  du  point  M  à  la  droite  HK  tend  vers  zéro.  Pour  celle 
raison,  on  dit  que  la  droite  HK  est  asymptote  à  la  branche  que  décrit 
le  point  M. 

On  appelle,  en  effet,  asymptote  crime  branche  infinie  de 
courbe  une  droite  telle  que  la  distance  d'un  point  M  de  la 
branche  considérée  à  cette  droite  tende  vers  zéro  quand  le  point  M 
s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe  donnée. 

On  verrait  de  la  même  façon  que  la  droite  HK  est  asymptote,  du 
côté  des  X  négatifs,  à  la  branche  de  courbe  définie  par  l'équation 

B a?  -f-  K  I      /  — 7, — -^ 

Enfin  la  droite  H'K'  i^eprésentée  par  l'équation 


B.r-^E 


P 


y/— 0. 


y-  G  |G| 

et  qui  coupe  HK  au  point  to  de  la  droite  AB  qui  a  pour  abscisse  ^  ou 


1 


-  est  asjmptote  aux  deux  autres  branches  infinies,  ce  qui  est 

d'ailleurs  évident  en  remarquant  que,  si  l'on  construit  les  points 
M'  et  M',,  tels  que  Q  soit  le  milieu  commun  de  MM' et  de  M,  M',,  le 
point  M'  appartient  à  la  courbe  et  M',  à  la  droite  H'K'. 

Si  l'on  prend  pour  axes  la  droite  isi^^  dirigée  suivant  toB  et  coY 
parallèle  à  jk'j^,  et  que  l'on  fasse  les  mêmes  calculs  que  pour  l'ellipse, 
on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ces  nouveaux  axes. 

En  premier  lieu,  si  nous  posons  x  =  -^ — '■ — \-  ^,  nous  obtiendrons, 

en  remarquant  que  \  est  proportionnel  à  X, 


Y2=-^^(A-2X2_/,2), 


ou 
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et,  en  posanl  -j^  =  a-, ^  =  0^, 


«2  62 


Dans  ce  système,  les  asymptotes  ont  pour  équations 

Y=^X         et         Y^-^^X. 
a  a 

On  voit  que  rt^toD'.  Les  droites  GC  et  DD'  rencontrent  les 
asymptotes  en  des  points  L,  L',  R,  IV  qui  sont  les  sommets  d'un 
parallélogramme  dont  les  côtés  ont  pour  longueurs  2  a  et  26.  Les 
asymptotes  sont  les  diagonales  de  ce  parallélogramme.  Les  axes  wX 
et  10 Y  sont  deux  diamètres  conjugués;  w  est  le  centre  de  la  courbe. 
Cette  courbe  a  reçu  le  nom  à^ hyperbole. 

(6)  A  =  o.  Dans  ce  cas,  ^'=  x"  et,  par  suite, 

l'équation  (i)  représente  alors  deux  droites  réelles.  Supposons  que 
le  coefficient  F  àe  f{x,  y)  soit  seul  variable  et  conservons  les  hypo- 
thèses ô  <;  o,  G  A  <^o.  En  donnant  à  F  dilFérentes  valeurs,  la  courbe 
représentée  par  l'équation  y  (^,  j^)  =  o  sera  toujours  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  les  droites  HK  et  H'K'.  SoitFi  la  valeur  qu'il 
faut  attribuer  à  F  pour  que  A  =  o;  lorsque  F  devient  égal  à  F< ,  la 
courbe  se  réduit  à  ses  deux  asymptotes. 

(c)  GA^o.   Les  racines  du  trinôme  T  sont  alors  imaginaires  el, 

par  suite,  ]  Y  |  est  toujours  réel  5  si  x  varie  de  —  ce  à  +  00,  le  trinôme  T 

P         . 
décroît  de  +  QO  à  un  minimum  qu'il  atteint  quand  x  =:r.  -  ,  puis  croît 

ensuite  jusqu'à  +00.  Il  en  résulte  que  la  courbe  représentée  par 
l'équation  f(^x,y)=:-0  a  encore  des  branches  infinies.  Si  l'on  sup- 
pose que  F  varie  seul  et  prenne  des  valeurs  telles  que  GA,  d'abord 
négatif,  devienne  positif,  on  verra,  par  le  même  calcul  que  plus  haut, 
que  les  droites  HK.  et  H'R'  sont  encore  des  asymptotes;  mais  le 
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signe  dey — yt  ayant  changé,  les  arcs  infinis  ne  seront  plus  situés 
dans  les  mêmes  angles  formés  par  les  asymptotes  considérés  plus 

haut,  mais  dans  les  deux  autres. 
On  obtient  ainsi  la  courbe  repré- 
sentée par  Idijig.  78. 

En  faisant  les  mêmes  calculs 
que  plus  haut  et  en  prenant  pour 
axes  la  droite  AB  et  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  menée  par  w,  l'équa- 
tion de  la  courbe  aura ,  dans  ce 
cas,  la  forme  suivante  : 


X2 


Y2 

If' 


b^  est  précisément  le  minimum  de  Y*;  les  asymptotes  sont  toujours 
les  diagonales  du  parallélogramme  R,  L,  R',  L'  construit  comme  plus 
haut.  La  courbe  a  donc  la  même  forme,  sinon  la  même  position  par 
rapport  aux  axes,  que  dans  le  cas  précédent;  on  lui  donne  encore  le 
nom  ai' hyperbole. 

3°  5  =  o.  Le  trinôme  T  se  réduit  à  un  binôme  du  premier  degré 

T  =  2Pa7+Q  =  2P(:zr  — a) 

en   posant   a  := -fr-    D'ailleurs,    dans   ce    cas,    CA  =^ — P^.  Soit 

d'abord  P  >>  o.  Alors,  pour  que  j^  soit  réel,  il  faut  supposer  x  ^a  et, 
par  suite,  si  l'on  construit  la  droite  CD  ayant  pour  équation  x  ^a, 

la   courbe    n'aura   de    points    que 

^'8-  79-  d'un  côté  de  cette  droite,  du  côté 

des  X  positifs.  Quand  x  croît  de  a 

à  +00,  I  Y I  croît  de  o  à  -h  00.  La 

droite  AB  est  toujours  le  diamètre 

conjugué  à  l'axe  des  y.  La  courbe 

a   donc  deux  arcs  infinis  partant 

de  D  situés  sur  AB  et  s'étendant 

du  côté  des  x  positifs  et  de  part  et 

d'autre  de  AB;  on  obtient  ainsi  la  courbe  représentée  par  Isijig.  ^g. 

En  D,  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  y. 

En  prenant  pour  axes  DX,   dirigé  suivant  AB   et  DY  parallèle 
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àyy,  l'équation  sera  de  la  forme 

Yî  =  2PX, 

comme  on  s'en  assure  aisément. 

Si  l'on  suppose  P  <^  o,  on  devra  prendre  x^a',  on  aura  une  courbe 
ayant  encore  la  même  forme,  mais  tour- 
née en  sens  contraire  {Jig'-  80). 

Enfin  si  P=o,  c'est-à-dire  si  A  =  o, 
l'équation  se  réduit  à 

B  37  -4-  E     ,       I 


y  = 


±^/E*-GF; 


elle  représente  deux,  droites  parallèles  à 

AB  et  équidistantes  de  AB;  réelles  ou 

imaginaires   ou    confondues    avec   AB ,    suivant   que    l'on    suppose 

E-  —  CF  ^  o,  <^  o  ou  =  o. 

Remarque.  —    En    supposant   C  ^  o,    on    voit    que    l'équation 
donnée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/  P\2      GA 

{Cy  -^  Bx  -h  Ey- -h  0  l  X  —  K  j   -^  -1^  =  o, 

si  ô  ^  o  ;  et  quand  0  =  0 

(C7 -h  Ba;  H- E)2— (aPjp -1- Q)  =  o. 

Cas  où  G  =  (), 


Si  l'on  suppose  C  =  o,  on  peut,  si  A  est  différent  de  zéro,  discuter 
l'équation  du  second  degré  en  x^  en  prenant  y  comme  variable  indé- 
pendante. Il  convient  seulement  de  remarquer  que  0  se  réduit 
à  —  B'  et,  par  conséquent,  on  ne  trouvera  plus  d'ellipse,  mais  seu- 
lement une  hypeibole  ou  une  parabole.  Mais,  si  A  ^  o  et  C  :=  o,  la 
méthode  ne  convient  plus.  Nous  allons  montrer  que  l'on  obtient 
encore  des  courbes  du  même  genre  que  celles  que  nous  avons  obte- 
nues dans  les  cas  précédents. 

1°  B^o.  Remarquons  que  l'équation  (i)  est  alors  du  premier 
degré  enj^  et  peut  être  mise  sous  la  forme 


y 

NlKWENGLOWSKI.  —  G.  an.,  \. 


A  a:'  -+-  2  D  jr  -f- 

2(Ba'-H  E) 


i5 
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Effectuons  la  division;  on  obtient 

R  désignant  le  reste.  Or, 
R  = 


A  E2  DE       „ 


A 


et  par  suite,  en  posant  a 


,  Y 


J 


'2B3(^  — a) 

mx  -t-  A  +  Y. 


Construisons  {Jig-  8i)  les  droites  AB  et  CD  représentées  par  les 

équations 


y- 


mx  -h  h     et    X 


et    supposons,    pour  fixer  les    idées, 
fr-  >  o.  A  chaque  valeur  de  a;  corres- 

pond  une  valeur  dey  qui  est  égale  à 
l'ordonnée  de  AB  augmentée  de  Y; 
donc  les  points  qui  correspondent  à 
^  >>  a  seront  situés  par  rapport  à  AB 
du  côté  des  j^  positifs,  et  ceux  qui  cor- 
respondent k  X  <i  a  seront  du  côté 
des  y  négatifs.  Remarquons  enfin  que,  si  a;  croît  de  —  oo  à  «,  Y  dé- 
croît de  o  à  —  00  ;  si  :r  croît  de  a  à  H-  oo,  Y  décroît  de  +  co  à  o  ;  on 
obtient  donc  deux  branches  infinies  asymptotes  à  AB  et  à  CD.  En 
effet,  soit  x  =  OP,  de  sorte  que  y  =  PM  =  PQ  +  QM  soit  l'ordon- 
née correspondante  et  supposons  OP  >  OC.  Si  l'on  suppose  que  CP 
tende  vers  zéro,  QM  grandit  indéfiniment.  La  parallèle  à  AB  menée 
par  M  rencontre  CD  en  un  point  R  ;  MR  tendant  vers  zéro,  le  point  M 
s'approche  indéfiniment  de  la  droite  CD.  Si,  au  contraire,  OP  gran- 
dit indéfiniment,  QM  tend  vers  zéro  et,  par  suite,  M  s'approche  in- 
définiment de  AB,  On  fera  un  raisonnement  analogue  pour  les 
points  situés  de  l'autre  côté  de  la  droite  CD. 
La  courbe  obtenue  a  donc  la  même  forme  aue  celle  que  nous  avons 
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Irouvée  en  supposant  o«<o,  C^o;  c'est  encore  une  hyperbole. 
Si  A  =:  o,  le  reste  R  étant  nul,  on  a  identiquement 

—  {\x-^7.ï)x  ->r  F)  =  ■2(Ba:-f-  E)(wj7-l-  k), 

et,  par  conséquent,  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

( 9,  B a?  -H  E )  (y  —  mx  —  h)  =  o. 

En  supposant  que  F  varie  seul  de  façon  que  A  devienne  nul,  on 
voit  que  la  courbe  se  réduira  à  ses  deux  asjfmptotes. 

Lorsque  A  =  o,  on  a  /<  =  o  et>?i  =  —  ^;  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles aux  deux  axes  de  coordonnées  et  représentées  par  les  équa- 
tions 

Bj7-i-E  — o,        Bj' -f- D  =  o. 

2>  C  =  o,  B  =  o. 
L'équation  se  réduit  alors  à 

Ax^-h  2Dx  -h  "iEy  -h  F  =  o. 

Dans  ce  cas  A  =  —  AE'^.  Supposons  A^^z^  o,  A  ^  o.  L'équation  pré- 
cédente peut  s'écrire 

/  D\2         ^/  AF-D2\ 

H^-^ÂJ  -^^'^(/+-^ÂE-;=^' 

et,  en  posant 

A  -^  2AE  ' 

on  obtient 

A  X2  -+-  -i  EY  =  o. 

C'est  la  forme  trouvée  dans  l'hypothèse  0  =  o,  G^  o.  La  courbe 
est  donc  encore  une  parabole. 

Si  l'on  suppose  A  =  o,  l'équation  se  réduit  à 

Ax'-f-  iDx  -+-  F  =  o, 

et  représente  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  y. 
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En  résumé^  nous  pouvons  faire  le  Tableau  suivant  : 

/  — GA>o,  ellipse  réelle. 

0  >  o.  <  A  =  o,  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  concourant  en  un  point  réel. 

—  GA  <  o,  ellipse  imaginaire. 

A  7^  o,  hyperbole. 

A  =  o,  deux  droites  réelles  concourantes. 

A  ^  o,  parabole. 


û  =  o.  < 


E2 — CF  >  o         D2— AF>o,     réelles  et  distinctes. 

deux  droites  ]  E^ — GF  =  o  ou  D^ — AF  =  o,     confondues. 

^  ~  ^'  i  I  ■  \ 

(      parallèles,   j  (imaginaires  coniu- 

fE2— CF<o  D2— AF<o,  *'  ■' 

\  (      guées. 

267.  Remarques.  —  Nous  avons  trouvé  que  l'hyperbole  a  deux  asymptotes; 
nous  verrons  plus  loin  qu'elle  n'en  a  pas  d'autres. 

La  parabole  n'a  pas  d'asymptotes.  En  effet,  nous  avons  ramené  l'équation 
de  la  parabole  à  la  forme  Y^ —  -ipX  =  o. 

Une  parallèle  à  l'axe  des  X,  ayant  pour  équation  Y  =  a,  coupe  la  courbe 
en  un  seul  point  à  distance  finie  et  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  cette 
droite  grandit  indéfiniment  quand  M  s'éloigne  à  l'infini. 

Soit  maintenant  X  =  a  Y  4- 6  l'équation  d'une  droite  non  parallèle  à  l'axe 
des  X.  La  distance  d'un  point  X,  Y  de  la  parabole  à  cette  droite  a  pour 
expression 

(^  —aY  —  b\  sinO 
VU- a"^4-2a  cosô 

elle  grandit  indéfiniment  avec  Y,  quel  que  soit  a.  Donc  la  parabole  n'a  pas 
d'asymptote. 

268.  Équation  du  faisceau  des  asymptotes  d'une  hyperbole.  —  Si 
l'équation  y  (37,  y)  =  o  représente  une  hyperbole,  nous  avons  vu  que,  en  fai- 
sant varier  le  terme  constant  seul,  les  asymptotes  ne  changent  pas  et,  de 
plus,  si  l'on  donne  à  F  une  valeur  Fi  telle  que  A  =  o,  l'équation 

kx^-h  2B^j-H  Cy--{-  2D^-i-  "iEy  h-  Fi  =  o 

sera  précisément  l'équation  des  deux  asymptotes.  Il  en  résulte  que 

sera  l'équation  cherchée  si  l'on  détermine  h  de  façon  que  le  discriminant  de 
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A    B    D 
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d'où  l'on  tire 


B     C    E 

D    E    F-+-A 


h—  —  K, 

0 


=  o, 


l'équation  du  faisceau  des  asymptotes  de  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 
du  second  degréy(a7,  y)—  o  est  donc 

On  voit  que  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'origine  sont  définies 
par  l'équation 

Ax^-h  %Bxy  -ir  Cj2=  o. 


Application  de  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  la  classification 
des  coniques  et  à  la  réduction  de  l'équation  du  second  degré. 

269.  Nous  posons 

f{x^y,  z)~  kx^-^%Bxy  -\-  C/^-j-  •î.Dxz -h  lEyz -h  Fz^, 
©  {x,  y)  =  A.x^-^  "iBxy  ■+-  Gy"^, 

et  nous  appelons,  comme  plus  haut,  A  et  0  les  discriminants  des  formes  /  et  cp  ; 
enfin  nous  supposons  les  coefficients  réels. 

Premier  cas  :  S  ^  0.  —  Dans  ce  cas,  ç  (x,  y)  est  la  somme  algébrique  de 
deux  carrés  distincts.  Posons,  d'une  manière  générale, 


o  (x,  y)  =  t{ccx-h  ^yy+  z'ioc'x  -H  p»2. 


s=rt:i,         £'  =  =t:i. 


Les  deux  polynômes  ax -^  '^y  et  oi'x-{-  ^'j  étant  indépendants,  nous  pose- 
rons (ji  =  a^' —  ^a'  ^  o. 

On  sait  que  8  =  es',  [x^. 

Je  dis  que  l'on  peut  toujours  déterminer  trois  constantes  y,  ^',  Fy  telles 
que 

t{ax  -f-  ?7  -V-  Y^)2+  z'iz'x  +  p>  -h  Yzy-\-  Fiz^  =  f(x,  y,  z). 
Il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que 

s.aY-Hs'.a'Y'=  D,         s. j3y  +  e'.p'Y'  =  E,         sY^-f-e'f *-+- F,  =  F. 

Les  deux  premières  équations,  dont  le  déterminant,  égal  à  tt  \>-,  est  différent 
de  zéro,  déterminent  y  et  y';  la  troisième  donnera  Fj. 
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Au  moyen  de  la  substitution 

«37  -h  Pjk  H-  Y-  =  X,         rj! X  -f-  ^'y  +  y'x;  =  Y, 
dont  le  module  est  égal  à  [x,  on  obtient  l'identité 


et,  par  suite, 
ce  qui  donne 


On  obtient  d'ailleurs  ce  résultat  en  remarquant  que 

et  que,  par  suite,  le  discriminant  du  premier  membre  devant  être  nul,  on  a 

A  B  D 
B  G  E 
D     E     F  —  Fi 

Nous  avons  ainsi  obtenu  l'identité 

/(a',j,z)^£X2-f-E'Y2+^Z^ 
de  sorte  que,  en  posant  ^  =  Z  =  i,  il  vient 

/(•^,.r)  =  ^xf +s'Yf  +  ^, 

Xi  et  Yi  étant  deux  polynômes  linéaires  distincts  en  a?  et  _y;  par  suite,  les 
équations  Xi  =  o,  Yi  =  o  représentent  deux  droites  concourantes.  Gela  étant, 
nous  subdiviserons  le  premier  cas  en  plusieurs  autres. 

1°  6  >  o.  La  fonction  cp(a7,  jk)  est  la  somme  de  deux  carrés  de  même  signe, 
autrement  dit,  s  =  s'.  D'ailleurs  A  =  £(a2-+- a'2),  G  =  £(p2_|_  p'2);  par  suite, 
e,  A  et  G  ont  le  même  signe.  Il  faut  encore  distinguer  plusieurs  cas. 

(a)  GA  <  o.  Alors  A  et  £  ont  des  signes  contraires;  on  peut  donc  poser 


_     —   £   7,2 


m-\ 


h  désignant  une  constante  réelle,  et,  par  suite, 

X  Y 

et  si  enfin  on  pose  -~  =  P,  -i  =  Q,  l'équation  f{x,  ^)  =  o  se  trouve  rame- 
née à  la  forme 

P2_i_Q2_f  =  0. 
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(6)  A  =  o.  L'équation  se  ramène  à  la  forme 

(c)  G  A  >  o.  Nous  poserons  alors  -i^  =  th^  et  nous  obtiendrons  l'équation 

0 
P2-+-Q2+t  =  0. 

>.'  0  <  o.   Dans   ce  cas,  e  et  z'  ont  des  signes  contraires.  Donc  l'équation 
prendra  la  forme 

si  A  7^  O,  et  la  forme 

P2_Q2^0, 

si  A  =  O. 

Second  cas  .-8  =  0   —  Le  polynôme  ^{x,  y)  est  un  carré  parfait,  et,  par 
suite, 

/(r,  y)  =  z{'xx  -+-  '^yY^  7.hx  -+-  zEy  -+-  F. 

Or  on  a,  dans  ce  cas, 

A  ==£(aE  -  pD)2, 

et,  par  suite,  il  faut  faire  plusieurs  hypothèses. 

(a)  A  ^  o.    Les   polynômes   ax -{- ^y   et  iDx  -h  '>.Ey  -i-F   sont   distincts; 
l'équation  donnée  est  donc  de  la  forme 

P2-Q  =  o, 

P  =  o  et  Q  =  o  représentant  deux  droites  distinctes- 

(6)  A  =  o.  Alors,  Dx  -h  Ey  ~  z^{<xx  -+-  ^y),  y  étant  une  constante  ;  l'équa- 
tion a  donc  la  forme 

A^.  r  )  =  K  î^-^  +  ?r -^  Y  )' -+- Fi  =  o- 

Supposons  a  jzè  o  et,  par  suite,  A  ^  o.  On  a  identiquement 

Ax^-^iDx  -i-¥  =  z{oix  -h  ^)--^Fi, 

ce  qui  montre  que  AF  —  D^  a  le  signe  de  îF). 
Donc  : 

1°  AF  —  D2  >  o.  Dans  ce  cas,  on  peut  poser  Fi  =  zh'-. 
2°  AF  —  D*  <  o.  On  posera  Fi  =  —  zh-. 
3°  AF  —  D2  ^-  o.  On  a  F,  ==  o. 

CtX  M—  3  V    }     Y 

Si  enfin  on  pose  — j^ =  P,  l'équation  prendra  respectivement  les 

formes  P2+ 1  =  0,  P2—I  =  0,  P2  =  o. 

En  résumé,  l'équation /(;r,  ^)  =  o  peut  prendre  les  formes  indiquées  dans 
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le  Tableau  suivant 

j 

CA<o 

P2-HQ2—  (==0, 

(0 

8  >  0  < 

CA>o 

P2-+-Q2H-I  =0, 

(2) 

( 

A  =  o 

P2-+-Q2        =o; 

(3) 

S<o  j 

A  ^o 

p2_Q2_i  =  0, 

(4) 

A  =  o 

P2-Q^        =o; 

(5) 

f 

A  7^  o 

P2_2Q           =0, 

(6) 

0  —  o  < 

A  =  0 

[  D2— x\F>o 
A  7^0  1  D2— AF<o 

P2-1 

P2+    1 

=  o, 

1  =  O, 

(7) 
(8) 

l 

(  D2- AF  =  o 

P2 

—  o. 

(9) 

270.  Cela  posé,  soient 

P  =  aa;  -t-  Pjk  +  Y'         Q  =  ^'^  +  P'r  ^-  ï' 

deux  polynômes  distincts.  Prenons  pour  axes  les  droites  définies  par  les 
équations  P  =:  o,  Q  =  o.  Les  formules  de  transformation  étant  linéaires,  si 
l'on  désigne  par  X,  Y  les  nouvelles  coordonnées,  on  obtiendra  identiquement 

P  =  /X  +  mY  +  «. 

Mais,  si  l'on  suppose  que  l'équation  P  =  o  représente  le  nouvel  axe  des  y, 
l'équation  X  =  o  devant  représenter  la  même  droite  que  P  =  o,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  que  ZX -+- /nY  h- rt  =  o,  on  a  m  =  n  =  o  et,  par  suite, 
P  s=  ZX;  on  trouvera  de  même  Q  =  l'Y. 

271.  Il  est  évident  que  l'équation  P^-i- Q2-f- 1  =  o  n'a  aucune  solution 
réelle;  l'équation  (3)  représente  deux  droites  imaginaires  conjuguées.  L'é- 
quation (5)  représente  deux  droites  concourantes  réelles;  l'équation  (7), 
deux  droites  parallèles  réelles;  l'équation  (8),  deux  droites  parallèles  imagi- 
naires, et  enfin  l'équation  (9)  deux  droites  confondues  en  une  seule. 

Occupons-nous  de  l'équation  (r).  En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les 
droites  P  =  o,  Q  =  o,  nous  poserons 


ce  qui  donne  l'équation 


En  discutant  cette  équation,  comme   on   l'a   déjà   fait   plus   haut,   on   voit 
Qu'elle  représente  une  courbe  fermée;  c'est  une  ellipse. 

Nous  dirons  que  l'équation  (-2)  représente  une  ellipse  imaginaire.  L'équa- 


a 

Q  = 

Y 

b 

X2 

Y2 

b^  =' 

1. 

COURBKS   DU   SECOND    DEGKÉ.  233 

lion  (4)  se  ramène  à  la  forme 

X2    _    Yj!    _ 

elle  représente  une  hyperbole. 

L'équation  (6)  peut  se  ramener  à  la  forme 

elle  représente  une  parabole. 

On  retrouve  les  conclusions  déjà  obtenues. 

272.  Remarque.  —  On  peut  déterminer  autrement  la  forme  de  la  courbe 
représentée  par  l'une  quelconque  des  équations  précédentes.  Pour  cela,  re- 
marquons d'abord  que  P  =  o  étant  l'équation  d'une  droite  donnée,  les  équa- 
tions P  =  A  et  P  =  —  h  définissent  deux  droites  parallèles  et  équidistantes  de 
la  première.  Si  h  varie  de  o  à  4-a),  P  —  h  =  o  représente  une  droite  variable 
qui  reste  constamment  parallèle  à  la  première,  mais  s'en  éloigne  indéfini- 
ment. 

Cela  étant,  soit  à  construire  la  courbe  définie  par  l'équation 

En  écrivant 

P2=  I  — QS 

on  voit  que  Q  doit  rester  compris  entre  -t-  i  et  —  i;  donc  la  courbe  est  entiè- 
rement comprise  entre  les  deux  droites  ayant  pour  équations 

Q  =  I       et       Q  =  -  I, 

et  aussi  entre  les  droites  ayant  pour  équations 

P  =  I,        P  =-i; 

elle  est  donc  tout  entière  à  l'intérieur  du  parallélogramme  formé  par  ces 
quatre  droites.  A  chaque  valeur  de  Q  comprise  entre  —  i  et  -f- 1  corres- 
pondent deux  points  situés  à  l'intersection  des  droites  représentées  par  les 
équations 

Q  =  h,         P  =  -±  ^T^lî'-         (_  ,  <  /i  <  ,). 

On  en  conclut  que  les  droites  P  —  o,  Q  =  o  sont  deux  diamètres  conjugués. 
Si  /i  =  o,  P  =  ±:  I  et  si  A  croît  de  o  à  i  la  valeur  absolue  de  P  décroît  de  i 
à  o;  on  retrouve  ainsi  évidemment  la  forme  déjà  obtenue. 

L'équation  P^  —  Q  montre  que  Q  ne  doit  prendre  que  des  valeurs  positives; 
donc  la  courbe  est  tout  entière  d'un  même  côté  de  la  droite  Q  =  o. 
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EXERCICES. 

Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes  : 

1-  5^72 —    i^xy-h    y^+    IX —  y            =  o, 

2.  Sa?^ —    4^^^+    y^+    ix  —  y  =0, 

3.  3x^ —   /ixy-i-    y'^-\-i5T—  6^^  +  7  =  0, 

4.  ax'--~   yxy-i-3y^—    Qx^  yy^/i^o, 

5.  liX- —  iixy -\- C)y^-\-    4.3? —    5^+3  =  0, 
6-  ^x'^'  —  i'i.xy-^i^y'^ —    8a:- +  12^  —  7—0. 

7.  Discuter  la  nature  de  la  conique  représentée  par  l'équation 

(a  —  \)x'^-\-  ■i'^xy  —  (a  +  i)jK-+2aa?-4-7. 3jK  —  (a-f-i)  —  o, 
a  et  p  désignant  les  coordonnées  d'un  point  M  variable  dans  ce  plan. 

8.  On  donne  dans  un  plan  un  angle  ROR',  un  point  A  sur  la  bissectrice  Ox 
de  cet  angle  et  deux  points  fixes  R,  R'  symétriques  par  rapport  à  Oa:-. 

On  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque  qui  rencontre  OR  en  G  et 
OR'  en  G';  on  mène  les  droites  RG,  R'G'  qui  se  coupent  en  M.  Lieu  de  M  quand 
la  droite  GAG'  tourne  autour  de  A.  On  discutera  le  lieu  en  laissant  fixes  les 
droites  OR,  OR'  et  le  point  A,  et  en  déplaçant  R  et,  par  s-uite,  R'.  On  indi- 
quera dans  quelle  région  doit  être  le  point  R  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse, 
une  hyperbole,  une  parabole  ou  l'une  de  leurs  variétés  (École  Gentrale, 
1876). 

9.  Par  les  extrémités  d'une  corde  AR  inscrite  dans  un  cercle,  on  mène  des 
parallèles  à  des  directions  données.  Lieu  de  leur  point  de  rencontre  :  i"  quand 
la  corde  AR  a  une  direction  fixe;  2"  quand  elle  a  une  longueur  constante. 

10.  Un  polygone  de  n-l-i. côtés  varie  de  manière  que  n  de  ses  sommets 
restent  constamment  sur  une  circonférence  donnée  et  que  ses  côtés  soient 
respectivement  parallèles  à  des  directions  fixes.  Trouver  le  lieu  du  (/z -h  i)'*"" 
sommet. 

Directions  asymptotiques  d'une  courbe  algébrique. 
273.  Soit 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  G.  Soient  Xq^  y^  les  coordonnées 
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d'un  point  A  et  a,  ^  celles  d'un  point  D;  nous  savons  que  les  for- 
mules 

(2)  ar  =  .ro-hap,        y=yQ-+-i^p 

représentent  les  coordonnées  d'un  point  M  situé  sur  la  droite  AB, 
parallèle  à  OD;  ce  point  sera  l'un  des  points  d'intersection  de  la 
courbe  C  et  de  la  sécante  AB,  si  l'on  remplace  p  par  l'une  quel- 
conque des  racines  de  l'équation 

ou,  en  développant, 

(3)  p""f  ,„(a,  P)  4-  p—  [:ro^'  -f-jo  ^J^"  +  ?,«-.(«,  P)]  +.  -  •  -  o. 

Pour  que  le  point  M  soit  à  distance  finie,  il  faut  et  il  suffit  que  p 
ait  une  valeur  finie;  au  contraire,  si  la  valeur  de  p  grandit  indéfini- 
ment, l'un  au  moins  des  paramètres  a  ou  p,  étant  différent  de  zéro, 
l'une  au  moins  des  coordonnées  de  M  grandit  indéfiniment  et,  par 
suite,  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  du  point  A.  Cela  étant, 
pour  que  l'équation  (3)  ait  une  racine  infinie,  il  faut  et  il  suffit  que 
o,„(a,  ^)  =  o,  c'est-à-dire  que  la  sécante  AB  soit  parallèle  à  l'une 
quelconque  des  droites  du  faisceau  ayant  pour  équation 

(4)  ^■n{^,y)  =  o. 

L'équation  (4)  représente  m  droites  passant  par  l'origine,  réelles 
ou  imaginaires,  distinctes  ou  non.  Si,  par  un  point  quelconque  A, 
on  mène  une  sécante  parallèle  à  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
cette  sécante  ne  coupera  la  courbe  C  qu'en  m  —  i  points,  au  plus,  à 
distance  finie;  tandis  qu'une  sécante  qui  n'est  parallèle  à  aucune  de 
ces  droites  rencontre  C  en  m  points  situés  tous  à  distance  finie 
de  A. 

Les  directions  singulières,  définies  par  l'équation  (4),  ont  reçu  le 
nom  de  directions  asympto tiques.  Toute  courbe  algébrique  de  de- 
gré m  possède  m  directions  asymptotiques;  on  obtient  l'équation 
du  faisceau  des  directions  asjmptotiques  en  égalant  à  zéro  l'en- 
semble homogène  des  termes  du  plus  haut  degré  de  l'équation  de  la 
courbe. 

Considérons  une  solution  simple  a,  ^  de  l'équation  (4),  c'est-à-dire  une  so- 
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lution  telle  que  les  dérivées  —~—  ,  —77^  ne  soient  pas  nulles  toutes  les  deux , 

^  da       dp  ' 

l'équation 

^ -j^ -<-r -^  +  ?'«->(^' ?)  =  « 

représente  une  droite  A  déterminée  et  parallèle  à  la  direction  (a,  P),  car 

Si  le  point  A  est  sur  cette  droite,  la  parallèle  à  la  direction  (a,  P)  menée 
par  A  sera  la  droite  A  elle-même;  l'équation  (3)  sera  au  plus  du  degré  m  —  1, 
et,  par  suite,  la  droite  A  coupe  la  courbe  C  au  plus  en  /w  —  1  points  à  distance 
finie. 

Considérons  une  droite  A'  infiniment  voisine  de  A;  cette  droite  A'  coupe 
la  courbe  G  en  ni  —  i  points  à  distance  finie;  lorsque  A'  coïncide  avec  A,  le 
nombre  des  points  d'intersection  à  distance  finie  diminue  encore,  au  moins 
d'une  unité;  cela  revient  à  dire  qu'un  point  M  de  la  courbe  C  disparaît  à  l'in- 
fini; la  distance  de  M  à  la  droite  A,  égale  à  la  distance  des  droites  A  et  A', 
tend  vers  zéro;  la  droite  A  est  donc  une  asymptote.  Cette  remarque  justifie 
le  nom  de  directions  asymptotiques  donné  aux  directions  singulières  définies 
par  l'équation  (4). 

274.  Application  aux  courbes  du  second  degré.  —  Considérons 
en  particulier  une  courbe  du  second  degré  représentée  par  l'équa- 
tion 

kx'^-k-  iMxy  -\-  C^2_|_  2Da7-t-2EjK-l-F  =  o. 

Le  faisceau  des  directions  asymptotiques  est  défini  par  l'équa- 
tion 

A 37^  -I-  a  B xy  -h  Cj2  =  o, 

qui  représente  deux  droites,  dont  la  nature  est  caractérisée  par  le 
signe  de  l'invariant  AG  —  B^.  Il  j  a  Irois  cas  à  distinguer  : 

1°  S  >■  o  (genre  ellipse)  :  Les  directions  asymptotiques  sont  ima- 
ginaires conjuguées. 

2°  S  <;  o  (genre  hyperbole)  :  Deux  directions  asymptotiques, 
réelles  et  distinctes.  Ces  directions  sont  celles  des  asymptotes. 

3"  S  =  o  (genre  parabole)  :  Deux  directions  asymptotiques  con- 
fondues. Si  A  ^  o,  la  direction  asymptotique  est  définie  par  l'équa- 
tion kx  -^  By  =  o;  quand  C  ^  o,  on  peut  la  définir  par  l'équation 
B;r  -\-  Cy  =  o. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  la  nature  des  directions  asym- 
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ploliques  d'une  courbe  du  second  degré,  on  sait  à  quel  genre  elle 
appartient. 

Nombre  des  points  communs  à  deux  courbes  algébriques. 

275.  Soient 

^i)  /(•2",7)  =  o,        ff{x,y)  =  o 

les  équations  de  deux  courbes  algébriques  de  degrés  m  et  p.  Les 
coordonnées  des  points  communs  à  ces  deux  courbes  sont  les  solu- 
tions du  système  formé  par  leurs  équations. 

En  éliminant  l'une  des  inconnues,  ce  par  exemple,  entre  les  équa- 
tions (1),  on  obtient  une  équation  de  degré  mp  en  j', 

(2)  H(7)  =  o, 

que  l'on  appelle  V équation  aux  ordonnées  des  points  communs 
aux  deux  courbes.  A  chaque  racine  simple  jKo  de  l'équation  (a)  cor- 
respond une  seule  racine  Xq,  commune  aux  équations 

et,  par  suite,  un  seul  point  (.a^o,  jKo)  commun  aux  deux  courbes. 

Si  les  coefficients  des  polynômes  f{x,y),  g(Xiy)  ont  des  valeurs 
arbitraires,  l'équation  (2)  n'aura  que  des  racines  simples,  puisque 
la  condition  pour  que  cette  équation  ait  des  racines  égales  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  le  discriminant  du  poljnome  B.(jk)  rendu  homo- 
gène, et  cette  condition  établit  une  relation  entre  les  coefficients  des 
polynômes  y  et  g.  De  même,  pour  que  le  coefficient  de  y'^P  dans 
R(j')  soit  nul,  il  faut  que  le  résultant  des  groupes  homogènes  de  de- 
grés m  et  p  respectivement,  appartenant  aux  polynômes /(a:,  j^)  et 
g{x,y)t  soit  nul;  dans  ce  cas,  ces  groupes  homogènes  ont  un  divi- 
seur commun  olx  -h  ^j^  et  l'équation  olx  -j-  '^y  =  o  définit  une  di- 
rection asymptotique  commune  aux  courbes  données.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  faut  encore  qu'il  existe  une  relation  entre  les  coefficients 
de /et  de  g.  On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède  que  :  deux 
courbes  algébriques  de  degrés  m  et  p  ont,  en  général,  mp  points 
communs,  à  distances  finies. 

Lorsque  les  deux  courbes  données  ont  des  directions  asjmpto- 
tiques  communes,  quelques-uns  de  leurs  points  communs  peuvent 
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être  à  l'infini.  11  peut  arriver  encore,  en  attribuant  aux  coefficients 
des  valeurs  particulières,  que  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  points 
communs  se  réunissent.  Enfin,  il  peut  se  faire  que  les  poljnomes  f 
et  ^  se  décomposent  et  aient  un  facteur  commun;  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  points  communs  aux  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions (i)  est  infini. 

276.  Cas  de  deux  courbes  du  second  degré.  —  Nous  avons  dis- 
cuté complètement  le  système  de  deux  équations  du  second  degré  à 
deux  inconnues  x^y  {Cours  d^ Algèbre,  t.  II,  p.  3 17).  Il  résulte  de 
cette  discussion  que  deux  courbes  du  second  degré  distinctes  ont 
quatre  points  communs  au  plus,  à  moins  qu'elles  ne  se  décomposent 
chacune  en  un  système  de  deux  droites  et  que,  de  plus,  une  même 
droite  fasse  partie  des  deux  systèmes.  Dans  ce  dernier  cas,  l'inter- 
section des  deux  coniques  se  compose  de  tous  les  points  de  la  droite 
commune  et,  en  outre,  du  point  commun  aux  deux  autres  droites. 

La  proposition  précédente   peut  d'ailleurs  être   établie   d'une   manière  dï- 
recte. 
Soient 

f{x,y)ss  A  x^  -\-  2B  xy  -+-  Cy^  -+■  -iB  x  -h  iE  y  -\-  F  =0, 
/i(^j  J')  —  A'a72-f-  iB'xy  -+-  C'y^-+-  2!)'  x  -h  lE'r  +  F'  :::=  o 

les  équations  des  deux  coniques  données,  et  (a^oj^^^o)  l^s  coordonnées  d'un 
point  A  qui  leur  soit  commun.  Les  quantités  Xo-+-  ap,  yo-h  pp  seront  les  coor- 
données d'un  point  commun  aux  deux  coniques,  si  l'on  remplace  p  par  une 
racine  commune  aux  deux  équations 

f(xo-h<xp,  jKo-H  pp)  =  o,         ffi^o-^  ap,  JKO-+-  |3p)  =  o, 

c'est-à-dire 

p2(Aa2-i-'2Ba;iJ  +  Gp2) 

-+-2p  [a(Aa7o-l-BjKo-+-  D) -{-  P(Ba7o-+-  Gyo-hE)]  —  o, 
p2(A'a2-f-2B'a^-l-C'132) 

4-  ap  [a(A'^o+  B>o4-  D')  +  P(B'^o+  G>oH-  E')]  =  o. 

Ces  équations  ont  une  solution  commune  p  =  o,  qui  correspond  au  point  A  ; 
pour  qu'elles  en  aient  une  autre,  il  faut  et  il  suffit  que  a,  ^  vérifient  l'équa- 
lion 
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Cette  équation  est  du  troisième  degré;  si  l'on  y  remplace  a  et  p  par  des  coor- 
données "courantes,  elle  représente  un  faisceau  de  trois  droites  passant  par  l'o- 
rigine Dj,  Dj,  D3.  Si  l'on  mène  par  le  point  A  une  sécante  qui  rencontre  la 
première  conique  aux  points  A,  M  et  la  seconde  aux  points  A,  M',  les  deux 
points  M,  M'  se  confondront  en  un  seul  si  la  sécante  est  parallèle  à  l'une  des 
trois  droites  Dj,  D2,  D3;  ce  qui  montre  que  les  coniques  proposées  ont  en 
commun,  outre  le  point  A,  trois  autres  points  Mj,  Mj,  M3. 

Mais  il  peut  arriver  que  l'équation  précédente  se  réduise  à  une  identité,  de 
sorte  que  toute  sécante  menée  par  A  coupe  les  deux  coniques  en  un  point 
commun,  généralement  différent  de  A  :  s'il  en  est  ainsi,  le  facteur 

qui  divise  le  premier  membre,  doit  diviser  le  second;  il  peut  arriver  doux 
cas  :  1°  Ce  facteur  divise  le  facteur  de  même  nature 

dans  ce  cas,  on  le  voit  immédiatement,  les  coefficients  des  polynômes/  et  /i 
sont  proportionnels  et  les  deux  coniques  sont  confondues;  écartons  ce  cas. 
•2"  On  a  identiquement 

»,(,.3)=(,|L-v3^)(»=.+  «?) 

On  en  conclut  que 

/(:..-.  X,^.+  Y)»(«X+„V  +  ,)(x^  +  y|J, 

et,  par  suite,  l'équation  y (  .r,j')  =  o  est  de  la  forme 

( mx  -H  ny  -+-  h  )  (ax  -{-  by  -\-  c)  —  o, 

et,  pareillement,  l'équation /i(j',  ^)  =  o  est 

{mx  -(-  ny  -\-  h){a'x  -f-  b'y  -t-  c')  =  o. 

Les  deux  coniques  se  composent  donc  alors  de  droites,  l'une  des  droites  leur 
étant  commune. 

277.  Quand  les  équations  des  deux  courbes  données  ont  leurs 
coefficients  réels,  à  toute  solution  x^^=.a-\-  bi^  J"»  =  «'+  h'  i^  cor- 
respond la  solution  conjuguée  x.>-=  a  —  6/,  y.,z=a' —  b'i. 


et 
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Donc,  quand  deux  courbes  algébriques,  dont  les  équations  sont 
à  coefficients  réels,  ont  un  point  imaginaire  commun,  elles  ont  aussi 
en  commun  le  point  imaginaire  conjugué. 

278.  Former  V équation  du  faisceau  des  droites  joignant  un 
point  donné  aux  points  communs  à  deux  courbes  algébriques. 
—  Soient 

les  équations  de  deux  courbes  algébriques;  {a,b,c)  les  coordon- 
nées d'un  point  donné  P;  (x,j,  z)  celles  d'un  point  variable  M.  Les 
coordonnées  d'un  point  de  la  droite  PM  sont  proportionnelles  à 
X  -\-  Xa,  y  H-  \b^  z  -\-  Xc.  Pour  que  PM  passe  par  l'un  quelconque 
des  points  communs  aux  deux  courbes  données,  il  faut  et  il  suffit 
que  X  soit  une  racine  commune  aux  deux  équations 

/(a?  +  X«,  jK  -}-  Xè,  ;:  -+-  Xc)  =  o,         ^(^  -(-  Xa,  j'-i-  X6,  s  4-  Xc)  =  o. 

On  obtiendra  donc  l'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  Je 
point  P  aux  points  d'intersection  des  deux  courbes,  en  éliminant  \ 
entre  les  deux  équations  précédentes. 

En  particulier,  supposons  que  le  point  P  soit  l'origine  des  coor- 
données (ou,  s'il  s'agit  de  coordonnées  trilinéaires,  que  P  soit  le 
point  commun  aux  deux  côtés  ^=ro,jK  =  o  du  triangle  de  réfé- 
rence); en  posant  a^o,  ^  =  o,  c=:  i,  les  équations  précédentes 
deviennent 

f{x,y,z  +  l)  =  o,         g{x,y,z^\)  =o\ 

on  devra  éliminer  \  entre  ces  deux  équations;  cela  revient  évidem- 
ment à  éliminer  z  entre  les  équations  des  deux  courbes. 

En  particulier,  si  l'on  considère  la  droite  ayant  pour  équation 

ux  -t-  vy  =  z, 
l'équation 

f{x,  y,  ux -\- vy)  =  o 

est  celle  du  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  d'in- 
tersection de  la  droite  considérée  avec  la  courbe/. 

On  peut  dire  que  l'équation  '-^mix,  y)  =  o,  qui  détermine  les  di- 
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rections  asjmptotiques  de  la  courbe  /,  représente  le  faisceau  des 
droites  joignant  l'origine  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
la  droite  de  l'infini. 
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279.  On  appelle  centre  d'une  courbe  plane  un  point  fixe  P  situé 
dans  le  plan  de  la  courbe  et  tel  que,  M  élant  un  point  quelconque  de 
la  courbe,  le  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport  à  P,  soit  encore 
un  point  de  la  même  courbe. 

280.  Conditions  pour  que  l'origine  des  coordonnées  soit  centre 
d'une  courbe  représentée  par  l'équation  f(x,y)  =  o.  —  Si  le 
point  M  a  pour  coordonnées  ûCo,  }'o,  le  point  M'  symétrique  de  M  par 
rapport  à  l'origine  a  pour  coordonnées  — Xqi  — J'o  5  donc,  pour  que 
l'origine  soit  un  centre  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 
/(•^)  y)  ^  ^■>  ^^  ^^^^  ^^  '^  suffît  que  les  deux  équations 

/(^.7)  =  o       et      /i—x,—y)  =  o 

soient  identiques. 

Ainsi,  par  exemple,  l'origine  est  un  centre  de  la  courbe  ayant  pour 
équation  j'  =  sin^. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  courbe  algébrique  ayant  pour  équa- 
tion 

(l)  ^m{x,y)  +  0,n-i(x,y)  •+-,..-+-C3i(a7,7)  +  tf0  =  O, 

et  considérons  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  ayant 
pour  paramètres  directeurs  a,  ^.  Les  points  de  rencontre  de  cette 
droite  et  de  la  courbe  sont  définis  par  les  équations  ^  =  ao,  jv'  =  l^^j 

NlBWENQLOWSKI.  —  G.  an.,  I.  i6 
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OÙ  l'on  remplace  p  par  chacune  des  racines  de  l'équation 

(2)  p'"?/n(a,  P)-t-p'"-'?m-i(a,  p)-4-...-4-pcpi(a,  P)  +  cpo  =  o. 

Pour  qu'à  chaque  point  d'intersection  M  corresponde  un  point 
d'intersection  M'  symétrique  du  premier  par  rapport  à  l'origine,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  racines  de  l'équation  (2)  soient  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires,  et  cela  doit  avoir  lieu  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a  et  [3.  (Il  convient  de  remarquer  que,  si  l'un 
des  points  M  s'éloigne  indéfiniment  quand  la  sécante  tourne  autour 
de  l'origine,  le  point  symétrique  M'  doit  aussi  s'éloigner  indéfini- 
ment et,  par  suite,  deux  racines  de  l'équation  en  p,  égales  et  de 
signes  contraires,  grandissent  indéfiniment.)  Cela  posé,  pour  qu'à 
toute  racine  de  l'équation  (2)  corresponde  une  racine  égale  et  de 
signe  contraire,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  premier  membre 
ne  contienne  que  des  puissances  de  p  de  même  parité,  et,  par  suite, 
de  la  même  parité  que  m;  en  d'autres  termes,  il  faut  que 

?/n-i(a,  P)  =  o,         cp,;^_3(a,  P)  =  o,         .... 

ce  qui  revient  à  poser 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

«?/«  (^,  y)  +  ?/«-2  {x,  y)  -f-  c?,rt-i  (a;,  7)  -+-...  =  o. 

En  second  lieu,  il  est  évident  que  l'origine  est  un  centre  de  toute 
courbe  dont  l'équation  est  de  cette  forme. 

Il  résulte  de  là  que,  si  m  est  impair,  l'équation  ne  contiendra  pas 
de  terme  constant.  Donc,  tout  centre  d'une  courbe  de  degré  im- 
pair est  un  point  de  cette  courbe. 

281.  Théorème.  —  Si  une  courbe  plane  a  deux  centres  C,  C,  elle  en  a 
une  infinité  situés  sur  la  droite  CC;  si  une  courbe  a  trois  cejitres  non  en 
ligne  droite,  elle  en  a  une  infinité  formant  un  réseau  de  parallélo- 
grammes. 

Soient  G,  G'  deux  centres  d'une  même  courbe  {fig.  82)  et  M  un  point 
quelconque  de  cette  courbe.  Gonstruisons  le  point  M',  symétrique  de  M  par 
rapport  à  G',  et  le  point  M",  symétrique  de  M'  par  rapport  au  centre  G,  et 
enfin  M'",  symétrique  de  M"  par  rapport  à  G'.  Le  point  M'"  appartient  à  la 
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courbe  donnée;  or,  on  voit  aisément  que  le  milieu  de  MM'"  s'obtient  en 
construisant  le  segment  G'G"  éfifal  au  segment  CC,  de  sorte  que  le  point  G" 
est  un  point  fixe.  Or,  à  tout  point  M  de 
la  courbe  correspond  un  point  M'"  symé- 
trique de  M  par  rapport  à  G*  et  appar- 
tenant à  la  même  courbe;  donc,  G*  est 
un  centre.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe 
donnée  a  une  infinité  de  centres  situés 
sur  GG'  et  distribués  uniformément  sur 
cette  ligne. 

Supposons  maintenant  trois  centres  en 
ligne  droite  rangés  dans  l'ordre  suivant  : 

G,  G',  G*.  Si  les  segments  GG'  et  GG"  ont  une  commune  mesure,  ce  cas  se  ra- 
mène au  précédent  et  la  courbe  a  une  infinité  de  centres  distribués  uni- 
formément sur  GG',  la  distance  de  deux  centres  consécutifs  étant  égale  à  la 
plus  grande  commune  mesure  de  GG'  et  GG". 

Soit,  en  eiïet,  a  la  plus  grande  commune  mesure  des  deux  longueurs  GG', 
GG'  et  supposons  GG'=  ma,  GG"=  na\  m  et  n  sont  premiers  entre  eux.  En 
prenant  sur  la  droite  GG'  un  nombre  x  de  segments  égaux  à  GG'  et  un  nombre 
y  de  segments  égaux  à  GG",  on  obtient  deux  centres  P  et  Q  dont  la  distance 
est  égale  à  |  xma  —  yna  \  ;  or  on  peut  déterminer  deux  entiers  x  &\.  y  tels  que 
mx  —  /i^=±i;  donc  les  points  P  et  Q  correspondants  se  trouveront  à  une 
distance  égale  à  a  et,  par  suite,  les  centres  donnés  feront  partie  d'une  suite 
de  points  distribués  uniformément  et  tels  que  la  dislance  de  deux  points  con- 
sécutifs sera  égale  à  a;  tous  ces  points  seront  des  centres. 

Supposons  maintenant  que  GG'  et  GG"  n'aient  aucune  commune  mesure  ;  po- 
sons GC'  =  a  et  GG"=  h.  On  peut  trouver  deux  entiers  x  etjK  tels  que  ax  —  by 
soit  moindre  qu'une  longueur  donnée  aussi  petite  qu'on  veut;  en  portant,  à 
partir  du  point  G,  une  longueur  GP  =  ax  et  une  longueur  CQ  =  hy,  on  aura 
donc  deux  centres  P,  Q  aussi  près  qu'on  voudra  l'un  de  l'autre.  On  en  con- 
clut que,  dans  ce  cas,  en  général,  tous  les  points  de  la  droite  GG'  sont  des 
centres. 

Gonsidérons  enfin  {fig.  83)  trois  centres  A,  B,  G  appartenant  à  une  même 
courbe  et  non  situés  en  ligne  droite.  Soit  M 
un  point  de  la  courbe;  si  l'on  construit 
successivement  le  point  M' symétrique  de  M 
par  rapport  à  A;  M*  symétrique  de  M'  par 
rapport  à  B,  et  M'"  symétrique  de  M"  par  rap- 
port à  G,  on  reconnaît  aisément  que  le  qua- 
trième sommet  D  du  parallélogramme  con- 
struit sur  BA  et  BG  est  le  milieu  de  MM'"; 
d'où  l'on  conclut  que  D  est  un  quatrième 
centre.  Gela  étant,  si  l'on  prend  AE  =  BA, 

E  est  un  centre;  donc,  le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit 
sur  AE  et  AD  est  un  nouveau  centre  et,  par  suite,  en  continuant  indéfiniment 


Fig.  83. 
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ce  raisonnement,  on  voit  que  la  courbe  a  une  infinité  de  centres  distribués 
dans  le  plan  aux  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes. 

282.  Recherche  du  centre.  —  Pour  chercher  si  une  courbe  don- 
née a  un  centre,  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  en  un  point 
inconnu  (^o»^o)  ^n  posant  x^Xq-\-^,  y  =  y^-\-Y^  et  l'on  cherche 
si  l'on  peut  déterminer  x^  et  j"o  de  manière  que  la  nouvelle  origine 
soit  un  centre,  c'est-à-dire,  si  la  courbe  est  algébrique  et  de  degré  m, 
de  manière  que  les  degrés  des  termes  de  la  nouvelle  équation  en  X 
et  Y  soient  de  la  même  parité  que  m;  pour  cela,  on  égalera  à  zéro 
les  coefficients  de  tous  les  termes  dont  les  degrés  sont  respective- 
ment égaux  km  —  i,  m  —  3,  .... 

Les  équations  obtenues  ainsi  sont  généralement  incompatibles  si 
l'on  suppose  m  ]>  2;  en  effet,  soit  m  =  2[x;  en  annulant  les  coeffi- 
cients des  termes  de  degrés  i ,  3,  .  .  . ,  2  jx  —  i ,  on  forme  [ji(ijl  +  i) 
équations  entre  o^OîjKoet  les  coefficients  de  l'équation  proposée;  il  y 

aura  donc,  en  gênerai,  jji(u+  i) —  2  ou ~ conditions.  01 

m  =2,  ce  nombre  se  réduit  à  zéro. 

Soit,  en  second  lieu,  m  =  20.+  i;  il  faut  alors  annuler  les  termes 
de  degrés  o,  2,  . ,  . ,  2[jl;  ce  qui  donne 

14- 3  H- .  .  .  4- (2  [Ji  +  i)  =  (  [jt. -H  1)2 

équations  et,  par  suite,   (jx -f- 1)2— 2   ou  î^ -^ conditions.  Si 

m  :=  3,  il  faut  deux  conditions.  Ainsi,  en  général,  les  courbes  de 
degré  supérieur  à  2  n'ont  pas  de  centre. 


Recherche  du  centre  dans  les  courbes  du  second  degré. 

283.  Soh/(x,y)^o  l'équation  d'une  conique.  Transportons 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  prenant  pour  origine  le  point 
i^oiiXo)',  on  a  identiquement 

Pour  que  la  nouvelle  origine  soit  un  centre,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  termes  du  premier  degré  manquent  dans  l'équation  de  la  courbe 
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rapportée  aux  nouveaux  axes;  donc,  on  doit  poser 

Tout  point  commun  aux  droites  définies  par  les  équations 

dx        '  dy 

est  un  centre. 

Discussion.  —  Développons  les  équations  précédentes  : 

(i)  Aa7-i- BjH- D  =  0, 

(2)  Bar-+-C7  +  E  =0, 

i"  0  ^  0.  Les  droites  représentées  parles  équations  (i)  et  (2)  sont 
concourantes.  Donc,  les  courbes  du  genre  ellipse  ou  du  genre 
hyperbole  ont  un  centre  unique  à  distance  finie. 

Les  coordonnées  sont 

_  BE --CD  _  BD  — AE 

^  ~  ÂG^TBi"  '         ^  ~  AG-B2  ' 

Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  .  .  .,  f  les  mineurs  du  discriminant  A, 
de  sorte  que 

a  =  CF-E2,         b  =  DE-BF,         ...,         f=AC-B2=o, 

les  coordonnées  homogènes  du  centre  sont  d,  e,  8. 

2*  8  =  0.  CiC  cas  se  partage  en  deux  autres.  Nous  savons  que  l'un 
au  moins  des  coefficients  A  ou  G  est  différent  de  zéro.  Supposons 
A^z^o;  alors  le  déterminant  caractéristique  du  système  (1),  (2) 
est  AE  — BD. 

(a)  ÂE —  BD_^o.  Les  droites  (i)  et  (2)  sont  parallèles;  donc,  la 
parabole  n^a pas  de  centre.  Mais,  comme  les  équations  qui  déter- 
minent le  centre  définissent,  dans  ce  cas,  deux  droites  parallèles,  on 
convient  de  dire  que  la  parabole  a  un  centre  unique  à  V infini. 
D'ailleurs,  les  coordonnées  homogènes  du  centre  de  la  parabole  sont 
d,  e,  o.  Le  centre  est  à  l'infini  dans  la  direction  asymptotique  ;  toute 
droite  menée  par  le  centre,  c'est-à-dire  toute  parallèle  à  la  direction 
asymptotique,  ne  coupe  la  parabole  qu'en  un  seul  point  à  distance 
finie. 
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Il  convient  de  remarquer  que  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion (2)  peut  être  à  l'infini  ;  ce  qui  arrive  si  B  --=  C  =  o. 

(b)  AE  —  BD  =  o.  Dans  ce  cas,  les  droites  représentées  par  les 
équations  (1)  et  (2)  sont  confondues  en  une  seule  et,  par  suite,  tous 

les  points  de  la  droite 

Ax  -\-  By  +  D  —  o 

sont  des  centres.  Dans  ce  cas,  on  sait  que  A  =  o;  l'équation 
y(^,j^)  =  o  représente  deux  droites  parallèles  équidistantes  de  la 
droite  (1). 

Il  convient  de  remarquer  que  l'équation  (2)  peut  disparaître  iden- 
tiquement, car  on  peut  supposer  B  =  G==^E=:o;  ces  conditions 
donnent  en  efFet  :  A  G  —  B-  =  o  et  AE  —  BD  rrr;  o. 

On  peut  vérifier  par  la  Géométrie  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir.  En 
effet,  supposons  que  tous  les  points  de  la  droite  AB  {/fff-  84)  soient  des 
centres  et  soit  M  un  point  de  la  conique  représentée 
par  l'équation  y(a7,  jk)  =  o;  le  lieu  des  symétriques 
de  M  par  rapport  aux  différents  points  de  AB  est  une 
droite  CD  parallèle  à  AB;  la  droite  CD  fait  partie 
de  la  conique.  Soit  M' un  point  de  CD;  le  lieu  des  sy. 
métriques  de  M'  par  rapport  aux  différents  points  de 
AB  est  une  parallèle  à  AB  qui  passe  d'ailleurs  par  le 
point  M.  On  en  conclut  que  l'équation /(a^,  ^)  =  o 
représente  le  système  des  deux  droites  parallèles  CD,  EF. 

D'ailleurs  on  a,  par  hypothèse,  AC  —  B'  —  o,  AE  —  BD  =  0,  A  ^^  o;  donc, 
si  l'on  pose  B  =  XA,  on  en  déduit  C  —  X^A,  E  —  XD  et,  par  suite, 

/(•^>  j'j  =  A(a?2-+-  -iXxy  -i-  X2j2)  -h  -iD  (x  -h  Ij^)  -h  F . 

[/équation  donnée  est  donc  la  suivante  : 

A  {x  -h  lyy- -h  9.D  (x  -h  ly)  -l- F  ==  o, 
ce  qui  donne 

—  D  ±  v/i5^-~\~ê^ 

x+Xy= -^_ 

On  a  donc  bien  deux  parallèles  équidistantes  de  la  droite  ayant  pour  équa- 
tion 

Ax  -\-  B  7  ->-  D  —  o . 

1284.  Résumé.  —  Les  courbes  du  second  degré  peuvent  être  ran- 
gées en  trois  classes  : 

1°  S  ^  o.  Courbes  ayant  un  centre  unique  à  distance  finie .  — 
Ellipse,  hyperbole  et  leurs  variétés. 
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a°  S  =  o ,  A  p^  o ,  AE  —  BD  ^  o.  Courbes  ayant  un  centre 
unique  à  r infini.  —  Parabole  proprement  dite. 

3°  0  =  0.  Coniques  ayant  une  ligne  de  centres.  —  Système  de 
deux  droites  parallèles  ou  une  droite  dou])le. 

285.  Problème.  —  Une  courbe  du  second  degré  à  centre  étant 
rapportée  à  deux  axes  quelconques,  la  rapporter  à  deux  axes 
parallèles  aux  premiers  et  passant  par  son  centre  [ou  par  Vun 
des  centres). 

1°  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  courbe  à  centre  unique; 
^0?  J"o  étant  les  coordonnées  du  centre  nous  avons  trouvé,  en  po- 
sant x  =  Xq  +  ^,  y=yo  -\-y, 

puisque  la  nouvelle  origine  estun  centre.  Il  s'agit  de  calculery*(^o,jKo  ^ 
que  nous  désignerons  par  F^  pour  abréger  l'écriture. 
L'identité  d'Euler 

■if(x,  y,  z)  =  ^fx^yfy^  ^fz^ 
dans  laquelle  on  pose  x^=^  x^.,  y  =  j'«,  ^  =  i ,  donne 

Pour  obtenir  F,  en  fonction  des  coefficients,  considérons  le  système 
linéaire 


A 

37o-T- 

Bjo  +  D 

=  0, 

Ba:-o-i- 

Cjo+E 

=   0, 

On  en  déduit 

D 

A 

Ejo+F- 
B     D 

F 

,  =0. 

B 

G     E 

=  0, 

d'où 

D 

E     F— F, 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  le  discriminant  de 

/(jc,  y,  z)  —  F,  z^  doit  être  nul. 
L'équation  transformée  est  donc 


AXî-t-îBXY-hCY* 


A 

—  =  o. 

0 
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On  n'oubliera  pas  que  les  termes  du  second  degré  ont  les  mêmes 
coefficients  que  dans  l'équation  primitive.  La  relation 

A  =  8(D;ro-HEjKo+F) 

permet  souvent  de  calculer  A  d'une  manière  commode. 

2°  Supposons  maintenant  que  l'équation  y(^,  y)  =  o  représente 
deux  droites  parallèles.  Le  calcul  précédent  est  en  défaut,  car  A  et  8 
sont  nuls;  mais  la  formule 

Fi  =  Da7o-f-E7o4-F 

subsiste,  Xq,  y^  étant  les  coordonnées  de  l'un  des  centres,  que  l'on 
prend  pour  nouvelle  origine.  On  peut,  dans  ce  cas,  procéder  ainsi  : 

l'identité 

/(:r,^,z)^cp(X,Y)+F, 

ou,  sous  forme  homogène, 

montre  que  le  premier  membre  est  un  carré  parfait,  puisque  S  =  o. 
Donc,  tous  les  mineurs  du  discriminant  du  premier  membre  sont 
nuls,  ce  qui  donne  les  conditions  suivantes 

^^»=^'     ^^^  =  ^'     '^^^^-ijÊ' 

d'où 

(A-+-G-2Bcose)Fi=  ^-t-^ +^  cosG. 
oA        oLi        OD 

Le  coefficient  de  F<  est  différent  de  zéro  quand  les  coefficients  sont 

réels;  donc 

d\       d\       d\ 

Fi= 

286.  Généralisation  de  la  théorie  du  centre.  —  Etant  donnée  une  équa- 
tion de  degré  supérieur  à  2,  f{oc,y)  =  o,  il  est  naturel  de  se  demander  si  les 
points  communs  aux.  courbes  définies  par  les  équations 

^  =  o  ""-^  =  o 

dx         ^  dy 

jouissent  de  quelque  propriété  remarquable. 

Si  par  le  point  (^oj  /o)  on  mène  une  droite  dont  la  direction  est  définie  par 
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les  deux  paramètres  a,  p,  les  points  communs  à  cette  sécante  et  à  la  courbe 
donnée  sont  déterminés  par  l'équation  /(a^o  -+-  ap,  yo-{-^p)  =  o,  ou,  en  déve- 
loppant, 

àf  àf  .  ,      .  , 

par  conséquent,  si  Ion  suppose  -^  =o,  - —  =  o,  la  somme  des  inverses  des  ra- 

cines  de  l'équation  en  p  est  nulle  quels  que  soient  a,  [3.  Donc,  si  l'on  désigne 
par  A  le  point  (a7o,jKo)  et  par  Pi,  P2,  . . .,  Pm  les  points  d'intersection  d'une 
sécante  quelconque  menée  par  A  avec  la  courbe,  on  aura 

Il  I      _ 

AP,  ^  ÂF2  ^*  •  -^  ÂP7,  "  ""' 

ce  qui  exprime  que  le  point  A  est  le  conjugué  harmonique  du  point  à  l'infini 
sur  la  sécante,  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  cette  sécante  avec  la 
courbe,  et  cela,  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  sécante. 

Quand  la  courbe  est  du  second  degré,  dire  que  la  somme  —ç-  -(-  -rr-p-  =  o 

revient  à  dire  que  A  est  le  milieu  de  PiPj. 

EXERCICES. 

i.  Trouver  les  centres  de  la  courbe  ayant  pour  équation  a  sinar  =  h  ûwy. 

2.  Trouver  les  centres  de  la  courbe  ayant  pour  équation  a  cosx-{-b  cosy  —  o. 

3.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  pour  équation 

(4^— 3^)  (j  —  3)  +  m(j^  —  3)  (9.7— 3^7)  =  o, 
lorsqu'on  fait  varier  m.  (École  Centrale,  1872.) 

4.  Lieu  des  centres  des  coniques  représentées  par  l'équation 

x^-  —  k  {\  —  k)  xy -\-  k^y"^  —  ak'^y  =  o 
quand  on  fait  varier  k.  (École  Centrale,  1864.) 

5.  On  donne  un  triangle  ABC.  D'un  point  quelconque  P  pris  sur  le  côté  AB, 
on  abaisse  PQ  perpendiculaire  sur  AC;  on  mène  les  droites  BQ  et  CP  qui  se 
coupent  en  M. 

i"  On  demande  le  lieu  du  point  M  quand  le  point  P  parcourt  la  droite  in- 
définie AB. 

2°  Les  droites  indéfinies  AB  et  AC  restant  fixes,  on  fait  tourner  la  droite  BG 
autour  d'un  point  fixe  H  pris  sur  cette  droite,  et  on  demande  le  lieu  du  centre 
du  lieu  précédent.  (École  Centrale,  1866.) 


CHAPITRE  X. 

THÉORIE    DES    DIAMÈTRES. 


287.  On  nomme  diamètre  conjugué  à  une  direction  donnée  le 
lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  courbe  donnée,  qui  sont  parallèles 
à  cette  direction. 

Supposons  la  courbe  algébrique  et  de  degré  m-,  une  sécante  la 
coupera,  en  général,  en  m  points  distincts  et,  en  combinant  ces  points 

deux  a  deux,  on  obtient cordes;  il  y  aura  donc,  sur  une 

droite  parallèle  à  la  direction  donnée,  ■ points  du  lieu;  le 

diamètre  est  donc,  en  général,  une  courbe  de  degré ; •  Dans 

le  cas  du  second  degré,  ce  sera  une  droite. 

288.  Méthode  générale.  —  Soient  (a7,j)  les  coordonnées  d'un  point  M, 
(a,  P)  les  paramètres  de  la  direction  donnée;  les  coordonnées  d'un  point  pris 
sur  la  sécante  menée  par  M  parallèlement  à  la  direction  (a,  P),  ont  pour  va- 
leurs a7-4-ap,  y -i- '^p  ;  pour  que  ce  point  appartienne  à  la  courbe  ayant  pour 
équation 

/(^.  7)=o. 
il  faut  et  il  suffit  que 

f(T-\-  ocp.  y  -H  P?)  =  o. 

[Nous  appellerons  désormais,  pour  abréger,  cette  équation  :  l'équation 
aux  p  des  points  d'intersection  de  la  courbe  f  et  de  la  sécante  issue  du 
point  {x,y)  et  de  direction  (a,  P)]. 

L'équation  précédente  étant  mise  sous  la  forme 

(l)  Cp(p2)-f-pi5;(p2)  =  0, 

soient  p',  p"  deux  racines  auxquelles  correspondent  les  points  d'intersection 
P',  P";  pour  que  M  soit  le  milieu  de  P'P",  il  faut  et  il  suffit  que  p'-f-  p"  =  o. 
Il  s'agit  donc  d'exprimer  que  l'équation  (i)  a  deux  racines  égales  et  de  signe? 
contraires. 
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Or,  des  égalités 

?(p'*)-^P''Kp'*)  =  o> 

ç(p"-')-p'<{;(p'*)  =  0, 
on  tire 

Cp(p'2)=rr().  p''!/('  p'2)  =   O 

et,  en  supposant  p'  p£  o, 

4/(p'2;  =  o. 

Donc,  en  posant  p- =  /,  les  deux  polynômes  o{t),  <]^(0  doivent  avoir  un 
diviseur  commun.  On  est  ainsi  conduit  à  éliminer  t  entre  les  deux  équations 

(•z)  o(/)  =  o,         'l>(t)  =  o. 

289.  Exemples.  —    i"  La  courbe  a  pour  équation 

y  =  T\ 
L'équation  (i)  en  p  est 

a^p^H-  3a2j"p2-t-  (3a.^•2—  !3)  p  -\-  x^  —  y  =  o; 

les  équations  (2)  sont  donc  les  suivantes 

a3/ -4- 3ajf2— |3  =  o,         3%'-r(  -+-  x^  —  y  —  o, 

et,  en  éliminant  /,  on  obtient  l'équation 

8  a'*  .7-3  —  3  a^  3  ^  -i-  '^^.V  =  o. 

2"  Li'eK  rfe*  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  droite 

X  -\-  y  —  o 

dans  la  courbe  ayant  pour  équation 

x^  -{-  y^ —  ar  =  o. 

Nous  ferons  a  =  1 ,  ^  =  —  i;  l'équation  (i)  devient  ainsi 

3p*(ar  -i-j)  -f-  p(3:r2—  'Sy^ —  i)  -f-  x'^-\-y^—  x  =  o. 

Dans  ce  cas  particulier,  nous  pouvons  procéder  autrement.  Supposons  d'a- 
bord X  -h  y  ^  o.  La  condition  pour  que  l'équation  précédente  ait  ses  racines 
égales  et  de  signes  contraires  est 

(3)  3;cî— 3^2  — I  =  ô. 

Si  l'on  considère  en  second  lieu  un  point  pris  sur  la  sécante  particulière  ayant 
pour  équation 

(4)  x-i-y  =  o, 

l'équation  en  p  s'abaisse  au  premier  degré;  celte  sécante  coupe  donc  la  courbe 
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proposée  en  un  seul  point  à  distance  finie  et  en  deux  points  à  l'infini;  le  mi- 
lieu du  segment  formé  par  ces  deux  points  étant  indéterminé,  cette  sécante 
peut  être  considérée  comme  faisant  partie  du  lieu. 

On  peut  donc  dire  que  le  lieu  se  compose  de  l'hyperbole  représentée  par 
l'équation  (3)  et  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (4). 

Remarquons  que  toute  sécante  parallèle  à  la  direction  donnée  ne  rencontre 
la  courbe  proposée  qu'en  deux  points  à  distance  finie  et  en  un  point  à  l'infini. 
Jl  n'y  a  donc  qu'un  point  du  lieu  à  distance  finie  sur  cette  sécante.  C'est  ce 
que  l'on  vérifie  en  remarquant  que  l'hyperbole  trouvée  a  une  asymptote  pa- 
rallèle à  la  direction  donnée. 


Diamètres  des  courbes  du  second  degré. 

290.  Soient  (a,  ^)  les  paramètres  d'une  direction  OD  et  M  {a:, y) 
un  point;  l'équation  aux  p  des  points  d'intersection  de  la  sécante 
menée  par  M  parallèlement  à  la  direction  donnée  et  de  la  conique 
représentée  par  l'équation  f{x^  j)  =  o  est 

(0  p'^i^,?)  +  ?i^A+  n'y)  -^fi^.y)  =  0. 

1®  'j>(a,  [3)^0.  La  direction  donnée  n^ est  pas  une  direction 
asymptotique  de  la  conique.  —  Pour  que  le  point  M  (^,  y)  soit  le 
milieu  de  la  corde  parallèle  à  la  direction  donnée  et  passant  par  M, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de  l'équation  (i)  soient  égales  et  de 
signes  contraires  et,  par  suite,  que  x  ely  vérifient  l'équation 

(2)  •  =x/:,-t-p/;  =  o. 

Je  dis  que  l'équation  précédente,  dans  laquelle  x  ely  sont  regar- 
dées comme  des  coordonnées  courantes,  définit  une  droite  détermi- 
née et  à  distance  finie.  En  effet,  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi 

ao^  +  P^p^.-f- 2  D a -1- 2 E  p  =  o, 
ou  encore 

(3)  a^'p^-i-jcpg-f- 2Da  + aEp  =  o. 

On  ne  peut  supposer 


car  on  en  déduirait 
ou 


ce'  =  o     et     o',,  =  o, 
ç(a,  P)  =  o, 
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ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  L'un  au  moins  des  coeffi- 
cients de  X  ou  de  y  étant  différent  de  zéro,  la  droite  représentée  par 
l'équation  (3)  est  à  distance  finie.  D'où  cette  proposition  : 

Dans  une  courbe  du  second  degré,  à  toute  direction  non  asym- 
ptotique  correspond  un  diamètre  déterminé. 

2°  çp(a,  P)^o.  Les  cordes  sont  parallèles  à  une  direction 
asymptotique.  —  L'ellipse  n'ayant  que  des  directions  asympto- 
tiqucs  imaginaires,  laissons  de  côté  le  cas  où  la  conique  serait  une 
ellipse  et  supposons  que  ce  soit  une  hyperbole.  Je  dis  d'abord  que 
l'équation  (2)  représente  encore  une  droite  à  distance  finie.  En  efTet, 
pour  qu'il  en  soit  autrement,  il  faut  que  l'on  ait 

Aa-i-Bp  =  o,         Ba  +  G!3  =  o, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  l'on  suppose  AC  —  B-  ^  o  et  que 
l'on  attribue  à  a  et  ^  des  valeurs  non  toutes  deux  nulles. 

Gela  posé,  il  s'agit  d'interpréter  géométriquement  l'équation  (2). 
Soit  M  un  point  de  la  droite  qu'elle  représente;  l'équalion  en  p  qui 
correspond  à  ce  point  se  réduit  à  son  terme  constant  f[x,  y); 
d'ailleurs,  ce  terme  constant  ne  saurait  être  nul,  sans  quoi,  l'équa- 
tion en  p  disparaissant,  tous  les  points  de  la  sécante  considérée 
appartiendraient  à  la  conique  qui  se  décomposerait  en  deux  droites  et 
cela  est  contraire  à  notre  hypothèse.  La  droite  A  représentée  par 
l'équation  (2)  est  donc  le  lieu  des  points  M  tels  que  toute  sécante 
MM'  menée  par  M  parallèlement  à  la  direction  (a,  |3)  rencontre 
l'hyperbole  en  deux  points  à  l'infini.  11  en  résulte  immédiatement  que 
la  droite  A  est  parallèle  à  la  direction  asymptotique  (a,  [^),  car  tout 
point  M'  de  la  sécante  MM' jouit  évidemment  de  la  même  propriété 
que  le  point  M  et,  par  suite,  se  trouve  sur  A,  ce  qui  exige  que  cette 
droite  se  confonde  avec  MM'.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  par  le  calcul, 
car  la  condition  pour  que  la  droite  A  soit  parallèle  à  la  direction 
(a,  P),  est  aa^+^cps=o,  ou  '-p(a,  P)^o,  et  celte  condition  est 
remplie  par  hypothèse. 

En  résumé,  l'équation  (2)  représente,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
une  droite  de  direction  (a,  P)  qui  ne  rencontre  l'hyperbole  qu'à  l'in- 
fini; cette  droite  n'est  pas  autre  chose  qu'une  asymptote. 

Il  est  facile  d'expliquer  comment  une  asymptote  peut  être  regardée  comme 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'hyperbole,  qui  lui  sont  parallèles.  En  effet, 
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une  sécante  parallèle  à  celte  asymptote  coupe  la  courbe  en  un  point  situé  à 
distance  finie  et  en  un  point  à  l'infini;  le  milieu  de  la  corde  correspondante 
est  donc  à  l'infini  :  c'est  le  point  à  l'infini  de  l'asymptote  considérée.  Suppo- 
sons maintenant  que  la  sécante  vienne  se  confondre  avec  l'asymptote  :  ses 
deux  points  d'intersection  avec  l'hyperbole  sont  à  l'infini;  le  milieu  de  la 
corde  est  alors  indéterminé  et  l'on  peut  dire  que  tout  point  de  l'asymptote 
est  un  point  du  lieu.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  mener  par  un  point  quel- 
conque A  de  l'asymptote  une  sécante  qui  rencontre  l'hyperbole  aux  deux 
points  P,  Q  et  la  seconde  asymptote  au  point  R;  nous  savons  (iG6,  2°)  que  le 
milieu  de  PQ  est  confondu  avec  le  milieu  de  AR.  Cela  étant,  si  la  sécante 
tourne  autour  du  point  A  et  vient  se  confondre  avec  l'asymptote  OA,  le 
milieu  de  AR  aura  pour  limite  le  milieu  M  de  OA,  O  étant  le  centre  de  l'hy- 
perbole; A  étant  un  point  arbitraire,  le  point  M  peut  aussi  être  considéré 
comme  arbitraire  et  la  proposition  est  établie. 

Si  l'équation  y  (;r,  jk)  =^  O  représente  deux  droites  concourantes, 
on  vérifiera  facilement  que,  si  (a,  |3)  sont  les  paramètres  directeurs 
de  l'une  de  ces  droites,  l'équation  (2)  représentera  précisément  cette 
droite  elle-même. 

291.  Cas  de  la  parabole.  —  L'équation  d'une  parabole  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

{ax  -\-  by-y  -\-  %!)  X  -^  1  Ey  -t-  F  =  o  ; 

les   paramètres  de  la  direction    asymptotique  sont  déterminés   par 

l'équation 

aoL  +  ôp  =  o. 

Supposons  d'abord  a  a  +  6  ^  ^  o.  Le  diamètre  conjugué  à  la  direc- 
tion (a,  j3)  a  pour  équation 

{ax  -+-  by)  {aoL  -j-  6^)  --i-  Da  -{-  E  ^  =  o; 

donc,  dans  la  parabole,  tous  les  diamètres  sont  parallèles  à  la 
direction  asymptotique. 

Supposons,  en  second  lieu,  aa-h6[3  =  o;  la  droite  représentée 
par  l'équation  précédente  est  rejetée  à  l'infini;  ce  qui  s'explique,  car 
toute  sécante  parallèle  à  la  direction  considérée  ne  coupe  la  parabole 
qu'en  un  seul  point  à  distance  finie  :  le  milieu  de  la  corde  est  donc 
aussi  à  l'infini. 

Nous  dirons  donc  que  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  asym- 
ptotique d'une  parabole  est  entièrement  à  l'infini. 
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292.  Cas  de  deux  droites  parallèles.  —  L'éqiialion  du  système 
des  deux  droites  étant 

{ax  -+-  by)''--+-  7.h  (ax  -+-  by)  -^  k  =  o, 
le  diamètre  conjugué  à  la  direction  (a,  P)  a  pour  équation 

(aa  -(-  ip)  {ax  -\-  by  -\-  h)  =  o. 

Tous  les  diamètres  sont  donc  confondus  avec  la  ligne  des  centres; 
mais,  si  l'on  suppose  aa  -{-6^  =  0,  le  diamètre  est  indéterminé.  Ces 
résultats  sont  évidents  par  la  Géométrie. 

293.  Théorème.  —  Dans  une  courbe  du  second  degré  à  centre, 
tout  diamètre  passe  par  le  centre  et  réciproquement. 

L'équation  d'un  diamètre  étant 

ce  diamètre  passe  bien  par  le  centre.  Réciproquement,  toute  droite 
passant  par  le  centre  a  une  équation  de  la  forme  précédente  et,  par 
suite,  est  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  (a,  P).  Les  asymptotes 
sont  regardées  comme  étant  des  diamètres  singuliers. 

Les  équations /!p=  o  ci  f  =1  o  qui  déterminent  le  centre  repré- 
sentent :  la  première,  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  de  l'axe 
des  X  ;  la  seconde,  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  de  l'axe  des  y . 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  ces  deux  droites  sont  parallèles  et,  comme 
ce  résultat  est  indépendant  de  la  direction  des  axes,  on  voit  par  là 
même  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles;  on  peut 
encore  dire  qu'ils  passent  par  le  centre  de  la  parabole,  puisque  cela 
revient  à  dire  que  ce  sont  des  droites  parallèles  à  la  direction  asym- 
ptolique  de  la  parabole  et  la  réciproque  est  vraie;  toute  parallèle  à 
cette  direction  est  un  diamètre  de  la  parabole. 

29  i.  Corollaire.  —  Si  deux  cordes  d'une  courbe  du  second 
degré  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales,  leur  point 
d^ intersection  est  le  centre  de  la  courbe. 

En  elTet,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  cordes  est,  par  hypo- 
thèse, le  point  de  rencontre  des  diamètres  qui  leur  sont  respective- 
ment conjugués;  c'est  donc  bien  le  centre  de  la  conique. 
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295.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  commun  à  une 
conique  et  à  Vun  de  ses  diamètres  est  parallèle  aux  cordes  que 
ce  diamètre  divise  en  deux  parties  égales. 

En  efFet,  les  coordonnées  {x^  y)  du  point  M  considéré  vérifient 
les  deux  équations 

Or,  la  tangente  en  M  a  pour  coefficient  angulaire  jk^,  c'est-à-dire, 
en  vertu  de  l'équation  de  la  courbe,  — ~;  d'autre  part,  la  seconde 

3        r         .        -^^ 

équation  donne  -  =  —  -p-^  ce  qui  démontre  la  proposition. 

296.  Former  V équation  du  diamètre  conjugué  aux  cordes 
perpendiculaires  à  la  direction  (a,  P).  —  Si  les  axes  sont  rectan- 
gulaires, les  paramètres  de  la  droite  perpendiculaire  à  la  direction 
(a,  ^)  sont  proportionnels  à  [^  et  —  a;  le  diamètre  demandé  a  donc 
pour  équation 

ou  encore 

Jx  J_y 

a    -    p- 

Si  les  axes  sont  obliques,  les  paramètres  a',  ^'  de  la  direction  per- 
pendiculaire à  la  direction  (a,  ^)  sont  déterminés  par  l'équation 

aa'-f-  Pî3'-H  (a^'+  ^a')  cosG  =  o; 
le  diamètre  cherché  a  pour  équation 

en  éliminant  a'  et  ^'  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  donc 

a  +  pcos6        acos6-+-P 

297.  Relation  entre  les  paramètres  directeurs  d'un  diamètre 
et  ceux  des  cordes  qu'il  partage  en  parties  égales.  —  Le  diamètre 
conjugué  à  la  direction  (a,  [S)  est  parallèle  à  la  droite  ayant  pour 
équation 
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Les  paramètres  directeurs  a',  ^'  de  ce  diamètre  sont  donc  définis 
par  la  relation 

ou,  en  développant, 

Aaa'-t- B(a!3'+ pa')-4- Gp^'  =  o. 

En  posant  a  =  a'=  I,  ^=:m,  ^'=  m',  cette  relation  prend  la  forme 

Crnm'-\-  B(m  -1-  m')  -+- A  =  o. 

Si  m  est  infini,  on  doit  supposer  a  =  o;  dans  ce  cas 

Ba'^-Cp'  =0 
ou 

B  4-  G  m'  =  o . 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  peut  poser 

A  =  sa-,         B  =  zab,        G  =  £6- 

et  l'on  obtient 

(aa'-H  6P')(rta  -h  6p)  =  0, 

ce  qui  donne 

aa'+  6  P'  =  o. 

On  retrouve  bien  la  propriété  des  diamètres  de  la  parabole. 

Diamètres  conjugués. 

298.  On  nomme  diamètres  conjugués  deux  diamètres  tels  que 
chacun  d'eux  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
Vautre. 

Il  est  évident  qu'une  parabole  n'admet  pas  de  diamètres  conju- 
gués. Au  contraire,  comme  nous  allons  le  voir,  toute  conique  à 
centre  unique  possède  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués. 

En  eflfet,  les  paramètres  directeurs  (a',  P')  du  diamètre  conjugué 
aux  cordes  parallèles  à  la  direction  (a,  ^)  sont  définis  par  l'équa- 
tion 

Les  paramètres  (a",  ^")  du  diamètre  conjugué  à  la  direction  (a',  P') 
NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  17 
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sont  définis  par  l'équation 

^    '  t'a'        ^    d^ 

L'équation  (i)  peut  s'écrire 

(3)  "  Sl^  +  ?  4'  =  "■ 

Un  ne  peut  supposer  —  =  o  et  —  =  o,  c  est-a-dire 

Aa'-+-Bp'=o,         Ba'+G^'==o, 

car  on  suppose  AG  —  B^  ^  o  et  l'on  n'a  pas  a'  :=  jS'  =  o. 

Il  en  résulte  que  le  déterminant  des  équations  (2)  et  (3)  est  né- 
cessairement nul,  c'est-à-dire  que  a[^" —  ^a"=  o  :  ce  qui  prouve  que 
la  direction  (a",  ^")  coïncide  avec  la  direction  (a,  (S).  En  d'autres 
termes,  les  paramètres  (a,  ^)  et  (a',  [3'),  vérifiant  la  relation  (1),  sont 
les  paramètres  directeurs  de  deux  diamètres  conjugués,  et,  comme 
on  peut  prendre  a  et  [S  arbitrairement,  il  est  ainsi  prouvé  qu'il  y  a 
une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

On  arrive  d'ailleurs  à  cette  conclusion  par  la  Géométrie.  Gonsidé- 
rons  en  effet  {fig-  85),  par  exemple,  une  ellipse  ayant  pour  centrée 
le  point  O  et  soit  AB  une  corde  quelconque  apparte- 
Pig.  85.  nant  à  cette  ellipse.  On  obtient  le  diamètre  conjugué 

à  AB  en  joignant  le  centre  O  de  l'ellipse  au  milieu  Ç, 
de  la  corde  AB.  Soit  B'  le  point  diamétralement  op- 
posé à  B;  la  corde  AB'  est  parallèle  à  OG.  Le  dia- 
mètre OD  conjugué  à  AB'  s'obtient  de  même  en  joi- 
gnant le  centre  au  milieu  D  de  la  corde  AB';  or  la 
droite  OD  est  parallèle  à  AB,  donc  OG  et  OD  sont 
deux  diamètres  conjugués.   Il  existe  donc  une  infi- 
nité de  systèmes  de  diamètres  conjugués  dans  toute  conique  à  centre 
unique,  car  la  construction  précédente  s'applique  aussi  à  l'hyper- 
bole. 

299.  Cordes  supplémentaires.  —  On  nomme  ainsi  deux  cordes 
AB,  AB'  i^fig'  85)  obtenues  en  joignant  un  point  A  pris  sur  une  co- 
nique aux  deux  extrémités  d'un  diamètre  BB'. 
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i"  Deux  cordes  supplémentaires  ont  des  directions  conju- 
guées; en  effet,  les  cordes  AB,  AB'  sont  respectivement  parallèles 
aux  diamètres  OC,  OD  qui  passent  parleurs  milieux,  et  nous  venons 
de  voir  que  ces  diamètres  sont  conjugués. 

2°  Réciproquement,  si  les  directions  des  deux  cordes  AB,  AB' 
sont  conjuguées,  BB'  est  un  diamètre,  car  la  corde  AB",  obtenue 
en  joignant  le  point  A  au  point  B"  diamétralement  opposé  à  B,  a  une 
direction  conjuguée  à  AB;  donc  elle  se  confond  avec  AB'.  B"  coïn- 
cide donc  avec  B'  et,  par  suite,  BB'  est  un  diamètre. 

3°  Deux  cordes  menées  par  les  extrémités  B,  B'  d'un  diamètre 
d'une  conique,  parallèlement  à  deux  directions  conjuguées  par 
rapport  à  cette  conique,  se  coupent  sur  cette  même  conique.  En 
effet,  soit  BA  l'une  de  ces  cordes,  A  le  second  point  où  elle  coupe 
la  conique  {Jig.  85);  la  droite  B'A  ayant  une  direction  conjuguée  à 
celle  de  la  corde  BA  est  la  seconde  corde,  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition. 

Ces  théorèmes  se  démontrent  facilement  par  le  calcul. 

Réduction  de  l'équation  d'une  conique  (axes  obliques)- 

300.  Coniques  à  centime  unique,  rapportées  à  deux  diamètres 
conjugués.  —  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  diamètres 
conjugués;  l'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

kx'^+o.Bxy  -^  Cj2h-F  =  o, 

puisque  l'origine  est  le  centre.  Le  diamètre  conjugué  à  l'axe  des  x 

a  pour  équation 

S.X  -{-  B_7  =  o  ; 

or  ce  diamètre  doit  être  l'axe  des  y\  donc  B  =  o  ;  par  suite,  l'équa- 
tion a  la  forme  simple 

kx^-^  Cy--\-  F=  o. 

Réciproquement,  quels  que  soient  les  coefficients  A,  C,  F,  pourvu 
que  A  et  G  soient  différents  de  zéro,  cette  équation  représente  une 
conique  à  centre  unique  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  pris 
pour  axes  de  coordonnées  :  cela  est  évident.  Il  y  a  une  infinité  de 
manières  d'opérer  cette  réduction. 
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L'invariant  o  se  réduit  à  AC;  donc  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  est  une  ellipse  si  K.  et  Q  ont  le  même  signe,  une  hyper- 
bole quand  \  et  Ci  ont  des  signes  contraires.  Dans  le  cas  de  l'el- 
lipse, pour  que  la  courbe  soit  réelle  il  faut  que  A  et  F  aient  des 
signes  contraires.  Si  cette  condition  est  remplie,  les  deux  diamètres 
conjugués  coupent  l'ellipse  en  des  points  réels.  Dans  le  cas  de  l'hy- 
perbole, un  seul  des  deux  diamètres  coupe  la  courbe  en  des  points 
réels. 

30j.  Equation  d^une  conique  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la 
tangente  à  Vune  de  ses  extrémités.  —  Prenons  pour  origine  des 
coordonnées  un  point  O  de  la  conique,  le  diamètre  passant  par  O 
étant  pris  pour  axe  des  x  et  la  tangente  au  même  point  O  étant  l'axe 
des  j".  Le  diamètre  conjugué  à  l'axe  des  y  a  pour  équation 

Ba;  -(-  Gj-h  E  =  o. 

Mais  la  tangente  en  O  ayant  une  direction  conjuguée  à  celle  du  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  O,  l'équation  précédente  doit  se  réduire 
ày=  o;  doncB  =  o,E  =  o.  Enfin,  la  courbe  passant  par  l'origine  : 
F=:  o.  Son  équation  est  donc  réduite  à  la  forme 

Aa?^  -I-  G j'^  +  2 D 37  =  o. 

Réciproquement,  si  l'équation  d'une  conique  a  la  forme  précé- 
dente, l'axe  des  x  est  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  de  l'axe 
des  y  et,  comme  la  courbe  passe  par  l'origine,  la  tangente  en  ce 
point  est  précisément  l'axe  des  y. 

Pour  que  l'équation  précédente  représente  une  parabole,  il  faut  et 
il  suffit  que  AC  =  o;  on  ne  peut  supposer  G  =  o,  car  l'équation  re- 
présenterait alors  deux  droites  parallèles  ;  donc  on  doit  prendre 
A  =  o,  et  l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la 
tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre  est  de  la  forme 


"O' 


Gj^-f-  aDa;  =  o. 

La  réduction  précédente  peut  s'effectuer  d'une  infinité  de  ma- 
nières. 
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Axes  dans  les  courbes  du  second  degré. 

302.  On  appelle  «are  d'une  courbe  du  second  degré  tout  diamètre 
perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales.  Un 
axe  est  donc  un  axe  de  symétrie  et  réciproquement. 

La  réciproque  est  en  défaut  dans  le  cas  d'un  système  de  deux  droites  rec- 
tangulaires; car  chacune  de  ces  droites  est  un  axe  de  symétrie  et  n'est  pas  le 
diamètre  des  cordes  parallèles  à  l'autre. 

303.  Équation  aux  coefficients  angulaires  des  axes  d'une  co- 
nique. —  Pour  que  m  soit  le  coefficient  angulaire  d'un  axe  de  la 
conique  ayant  pour  équation 

Aa-2-+-'2Barj'-i-  Cy^-^  -iHx-v-  lEy  4- F  =  o, 

il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  un  nombre  m'  satisfaisant  aux  deux 

équations 

\-^B{m  -\-  m')  -h  C mm'  =  o, 

I  -t-(/n  +  m')  cosG  +  mm'  =  o, 

9  désignant  l'angle  des  axes  de  coordonnées  ;  car,  en  vertu  de  ces  équa- 
tions, m  et  m'  sont  les  coefficients  angulaires  de  deux  directions 
conjuguées  par  rapport  à  la  conique  donnée  et  rectangulaires.  En  éli- 
minant m'  entre  les  deux  équations  précédentes  on  obtient 

(i)  (B  —  Gcose)m2-+-(A  — C)m-i- AcosO  — B  =  o. 

Nous  avons  déjà  discuté  cette  équation  et  prouvé  qu'elle  a  ses  ra- 
cines réelles  (car  on  suppose  les  coefficients  A,  B,  C  réels);  les 
directions  qu'elle  détermine  sont  rectangulaires;  ce  sont  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  directions  asymptotiques  réelles  ou 
imaginaires  de  la  conique  donnée. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  conique  à  centre  unique  à  distance 
finie  :  les  diamètres  ayant  pour  coefficients  angulaires  les  racines 
m',  m"  de  l'équation  (i)  sont  des  axes.  Toute  conique  du  genre  el- 
lipse ou  hyperbole  admet  donc  deux  axes  qui  forment  un  système 
de  diamètres  conjugués  rectangulaires. 

Lorsque  la  conique  est  un  cercle,  l'équation  (i)  disparaît  :  tous  les 
diamètres  du  cercle  sont  des  axes  de  symétrie. 
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304.  Equation  du  faisceau  des  axes  d'une  conique  à  centre. 
—  Soit  m  l'une  des  racines  de  l'équation  (i);  le  diamètre  conjugué 
à  cette  direction  est  un  axe  ayant  pour  équation 

(2)  /i+ /??/;.  =  o. 

En  éliminant  m  entre  les  équations  (i)  et  (2)  on  obtient  l'équation 
du  second  degré 

(3)  (B-GcosO)/-^-(A-C)/i/;,-)-(AcosO-B)/;2=o, 

qui  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  apparte- 
nant à  l'un  ou  à  l'autre  des  axes;  c'est  donc  l'équation  du  faisceau 
des  deux  axes. 

305.  Axe  de  la  parabole.  —  La  parabole  ne  peut  avoir  qu'un 
axe,  qui  est  le  diamètre  conjugué  aux  cordes  perpendiculaires  à  la 
direction  asymptotique.  Si  l'on  suppose  l'équation  de  la  parabole 
écrite  sous  la  forme 

{ax -^  byY ^  •i.Yy X  -^  lEy -{-  F  =  o, 

quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  les  paramètres  de  la  per- 
pendiculaire à  la  direction  asymptotique  sont«,  6;  donc  l'axe  a  pour 
équation 

On  peut  écrire  aussi 

ou  encore 

Si  les  coordonnées  sont  obliques,  les  paramètres  de  la  direction 
perpendiculaire  à  la  direction  asymptotique  sont  a  —  ècosQ  et 
b  —  acosQ;  l'axe  a  donc  pour  équation,  dans  le  cas  général, 

(a  —  6cos8)/^+  (6  —  a  cos6)/^  =  o, 
ou  encore 

(A  — BcosÔ)/;p-+-(B  — Acose)/y  =  o, 
ou  bien 

(B  — Gcosô)/'^-l-(G  — Bcose)/^,=  o. 

L'équation  (i),  trouvée  plus  haut  (303),  convient  aussi  à  la  parabole;  en  y 
remplaçant  A,  B,  G  par  a^,  ab,  b^,  on  met  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(a  -h  bm)  [m  {a  —  b  cosô)  -t-  a  cosG  —  6]  =  o. 
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On  a  bien  ainsi  deux  directions  perpendiculaires  dont  l'une  est  la  direction 
asymptotique;  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  asymptotique  est  rejeté  à 
l'infini.  L'axe  est  le  diamètre  conjugué  à  l'autre  direction. 

306.  Sommets.  —  On  nomme  sommet  d'une  courbe  du  second 
degré  tout  point  commun  à  la  courbe  et  à  l'un  de  ses  axes.  Les  axes 
d'une  ellipse  réelle  la  coupent  en  quatre  points  réels  :  l'ellipse  a  donc 
quatre  sommets  réels.  Des  deux  axes  d'une  hyperbole,  un  seul  la 
coupe  en  des  points  réels,  puisque  les  deux  axes  forment  un  système 
de  diamètres  conjugués;  donc  l'hyperbole  a  deux  sommets  réels  et 
deux  sommets  imaginaires. 

L'axe  d'une  parabole  la  rencontre  en  un  seul  point  à  distance 
finie  :  donc  la  parabole  n'a  qu'un  sommet. 

Équation  en  S. 

307.  Recherche  des  directions  principales.  —  Nous  allons  ex- 
poser une  autre  méthode  pour  déterminer  les  axes  d'une  conique. 

On  nomme  direction  principale  toute  direction  qui  est  perpen- 
diculaire au  diamètre  qui  lui  est  conjugué.  D'après  cela,  le  diamètre 
conjugué  à  une  direction  principale  est  un  axe,  s'il  n'est  pas  rejeté  à 
l'infini. 

Nous  poserons 

'b{x,y)  ^  x^-^-  ixy  cosO  -+-JK^, 

9  étant  l'angle  des  axes. 

Le  diamètre  conjugué  à  la  direction  (a,  [^),  ayant  pour  équation 

(i)  a^çj^-r- /cp'i -+- •aDa -+- •;•.  E  p  =  G, 

la  parallèle  à  ce  diamètre  menée  par  l'origine  des  coordonnées  a  pour 
équation 

(2)  xo'^-i-yo'^  =  o. 

La  perpendiculaire  à  une  droite  peut  être  considérée  comme  étant 
conjuguée  à  celte  droite  par  rapport  à  un  cercle;  il  en  résulte  que  la 
direction  (a,  {3)  sera  une  direction  principale  de  la  conique  donnée 
si  l'équation 

(3)  x'Y^-^y^'^^^o 
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représente  la  même  droite  que  l'équation  (2).  Il  en  résulte  que  les 
directions  principales  sont  définies  par  l'équation 

(4)  ^^  =  ^ 

ou,  sous  forme  entière, 

Mais  on  peut  procéder  autrement  :  pour  que  les  équations  (2)  et 
(3)  représentent  la  même  droite,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  existe  un 
facteur  S,  tel  que  l'on  ait  identiquement 

ou,  en  développant 

j  (A  — S)a-i-(B  — Scose)^  =  o, 
^    '  I  (B  — ScosO)a-i-(G  — S)p  =0. 

Il  s'agit  de  déterminer  S  de  façon  que  ces  deux  équations  linéaires 
et  homogènes  aient  des  solutions  différentes  de  la  solution  a  =  (3  =  o. 
S  doit  donc  être  une  racine  de  l'équation 

(6)  (A  — S)(C  — S)  — (B  — Scose)2  =  o. 

C'est  V équation  en  S  relative  à  la  conique  donnée  :  elle  ne  dépend 
que  des  coefficients  des  termes  du  second  degré  de  l'équation  de 
cette  conique. 

308.  Discussion  :  i'^ Les  racines  de  l'équation  en  S  sont  toujours 
réelles.  —  En  effet,  le  coefficient  de  S'  étant  égal  à  sin-Q  est  positif. 
En  substituant  à  S,  A  puis  C,  on  obtient  successivement  pour  résul- 
tats :  — (B  —  AcosO)^  et  — (B  —  CcosQ)-.  Supposons  d'abord 
B  —  AcosO  ^  o  et  B  —  Ccos9  ^  o  et  soit,  par  exemple,  A^  C;  en 
substituant  à  S  : 

—  00      A       G      -4-00, 

on  trouve  les  signes  : 

-+-     —    —     -I- 

L'équation  (6)  a  donc  une  racine  S'  plus  petite  que  A  et  une 
racine  S"  plus  grande  que  G. 

2°  Supposons  B  =  AcosO,  B  —  CcosO^o.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (6)  a  encore  deux  racines  inégales,  dont  l'une  est  égale  à  A. 
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3°  13  =--  C  cos  0,   B  —  A  cosO  ^  o.  L'une  des  racines  est  égale  à  C, 

l'autre  est  différente  de  C. 

R 
4°  Enfin,  supposons  A  =  C= — x-  Dans  ce  cas,  l'équation  (6) 

devient 

(A  — S)2sin26  =  o; 

ses  deux  racines  sont  égales  à  A. 

En  résumé,  les  racines  de  l'équation  (6)  sont  réelles  et  inégales, 
excepté  dans  le  cas  du  cercle;  alors,  elles  sont  toutes  les  deux  égales 
à  A. 

Lorsque  0  =  go",  l'équation  en  S  se  réduit  à 

(A  — S)(G  — S)  — B2  =  o. 

309.  Théouème.  —  i'^  A  une  racine  simple  de  Véquation  en  S 
correspond  une  direction  principale  unique. 

Soit  S'  une  racine  simple  et  supposons  d'abord  cette  racine  diffé- 
rente de  A  et  de  C;  les  deux  équations  (5)  deviennent  identiques 
quand  on  y  remplace  S  par  S'.  L'une  quelconque  de  ces  équations 
définit  une  direction  principale  unique  qui  est  parallèle  à  la  droite 
ayant  pour  équation 

(A  — S')a;  +  (B  — S'cose)jK  =  o. 

Supposons  S'=A  et,  par  suite,  B  =  A'cos9.  La  première  des 
équations  (5)  disparaît  identiquement;  la  seconde  se  réduit  à 
(G — A)^'  =  o  o\\y=o. 

2°  A  une  racine  double  correspondent  toutes  les  directions  du 

plan.  —  En  effet,  si  A  =  C  = — ^5  en  remplaçant  S  par  A,   les 

deux  équations  disparaissent.  Toutes  les  directions  d'un  plan  sont, 
en  effet,  des  directions  principales  pour  tout  cercle  tracé  dans  ce 
plan. 

310.  Equation  de  Vaxe  conjugué  à  une  direction  principale. 
—  L'axe  conjugué  à  la  direction  principale  (a,  P)  fournie  par  une 
racine  S  a  pour  équation 

S(a:4'^-4-7«];â)-'-2Da-+-2E[J  =o. 
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Pour  que  cet  axe  soit  une  droite  déterminée  et  à  distance  finie,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'un  des  coefficients  S^x:  S'^a  soit  différent  de 
zéro  et,  comme  on  ne  peut  supposer  'l'g,=  o,  ^'3=  o,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  la  racine  S  soit  différente  de  zéro.  Or  l'équation  (6) 
ne  peut  avoir  de  racine  nulle  que  si  AG  —  B^=  o.  Donc,  une  courbe 
du  genre  ellipse  ou  hyperbole  a  devix  axes.  (Nous  savons  déjà  que  le 
cercle  en  a  un€  infinité.) 

En  ce  qui  concerne  la  parabole,  l'une  des  racines  de  l'équation  (6) 

est  nulle  ;  à  cette  racine  correspond  la  direction  asymptotique  ;  l'autre 

est  égale  à 

A-i-  C  — gtBcose 

elle  ne  peut  être  nulle,  car  en  remplaçant,  par  exemple,  A,  B,  C  par 
a'^,  db,  ^2,  le  numérateur  devient  a"^ —  lab  cosO  +  b^,  et  il  ne  peut 
être  nul,  si  l'on  suppose  a,  b,  c  réels. 

La  parabole  n'a  donc  qu'un  axe,  comme  nous  le  savions  déjà. 

Enfin,  dans  le  cas  de  deux  droites  parallèles,  on  trouve  un  axe 
confondu  avec  la  ligne  des  centres;  l'axe  conjugué  à  la  direction 
asymptotique  est  indéterminé. 

311.  Théorème.  —  Les  directions  principales  qui  correspondent 
à  deux  racines  distinctes  de  V équation  en  S  sont  rectangulaires. 

En  effet,  soient  S,  S' les  deux  racines  de  l'équation  en  S,  que  nous 
supposons  inégales.  On  a,  en  nommant  a,  ^  et  a',  [3'  les  paramètres 
des  directions  principales  correspondantes, 

(?a  dt  d%'  d'x' 

et 


d'où  l'on  tire 


d^  d^  d^'  ù'^' 


»--?|  =  s'(%4-p|> 


et,  en  retranchant  membre  à  membre, 
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el,  comme  on  suppose  S  —  S'^z:^  o  : 

ce  qui  démontre  la  proposition,  car  cette  équation  exprime  que  les 
directions  considérées  sont  conjuguées  dans  le  cercle. 
On  a  aussi,  d'après  ce  qui  précède, 

ce  qui  prouve  que  les  deux  directions  principales  sont  conjuguées 
par  rapport  à  la  conique. 

312.  Corollaire.  —  Les  axes  sont  parallèles  aux  directions  prin- 
cipales; donc  l'équation 

ou,  plus  simplement,  si  les  coordonnées  sont  rectangulaires, 

?f  _  ?r 
X-   ~  y 

représente  le  faisceau  des  parallèles  aux  axes  de  la  conique,  menées 
par  l'origine  des  coordonnées. 

313.  Nouvelle  forme  de  l'équation  du  faisceau  des  axes.  —  Pour  plus 
de  simplicité,  supposons  les  coordonnées  rectangulaires. 

Soient  a,  p  les   paramètres  directeurs  d'un  axe;  cet  axe  est  le   diamètre 
conjugué  des  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires;  son  équation  est  donc 

a    ~    p   ' 
mais  la  direction  (a,  P)  est  principale;  donc 


En  éliminant  a  et  p  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
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c'est-à-dire 

J  X  T  y 

314.  L'équation  en  S  exprime  que  le  polynôme 

est  un  carré  parfait;  si  l'on  fait  une  substitution  linéaire  telle  que 

cf(^,7)  =  *(X,Y), 
on  aura  identiquement 

?  (•^>  jr )  -  S  (X-Ï  +  2^7/ COS  0  M- j2  )  =  <ï,  (X,  Y)  —  S  (X2  4-  2  XY  COS0  +  Y2). 

Le  discriminant  du  second  membre  est  égal  à  celui  du  premier 
membre  multiplié  par  le  carré  du  module  de  la  substitution;  donc 
les  racines  de  l'équation  en  S  ne  changent  pas.  C'est  d'ailleurs  ce 

que  nous  savons  déjà,  puisque  leur  somme  est  égale  à    .\^  et  leur 

,   .    ,      8 
produit  a  -r— -r« 

315.  On  traiterait  d'une  manière  analogue  ce  problème  :  trouver  un  système 
de  diamètres  conjugués  communs  à  deux  coniques  données;  il  suffirait  de 
remplacer  la  fonction  ^{_x^y^  relative  au  cercle  par  la  fonction  ^i(a;,  y) 
relative  à  la  seconde  conique;  mais  l'équation  en  S  obtenue  en  égalant  à  zéro 
le  discriminant  de  la  forme  cp  (rr,  j')  —  Scpi (a:-,  y)  n'a  plus  nécessairement  ses 
racines  réelles.  Nous  allons  reprendre  d'ailleurs  ces  questions  à  un  point  de 
vue  différent  et  montrer  leur  lien  intime  avec  la  théorie  de  l'inYolution. 

Involution. 

316.  Nous  rappellerons  d'abord  les  propriétés  fondamentales  de  l'involution. 
Considérons   deux  points  variables  M,  M'  situés   sur  un  axe  fixe  X'X  et 

soient  x  et  x'  les  abscisses  de  ces  points,  comptées  à  partir  d'une  origine  fixe. 
On  dit  que  M  et  M'  décrivent  une  involution  si  leurs  abscisses  sont  liées  par 
une  relation  de  la  forme 

(i)  A -H  B  (a? -h  a?') -i- Ca7^'=  o. 

S'il  en  est  ainsi,  à  tout  point  M  correspond  un  point  M'  et  réciproquement. 
Quand  le  point  M  occupe  une  position  particulière  A,  le  point  M'  occupe  une 
position  déterminée  B;  ce  qu'il  importe  de  remarquer,  et  c'est  là  ce  qui 
distingue  l'involution  de  l'homographie,  c'est  que,  si  le  point  M  vient  en  B, 
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le  point  M' sera  en  A,  de  sorte  que  les  points  M  et  M' ne  peuvent  être  distin- 
gués l'un  de  l'autre;  ils  forment,  en  quelque  sorte,  un  couple. 

Il  y  a  sur  la  droite  X'X  deux  points  doubles  de  l'involution  définie  par 
l'équation  (i);  leurs  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation  obtenue  en 
posant  X  =  x' ,  savoir  : 

(2)  A-f-îBa^-hCa-ï  =  0. 

On  voit  que  ces  points  doubles  sont  réels  si  AC  —  B-<o,  imaginaires  si 
AG  — Bî>o. 

L'équation  (1)  peut  prendre  une  forme  très  simple  au  moyen  d'un  change- 
ment d'origine.  On  peut,  en  effet,  l'écrire  ainsi  : 

{Cx  -^  B)  (Ca^'M-  B)  =  B'-  -  AC, 

.       .  ,     •  B 

et,  par  suite,  si  l'on  prend  pour  origme  le  point  ayant  pour  abscisse  —  p> 

c'est-à-dire  le  milieu  du  segment  déterminé  par  les  points  doubles  de  l'invo- 
lution, en  posant 

a?  = — r=i -+- X,         x=  —  -^-\-X, 

l'équation  (i)  prend  la  forme  plus  simple 

B2  — AC 


(3)  XX'  = 


C* 


Cette  formule  montre  que  l'on  doit  exclure  le  cas  où  AC  —  B^  =  o. 
Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  définit  une  involution. 
Supposons  les    points    doubles    réels,    c'est-à-dire    B^  —  AC  >  o,    et    soit 

B2—  AC  ,,      ,,,  ..  '     'A       .      A       •       , 

— =  /i2;  l'equation  précédente  devient 

(4)  XX'=/i2 

et,  par  suite,  les  abscisses  des  points  doubles  sont  égales  à  -f-  A  et  à  — A  et 
l'équation  précédente  exprime  cette  propriété  fondamentale  de  l'involution  : 
les  points  doubles  d'une  involution  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
deux  points  correspondants  quelconques  M,  M'  et,  réciproquement,  les  couples 
de  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes  forment 
une  involution. 
Si  les  points  doubles  sont  imaginaires,  la  relation  (3)  prend  la  forme 

(5)  xx'=-/i^ 

les  abscisses  des  points  doubles  étant  hi  et  —  /u',  et  l'on  peut  encore  dire  que 
deux  points  correspondants  M,  M'  forment,  avec  les  points  doubles,  une 
division  harmonique. 

Il  est  facile  de  réaliser  l'involution;  en  effet,  il  suffit  de  couper  par  une 
droite  le  système  des  cercles  qui  passent  par  deux  points  fixes  A,  B.  Soient 
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M  et  M'  les  points  d'intersection  de  l'un  de  ces  cercles  avec  la  droite  X'X, 
et  P  le  point  de  rencontre  de  X'X  et  de  AB.  On  a  PM.PM'=  PA.PB. 

Si  les  points  A  et  B  sont  d'un  même  côté  par  rapport  à  X'X,  on  pourra 
mener  par  ces  points  deux  cercles  tangents  à  X'X;  les  points  de  con- 
tact (0,  co'  seront  les  points  doubles;  nous  savons  déjà  que  tous  les  cercles  de 
la  famille  considérée  coupent  à  angle  droit  le  cercle  décrit  sur  ww'  comme 
diamètre. 

Une  involution  est  déterminée  quand  on  connaît  deux  couples  de  points 
correspondants  M,  M';  N,  N'. 

En  effet,  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  x  et  x'  successivement  par  les 
abscisses  des  points  donnés,  on  a  deux  relations  pour  déterminer  les  rapports 
de  A,  B,  G.  D'ailleurs,  cette  conclusion  se  tire  encore  de  cette  remarque  : 
faisons  passer  un  cercle  quelconque  par  M  et  M'  et  un  second  cercle  par 
N,  N'  et  un  point  pris  arbitrairement  sur  le  premier,  et  soit  P  le  point  de 
rencontre  de  la  droite  X'X,  sur  laquelle  sont  tracés  les  points  donnés,  avec 
l'axe  radical  de  ces  deux  cercles.  Tout  cercle  passant  par  les  points  communs 
aux  deux  premiers  coupera  X'X  en  deux  points  R,  R'  tels  que 

PR.PR'=  PM.PM'=  PN.PN'; 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Cela  posé,  au  lieu  de  donner  les  abscisses  de  deux  points  correspondants 
d'une  involution,  on  peut  se  donner  les  coefficients  de  l'équation  du  second 
degré  qui  a  pour  racines  ces  abscisses.  Soient 


ax"'-^  6a;  -h  c  =  o, 


h'  X 


les  équations  définissant  deux  couples  d'une  involution;  soit 

cCx^'^Vx+d'^o 

une  équation  définissant  deux  autres  points.  Pour  que  ces  points  soient  deux 
points  correspondants  de  l'involution  déterminée  par  les  deux  premiers 
couples  de  points,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  des  nombres  A,  B,  G  tels  que 


Donc 


II  en  résulte 


Aa  —  B6  -4-  Gc  =  o, 
A  a'  B6'  -t-  Gc'  =  o, 
Aa"— B6"-hGc"=o. 

'a      b      c 
a!     b'     c' 

„ff        7,"        „ii 

a      O      C 

«"=  la-v-  V a', 
b"  =  Ib -^  l' b' , 
c"  =  le  -\-l'c', 
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/,  V  étant  des  constantes  et,  par  suite,  l'équation  du  second  degré  qui  définit 
un  couple  variable  de  points  correspondants  est  de  la  forme 

(6)  (aa^î-f-  bx  -¥■  c)-r-  k  {a  x^ -^  b' x  -\-  c')  =  o, 

X  désignant  un  paramètre  variable. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  pareille  équation,  on  peut  toujours 
déterminer  A,  B,  C  tels  que  l'on  ait,  quel  que  soit  X, 

A  (a -t- X  a')  —  B  (6 -+- X 6')  +  G  (c -h  X c')  =  o, 

ce  qui  exige  que 

Aa  — B6-f-Cc  =  0,         Aa'— B6'h-Cc'=  o, 

et  ce  système  détermine  les  rapports  de  A,  B,  G  pourvu  que  «,  6,  c  ne  soient 
pas  proportionnels  à  a',  b\  c' . 

Enfin,  nous  allons  encore  traiter  le  problème  suivant  :  Trouver  un  couple 
commun  à  deux  involutions  tracées  sur  une  même  droite. 

Soient/?,/?'  les  points  doubles  de  la  première  involution,  q,  q'  les  points 
doubles  de  la  seconde  et,  enfin,  soient  m,  m!  deux  points  correspondants 
communs  aux  deux  involutions.  Les  deux  divisions  (/>,  />',  m,  m')  et 
(<jr,  q\  m,  m')  sont  des  divisions  harmoniques;  donc  m  et  m'  sont  les  points 
doubles  de  l'involution  définie  par  les  deux  couples  (p,p'),  (q,  q'). 

Il  s'agit  de  savoir  dans  quel  cas  m  et  m' sont  réels. 

Soient,  plus  généralement, 

ax^-i- bx -{- c  =  o,         a' x^ -h  b' X -¥- c' =  o 

les  équations  qui  définissent  deux  couples  de  points  donnés />,/>';  q,  q'.  L'in- 
volution définie  par  ces  deux  couples  a  pour  équation 

( a  -+-  X  a')  J7- 4- (  6  -H  X  6' )  a?  -t- c  -h  X  c' =  o  ; 

les  racines  de  cette  équation  sont  égales  si 

(6-+-X6')2— 4(a  +  Xa')(c-+-Xc')  =  0. 

Les  points  doubles  m,  m.'  seront  réels  si  les  racines  de  cette  équation  sont 
réelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

{2ca'-\-  -lac'  —  bb'Y—  {b^ —  ^ac)  {b'- —  -ia'c')  >  o. 

Or,  si  l'on  nomme  Xt,  x^  les  abscisses  des  points/?,/?'  et  x^,  xi,  celles  des 
points  q,  q',  le  premier  membre  de  cette  inégalité  a  pour  valeur  le  produit 

^a''-{a  xl-h  b  Xs-h  c  )  {a  x'I-h  b  x:,-^  c), 
ou  le  produit  égal 

4a*  {a'xi-h  b'xi-i-  c')  (a'xl  +  b'x^-h  c'); 
d'où  il  résulte  immédiatement  que  l'inégalité  est  vérifiée  si  l'un  des  couples 
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/>,/)'  OU  q.,  q'  est  composé  de  points  imaginaires  conjugués  ou,  si  les  deux 
couples  sont  réels,  quand  ils  sont  extérieurs  ou  intérieurs.  L'inégalité  est 
renversée  quand,  les  deux  couples  étant  réels,  ils  empiètent  l'un  sur  l'autre,  de 
façon  qu'un  seul  des  points  appartenant  à  l'un  des  couples  soit  situé  entre 
les  points  de  l'autre  couple. 

317.  Faisceaux  en  involution.  —  Soient  OM,  OM'  deux  droites  variables 
issues  d'un  point  fixe  0;  m,  m!  étant  les  coefficients  angulaires  de  OM  et 
OM'  par  rapport  à  un  système  d'axes  quelconques;  si  m  et  m'  sont  liés  par 
une  relation  de  la  forme 

(7)  A-4-B(7?i-(-m')-t-C  mni!  =  o, 

on  voit  qu'à  chaque  position  de  la  droite  OM  correspond  une  position 
unique  et  déterminée  de  OM'  et  réciproquement.  En  outre,  si  OM'  prend  une 
position  OA.'  quand  OM  coïncide  avec  une  droite  OA,  quand  OM  coïncidera 
avec  OA',  OM'  prendra  la  position  OA.  On  dit  que  les  droites  OM,  OM'  for- 
ment un  faisceau  en  involution.  Il  est  clair  que  les  rayons  de  ce  faisceau 
tracent  sur  une  sécante  une  involution  ponctuelle.  Réciproquement,  si  l'on 
joint  à  un  point  fixe  les  points  correspondants  d'une  involution  ponctuelle, 
on  détermine  un  faisceau  en  involution.  D'ailleurs,  si  l'on  prend  pour  axe 
des  _;j^  une  parallèle  à  la  droite  sur  laquelle  est  fixée  la  ponctuelle,  l'origine  w 
des  segments  de  cette  ponctuelle  étant  sur  l'axe  des  x,  le  coefficient  angu- 
laire d'une  droite  OM  étant  précisément  égal  au  segment  wM,  on  a,  entre  les 
coefficients  angulaires  m,  m',  la  même  relation  qu'entre  les  segments  toM, 
wM',  c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme  indiquée  plus  haut  (7). 

D'après  cela,  la  théorie  des  faisceaux  en  involution  se  ramène  immédiate- 
ment à  celle  des  ponctuelles  en  involution. 

318.  Gela  posé,  il  revient  évidemment  au  même  de  dire  que  deux  droites 
OM,  OM'  sont  deux  rayons  conjugués  d'une  involution,  ou  de  dire  que  ces 
droites  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une  conique,  comme 
cela  résulte  d'ailleurs  delà  forme  de  l'équation  (7). 

Les  rayons  doubles  de  l'involution  formée  par  les  diamètres  conjugués 
d'une  conique  sont  les  asymptotes  de  cette  conique. 

Étant  données  deux  coniques  concentriques,  pour  trouver  un  système  de 
diamètres  conjugués  communs,  il  suffit  de  trouver  un  couple  de  rayons  cor- 
respondants communs  à  deux  faisceaux  en  involution.  Il  résulte  immédiate- 
ment de  la  discussion  que  nous  avons  faite  plus  haut  que  les  rayons  doubles 
de  l'involution  formée  par  les  asymptotes  des  deux  coniques  seront  réels  si 
l'une  des  coniques  est  une  ellipse  ou  si  les  deux  coniques  sont  des  hyperboles, 
pourvu  que  les  asymptotes  de  l'une  d'elles  soient  toutes  les  deux  à  l'intérieur 
de  deux  des  angles  opposés  par  le  sommet,  formés  par  les  asymptotes  de 
l'autre. 

En  particulier,  si  l'une  des  coniques  est  un  cercle,  les  diamètres  conjugués 
communs  au  cercle  et  à  la  conique  seront  réels;  ce  sont  les  axes  de  la 
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conique.  On  retrouve  ainsi  l'équation  en  S;  en  effet,  les  directions  asympto- 
tiques  de  la  conique  et  celles  du  cercle  étant  définies  par  les  équations 

Xx^-h  "iBxy  -{-  Cy^=  o,        x^-h^-xy  cosd  -i- jî=  o, 

on  doit  déterminer  S  de  façon  que 

(8)  Ax^-hiBxy-h  Gy^—  S{x*-i-  f.xy  cosQ-^y^)  —  o 
soit  un  carré  parfait  et,  par  suite,  S  doit  être  racine  de  l'équation 

(9)  (A  — S)(C  — S)  -  (B  — ScosO)2=o. 

Le  polynôme  (8)  étant  un  carré,  sa  racine  carrée  est  proportionnelle  à 
chacune  de  ses  dérivées  et,  par  suite,  les  axes  sont  parallèles  aux  droites 
représentées  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

(A  — S)a:-+-(B  — ScosO)^  =  o,        (B  —  S  cose)a7 -h  (G  —  8)7  =  0, 

dans  lesquelles  on   remplace  successivement   S  par  les   racines   de   l'équa- 
tion (9). 

Deux  diamètres  conjugués  quelconques  d'une  conique  forment  avec  ses 
asymptotes  un  faisceau  harmonique,  puisque  les  asymptotes  sont  les  rayons 
doubles  de  l'involution  déterminée  par  les  diamètres  conjugués. 

On  nomme  hyperbole  équilatère  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires  (nous  verrons  bientôt  la  raison  de  cette  dénomination).  Il 
résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire  que  les  asymptotes  d'une  hyperbole  équila- 
tère sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  deux  diamètres  conjugués 
quelconques.  Il  en  résulte  immédiatement  que,  si  deux  diamètres  d'une  hyper- 
bole équilatère  sont  conjugués,  les  diamètres  respectivement  perpendiculaires 
aux  premiers  sont  aussi  conjugués  et,  réciproquement,  si  l'on  peut  trouver 
deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  (D,  D')  et  (A,  A'),  D  étant  perpendi- 
culaire à  A  et  D'  à  A',  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère. 

Les  asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  droites  isotropes.  On  peut  énoncer  ainsi  cette  proposition  : 
la  droite  de  l'infini  coupe  un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère  quelconques 
en  quatre  points  conjugués  harmoniques;  et,  réciproquement,  si  les  points  à 
l'infini  d'une  conique  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points 
cycliques,  cette  conique  est  une  hyperbole  équilatère.  On  peut  encore  dire 
que  les  droites  isotropes  menées  par  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère 
forment  un  système  de  diamètres  conjugués. 

EXERCICES. 

1.  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'intersection  d'une 
courbe   algébrique  et  d'une  sécante  variable   de  direction  donnée   est  une 
droite  (diamètre  de  Newton).  Examiner  le  cas  d'une  direction  asymptotique. 
NiEWENQLOwsKi.  —  G.  an.,  l.  18 


274  CHAPITRE    XI. 

2.  Étant  donnée  une  courbe  algébrique,  trouver  le  lieu  du  conjugué  har- 
monique de  l'infini  sur  chaque  sécante  parallèle  à  une  direction  donnée. 

3.  Soit  M  un  point  d'une  courbe  algébrique  donnée.  Le  lieu  des  milieux 
des  cordes  parallèles  à  la  tangente  en  M  passe  par  ce  point.  Trouver  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  à  ce  lieu. 

4.  Les  ax.es  étant  rectangulaires,  on  considère  la  conique  définie  par 
l'équation 

[(a;  — a)2-(-(jK  — 6)2— c-2j(i-+-  m'^)  —  {y  —  /nx)^=  o, 

dans  laquelle  a,  b,  c  sont  des  constantes  et  m  variable.  Montrer  que  l'axe  de 
la  parabole  représentée  par  cette  équation  passe  par  un  point  fixe. 

(Ecole  navale.) 

5.  On  donne  une  parabole  et  un  point  fixe  dans  son  plan.  Un  angle  droit 
se  meut  dans  le  plan  de  la  courbe,  de  manière  que  le  sommet  de  cet  angle 
décrive  la  directrice  de  la  parabole  et  que  l'un  de  ses  côtés  passe  constam- 
ment par  le  point  fixe  donné.  On  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
interceptées  par  la  parabole  sur  l'autre  côté  de  l'angle.  Lorsque  la  position 
du  point  fixe  varie,  le  lieu  obtenu  se  modifie.  Quelle  ligne  décrit  le  sommet 
de  ce  lieu,  lorsque  le  point  fixe  décrit  une  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  para- 
bole donnée?  (École  centrale,  i865.) 

6.  Exprimer  qu'une  droite  donnée  par  son  équation  est  un  axe  de  symétrie 
d'une  conique. 

—  On  identifie  l'équation  de  la  droite  avec  celle  du  diamètre  conjugué  à  la 
direction  perpendiculaire. 


CHAPITRE  XL 

RÉDUCTION  DE  L'ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ, 
AVEC  DES  AXES  RECTANGULAIRES. 


Première  méthode  :  par  l'équation  en  S. 

319.  Nous  supposerons  les  racines  S,,  Sa  de  l'équation  en  S  dis- 
tinctes. Supposons  en  outre,  par  exemple,  S,  ^  A.  L'équation 

(A— Si)  a? -t- (B  —  Sicose)j=  0 
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définit  une  direction  principale.  Prenons  sur  cette  droite  un  point  D 
à  l'unité  de  distance  de  l'origine  et  soient  (a,  [3)  les  coordonnées  du 
point  D;  soit  de  même  E  le  point  pris  à  l'unité  de  distance  de  l'ori- 
gine sur  la  perpendiculaire  menée  par  l'origine  à  la  droite  OD  et 
soient  a',  ^'  les  coordonnées  du  point  E.  La  direction  OE  est  la  se- 
conde direction  principale,  qui  correspond  à  S2.  Prenons  pour  nou- 
vel axe  OX  la  demi-droite  OD,  et  pour  axe  OY  la  demi-droite  OE; 
les  formules  de  transformation  sont 

a:  =  aX-+-a'V,         j=^X-}-fJ'Y, 
ce  qui  donne 

çp(a:,j)  =  ç(a,  i3)X2-<-(a'cp;^-H  P'ç'p)  XY -i- cp(a',  p')  Y^ 
Nous  savons  que  a'sa+  ^''f'i=  o^  en  second  lieu, 

Mais  •i(a,  jj)  =  t,  donc  cp(a,  |^)  =  S,.  Pareillement  cp(a',  ,3')  =  So  et, 
par  suite, 

(i)  o(a.  a)^S,X2+S2Y2. 

On  peut  remarquer  que,  pour  faire  cette  transformation,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  calculer  les  valeurs  de  a  et  j3,  mais  seulement  leur  rap- 
port, et  de  même  à  l'égard  de  a'  et  [^'. 

Si  S(  =  Si,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  deux  droites  rectan- 
gulaires quelconques  menées  par  l'origine,  on  a  identiquement 

of^,  J)  =  A(X2+  Y2)  ^  Si(X2H-  Y2). 

La  transformation  (1)  est  générale. 

320.  Conique  à  centre  unique.  —  Considérons  maintenant  une 
conique  à  centre  unique  à  distance  finie,  ayant  pour  équation 

Nous  cherchons  d'abord  les  coordonnées  J7o>>'o  du  centre,  que  nous 

prenons  pour  nouvelle  origine  en  conservant  la  direction  des  axes 

primitifs  ;  nous  posons  a:  =  .Tq  -h  ^',  jk  =^0  +  v',  et  nous  obtenons 

ainsi 

A 

/(^,r)^?(a?',7')-+- g- 
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Enfin  nous  ferons  tourner  les  axes  en  appliquant  la  transforma- 
tion précédente  (i);  les  nouveaux  axes  de  coordonnées  seront  les 
axes  de  symétrie  et  nous  aurons  l'identité 

L'équation  réduite  est  donc 

SiX2+S,Y2h-  4  =  0. 
ô 

321.  Système  de  deux  droites  parallèles.  —  On  transporte  l'o- 
rigine en  un  point  quelconque  (^ojJKo)  de  la  ligne  des  centres  en 
conservant  la  direction  des  axes  primitifs,  ce  qui  donne 

Nous  savons  déjà  calculer  F<  ;  on  a,  par  exemple, 

F,=  D^o-f-Ejo-i-F. 

L'une  des  racines  de  l'équation  en  S,  Si  par  exemple,  est  nulle. 
Changeant  la  direction  des  axes,  l'axe  OX  correspondant  à  la  racine 
nulle  et  OY  à  la  racine  S2,  on  obtient,  en  appliquant  la  formule  (i), 

/(x,j)  =  S2Y2+Fi. 
L'équation  réduite  est  donc 

S2Y2+F,  =  0. 

322.  Parabole.  —  L'une  des  racines  de  l'équation  en  S  est  nulle, 
soit  S,  =:  o.  On  a,  comme  on  l'a  vu, 

Prenons  pour  axe  OX  la  droite  ayant  la  direction  qui  correspond  à 
la  racine  nulle,  pour  axe  OY  celle  qui  correspond  à  Sa,  l'origine 
étant  conservée;  on  obtiendra  ainsi 

<p(a7,7)^S,Y2. 

Mais  il  faut  calculer  les  paramètres  a,  (3  et  a',  ^'  des  deux  directions 
principales.  En  supposant  A  ^  o,  on  a 

Aa4-B3  =  o. 
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Posons  a  =  aB,  ^  =  —  )^ A,  et  portons  ces  valeurs  dans  la  relation 

a«-+-  p2-+-2apcosO  =  1; 
on  trouve  ainsi 

en  posant 

£=±i,        H  :^  +  /a*  -h  B«—  2 AB  cose  =  -i-  /AtJ. 

On  a  ensuite 

(A  — S2)a'+(B  — S2COs8)P'=  o, 

d'où 

a'=  [jl(B  — s,  cosO),         p'=  -  (;i(A— S2), 

et,  en  tenant  compte  de  la  condition 

a'2_i_  p'2_|_  aa'P'cosO  =  i, 

on  obtient 

_  AsinO  /.»^-4_   N 

'^~''  R(Acos6  — B)  ^'  -^^ 

Les  formules  de  transformation 

^  =  aX-i-a'Y,         JK=PX+P'Y 
donnent 

/(a^,  jK)  =  SjYî-^  2(Da -f- E^)  X  +  2(Da'+ Ep')  Y  +  F. 

Remarquons  que  le  coefficient  de  X  ne  peut  être  nul,  car  il  fau- 
drait supposer 

Da  +  Ep  =  o,         Aa-hBp  =  o, 

d'oîi  l'on  déduirait  AE  —  BD  =  o;  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypo- 
thèse, puisqu'il  s'agit  d'une  parabole  proprement  dile. 
La  nouvelle  équation  est  donc 

S2Y2-f-2D,X-+-'2E,Y4-F  =0  Dip^o). 

Or  on  peut  écrire  ainsi  cette  équation  : 

par  conséquent,  si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  point  ayant  pour  coordonnées 

X    -  P    ^      E»  Y   -        ^• 
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en  posant 

X  =  Xi4-X',       Y,  ==y,  +  Y', 

Téquation  de  la  parabole  prend  la  forme  réduite 

S2Y'2-+-2D,X'  =  0. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  coefficients  de  l'équation  réduite 
sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'équation  obtenue  après  la  première 
transformation,  de  sorte  que,  pour  les  obtenir,  le  calcul  de  a'  et  [S' est 
inutile;  ce  calcul  n'intervient  que  pour  la  détermination  des  coor- 
données X),  Y),  qui  sont  les  coordonnées  du  sommet.  Le  nouvel  axe 
des  X'  est  l'axe  de  la  parabole,  l'axe  des  Y'  est  la  tangente  au  som- 
met. 

DEUXIÈME   MÉTHODE   :    PAR  LA    TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 

323.  Si  les  axes  auxquels  la  courbe  est  rapportée  sont  obliques, 
on  peut  d'abord  remplacer  l'axe  des  y  par  une  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x  menée  par  l'origine,  en  posant 

a:* -(- jK  cos6  =  X,         ^sinO=:Y. 

Nous  supposerons  cette  première  transformation  effectuée,  si  elle 
est  nécessaire,  et  nous  partirons  de  l'équation 

A x^'+-  ■2Bxy-+-  Cy^ -h  ■j.Dx  -^  ■?. Ey  -1-  F  =  o, 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires. 

324.  1°  Conique  à  centre.  —  On  transporte  d'abord  les  axes  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes,  de  façon  que  la  nouvelle  origine  soit  le 
centre  de  la  courbe  donnée.  La  nouvelle  équation  sera,  en  désignant 
encore  les  nouvelles  coordonnées  par  a),  y  pour  simplifier  l'écriture, 

A 

Ax--+-  '2 B xf  +  Gy- -+-  <  —  o. 

Gela  étant,  faisons  tourner  les  axes  d'un  angle  a  autour  du  centre 

en  posant 

ir  =  Xcosa  —  Y  sina,        ^  =  X  sina -h  Y  cosa. 

On  obtiendra  l'équation 

A'X2-f-  C'Y2+  ^  =  o, 
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si  l'on  pose 

(i)  A'=  A  cos^a -1- 2B  sina  cosa -i- C  sin^a, 

(2)  C'=Asin*a — 2B  sina  cosa -+- G  cos^a, 

et  si  l'on  détermine  a  en  écrivant  que  le  coefficient  de  XY  est  nul, 
c'est-à-dire 

(3)  (G  —  A)  sina  cosa  -+-  B(cos2a  —  sin^a)  =  0. 

En  divisant  le  premier  membre  de  cette  équation  par  cos^a,  on 
obtient  une  équation  en  tanga  qui  donne  les  coefficients  angulaires 
des  axes;  équation  que  nous  avons  déjà  obtenue  plus  haut.  On  peut 
procéder  autrement;  on  déduit,  en  efi'et,  immédiatement  de  l'équa- 
tion précédente, 

2B 

(4)  lang2a=  ^_q- 

Soit(f)  l'un  des  angles  ayant  pour  tangente      _  ^;  on  peut  supposer 

que  cet  angle  soit  compris  entre  —  90°  et  +  90**  :  il  sera  déterminé 
par  les  Tables  trigonométriques  ;  on  aura  ensuite 

2a  =  ç  -H  A".  180", 
OU 

a  =  \f-^^''   90°» 

ce  qui  donne,  pour  le  nouvel  axe  OX,  quatre  directions  correspon- 
dant aux  angles 

a,  =  1®,         aj  = -1  çp  H- 90",         a3  =  i<p-Hi8o°,         a^  =  i  <f  +  270". 

Supposons  que  l'on  ait  adopté  l'une  de  ces  solutions  et  soit  a 
l'angle  choisi;  il  s'agit  de  calculer  A'  et  C.  On  déduit  des  équa- 
tions (i)  et  (2) 

(5)  A'-hG'=  A-f-G,        A'— G'=(A  — G)cos2a-f-2Bsin2a. 
L'équation  (4)  donne 

sinoa        cos2a  i  ,  ,     ^ 

2B         A  — G       6v/(A  — C)2h-4B2 

Tirant  de  ces  équations  sina  a  et  cosa  a,  et  portant  les  valeurs 
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trouvées  dans  l'expression  de  A' —  G',  on  obtient 

(6)  A'—  G'=  £  /(A  —  G)2-H  4B^. 

Connaissant  a,  on  connaît  les  signes  de  sin  2  a  et  de  cos  2  a,  par  con- 
séquent e  est  déterminé. 

Si,  au  contraire,  on  veut  que  A' —  C  ait  un  signe  déterminé,  on 
se  donnera  e  et,  par  suite,  les  signes  de  sin 2 a  et  cos2a;  on  déter- 
minera ensuite  a  par  la  condition  que  sin 2 a  ait  le  signe  voulu. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

(7)  A'G'  =  ÂG  — B2. 

Les  formules  (5)  et  (7)  nous  étaient  déjà  connues. 

2°  On  procédera  d'une  façon  analogue  dans  le  cas  de  deux  droites 
parallèles. 

3"  Parabole.  —  Nous  supposerons  l'équation  de  la  parabole  mise 

sous  la  forme 

{ax  -\-  byY-\-  2Da7-h2E7-t-F=  o. 

Faisons  tourner  les  axes  d'un  angle  a;  en  employant  les  formules 
de  transformation  connues,  on  obtient  l'équation 

[x' {a  cosa  -+-  b  sina)  -\- y' {b  cosa  —  a  sina)]^ 

-t-  2(D  cosa  -HEsina)a7'-i-2(Ecosa  —  D  sina)/'-!-  F  =  o. 

Nous  déterminerons  a  par  la  condition  que  le  terme  en  x'y'  manque 
dans  la  nouvelle  équation;  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coeffi- 
cient de  l'une  des  variables  manque  dans  le  crochet.  Nous  pose- 
rons 

a  cosa  -H  6  sina  =  o, 

d'où 

sina  _  cosa  _  i 

—  a        -f-6        £y/a2-(-62 

En  substituant  dans  l'équation  précédente,  on  obtient 

(a2-(-  è2)  y'2_|_  2  X'+  2    ;  v'-f-  F  =  O. 

£v/«^-t-62  £/a2-h62 

On  sait  déjà  que  le  coefficient  de  x'  ne  peut  être  nul.  On  voit  que 
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la  position  du  nouvel  axe  des  x  est  déterminée,  puisque 

a 
tansra  =  —  t-- 

^  b 

Mais  on  peut  choisir  arbitrairement  la  direction  positive,  et,  par 
suite,  déterminer  t.  L'équation  ayant  la  forme 

{a^-\-  62)y2-i-  uDia^'-f-  aEiy-H  F  =  o, 

on  achèvera,  comme  plus  haut  (322),  en  transportant  les  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  au  sommet  de  la  parabole;  l'équation  réduite 

sera 

(a2-f-62)Yï-f-aDiX  =  o 

TROISIÈME   MÉTHODE   :     USAGE   DES    INVARIANTS. 

325.  Conique  à  centre.  —  On  transporte  d'abord  les  axes  au  centre  (aro,^o) 
sans  changer  leurs  directions,  en  posant 

x  =  xç,^x',       y  =70  + y, 

ce  qui  donne,  comme  on  l'a  vu, 

A 

Cela  étant,  changeons  la  direction  des  axes  et  prenons  pour  axes  de  coor- 
données les  axes  de  la  conique,  ce  qui  donne  une  identité  de  la  forme 

(i)  (f(a;',y)=  A'X2-hG'Y2, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  conique  sera 

A'X2-+-C'Y2+  i  =o: 

0 

il  s'agit  de  calculer  A'  et  G'. 

Pour  cela,  remarquons  que  si  G  est  l'angle  des  axes  primitifs 

(a)  a7'2-f- aar'^'cosO +y2=X2-4- Y2. 

On  déduit  des  équations  (i)  et  (2),  S  étant  un  paramètre  arbitraire, 

(A  — S)a;'2-T-2(B  — ScosO)a:y+(G  — S)y2=(A'— S)X2-t-(G'— S)Y2. 

Mais  le  discriminant  de  ^{x',y)—  ?)^{x\y)  est  un  invariant;  on  en  con- 
clut que  les  équations 

(A  — S)(G  — S)-(B  — Scose)2^o,        (A'— S)(G'-S)  =  o 


2»2  CHAPITRE    XI. 

sont  identiques.  Les  racines  de  l'équation  en  S,  relative  à  la  conique  donnée, 
sont  donc  précisément  les  coefficients  A',  G'  qu'il  s'agit  de  calculer.  Soient  Sj, 
S2  ces  racines:  posons  A'=  Si,  G' =  S2;  on  a  ainsi 

(A  — Si)a7'2+2(B  — SjC0se)a7y-)-(G— S,)y2  =  (S2— Si)Y2. 

Donc  l'équation 

(A  — Si)a^'2+2(B  — Sicose)a7y+(G  — Si)y2=^o 

représente  deux  droites  confondues  avec  le  nouvel  axe  des  X.  Le  premier 
membre  étant  un  carré  parfait,  sa  racine  carrée  est  identique,  à  un  facteur 
prés,  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ses  dérivées;  par  exemple,  si  A —  Sj  y^  o,  l'équa- 
tion du  nouvel  axe  des  X  est 

(A  — Si)a7'+(B  — SiCose)7'=o. 

Si  cette  équation  disparaissait,  la  dcmi-dérivée  par  rapport  à  y'  se  réduirait 
à  (^G  ^  S^jy\  et,  par  suite,  le  nouvel  axe  des  X  serait  parallèle  à  l'ancien. 

326.  Deux  droites  parallèles.  —  Supposons  A  ^  o;  la  ligne  des  centres 
a  pour  équation 

Ax  -\-  B^-H  D  =  o. 

En  prenant  cette  droite  pour  axe  des  X,  l'axe  des  Y  étant  une  perpendicu- 
laire, on  aura,  pour  équation  réduite, 

S2Y2H-Fi  =  0, 

et  nous  savons  que 

(?A        d\        d\ 

F,= ^ 

Si  l'on  nomme  id  la  distance  des  deux  parallèles,  on  a 

S^d^-h  Fi  =  o, 
ou 

à^        r)A        ^^ 


ri  d^-         dA  "^  dG  "^  dB 

cos6 

sin^O                          Y) 

dà        d\        d\ 
dA        âC        dB 

^  sin^e 

donc 

A\  AK  A\  T 

d^. 

Le  premier  membre  est  donc  un  invariant.  Quand  on  suppose  0  =  0,  A  =  o, 
l'expression 

^^        dA        d\ 
âA-^dG-^dB^"^Q 
sin^O 

reste  invariable  si  l'on  fait  un  changement  de  coordonnées. 
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327.  Parabole.  —  Nous  savons  former  l'équation  de  l'axe;  si  l'équation  de 
la  parabole  est  mise  sous  la  forme 

{ax  ■+-  by)--\-  iDx  -\-  lEy  -+-F  =  o, 

réqualion  de  l'axe  sera 

ax-h-  by  -h  h  =  o, 

h  étant  un  coefficient  que  l'on  peut  calculer.  On  obtiendra  le  sommet  en  pre- 
nant l'intersection  de  l'axe  avec  la  parabole  ou,  plus  simplement,  avec  la 
droite  représentée  par  l'équalion 

h- -h  J-Dx  -h-iEf  H-  F  —  o. 

En  prenant  pour  axe  des  X  l'axe  de  la  parabole  et  pour  axe  des  Y  la  per- 
pendiculaire à  l'axe  menée  par  le  sommet,  e'cst-à-dire  la  tangente  au  som- 
met, l'équation  de  la  parabole  sera  de  la  forme 

G'Y2-i-9.D'X  =  o. 

Il  s'agit  de  calculer  G'  et  D'.  On  a  identiquement 

/(^,j)  =  C'Y2-f-2D'X. 

^  .  T"  ^  ••111 

Or,  on  sait  que    .  '.^  et  -t-tt;  restent  invariables;  donc 


siiiM)        ^'  sin^ô 

\ 

et,  par  conséquent,  D'2  =  -; — r-r-r«  On  ne  détermine  que  le  carré  de  D';  par 
'  -1         '  S2Sin20 

suite,  la  valeur  absolue  de  D'  est  seule  connue;  cela  tient  à  ce  que  l'on  peut 

choisir  arbitrairement  la  direction  positive  de  l'axe  des  X  et  un  changement 

de  sens  des  X  positifs  amène  un  changement  de  signe  du  coefficient  de  X^ 

On  a  ensuite 

D'î  _  —  Asin«6 

On  peut  donc  enfin  mettre  l'équation  de  la  parabole  sous  la  forme  réduite 

Y2=2/jX, 
en  posant 

(_A)2sin20 


La  valeur  absolue  de  la  constante  p  se  nomme  \e  paramètre  de  la  para- 
bole. 

328^  Autre  méthode  relative  à  la  parabole.  —  Nous  ferons  connaître 
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une  dernière  méthode  de  réduction  relative  à  la  parabole.  Soit 

(«37-4-  by)^-^  i\)  X  -^  lEy  -\-¥  =  o 

l'équation  d'une  parabole.  Les  équations 

ax  -\-  by  =  o.         iDx  +  -x ^y  -t-  F  =  o 

représentent  :  la  première,  un  diamètre;  la  seconde,  la  tangente  à  l'extrémité 
de  ce  diamètre.  Si  ces  deux  droites  étaient  rectangulaires,  on  connaîtrait 
ainsi  l'axe  et  la  tangente  au  sommet.  L'équation  de  l'axe  de  la  parabole  est 
de  la  forme 

(i)  ax -\- by -\-\  =  o, 

ce  qui  conduit  à  écrire  l'équation  de  la  parabole  de  cette  manière 

{ax  ^  by  -\-\y  ■+■  %  {l>  —  al)x  +  i{E  —  b\)y  ^  ¥  —  V'  =  o. 

L'équation  a  gardé  sa  forme  primitive,  de  sorte  que  l'on  a  conservé  en 
évidence  les  premiers  membres  des  équations  d'un  diamètre  et  de  la  tangente 
à  son  extrémité. 

i"  Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  et  écrivons  que  l'équation 

(2)  2(D  — aX)a7-+-2(E  — 6X)7+F  — X2=o 

représente  une  perpendiculaire  au  diamètre  représenté  par  l'équation  (i).  La 
condition 

a(D  — aX)-f-6(E  — 6X)=o 


détermine  X;  l'axe  de  la  parabole  a  donc  pour  équation 

bj 
b^~ 


«D  +  6E 

ax-\-by  ^  ---r-—r^-  =  o, 


et  la  tangente  au  sommet 

Db-aE,,  ,       ^       (^D  +  6E)2 

a2^_  ^2     ^  ^  ^  {a--+-  b^f 

Quand  l'équation  de  la  parabole  est  sous  la  forme  Ax^-h  2Bxy  -+-...  =0, 
ces  équations  deviennent,  en  supposant  A  ^  o, 

„  AD  +  BE 

Ax  +  By-^     A  +  G     =  "' 

2(A4-G)[(GD  — BE)ar  +  (AE  — BD)^] 

-4-F(A-4-G)2_(AD2-hGE2-t-2BDE)  =  0. 

Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  du  sommet  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficients  de  l'équation. 

Prenons  pour  axe  des  X  l'axe  de  la  parabole  et  pour  axe  des  Y  la  tangente 
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au  sommet,  on  aura,  pour  un  point  quelconque  du  plan, 
ax-\-by  -hl  =  Y  /a*  -+-  b^, 


■2(  D  —  aX)a7 -1- ^(E  —  Z>X)7 -)- F  -  X2  =  .iX/(  D  —  aX)*-i- ( E  —  6X )2. 
Pour  tout  point  (ce, y)  de  la  parabole,  l'équation  suivante  est  vérifiée  : 


(a«H-62)Y2±2Xv/(D  — aX)2^(K  — 6X)-^r=:o. 

Or,  

D  — aX        E—bX       Dé  — Ea       \/(D  —  al^-^  (E  —  bA)^ 


V^a2+6'2 


b  —a  a^-\-  b^- 

donc  l'équation  réduite  est 

en  posant 

^   D6  — Ea 

p=± j. 

•2°  Supposons  les  axes  obliques.  On  détermine  d'abord  X  par  la  condition 

rt(D  — aX)-+-6(E  — 6X)  — [a(E—  èX)-i-6(D  — aX)]cosO  =  o. 
On  écrit  ensuite  les  formules  de  transformation  : 


ax  -{-  by  -r-\=^Y  /a^  -f-  è^  —  .lab  cos 0, 

2(D  — aX)a;-+-2(E  — 6X)7  +  F  — X2 

=  2Xv/(D  — aX)2-H(E  — 6X)2— 2(D  — aX)(E  — 6X)cos8. 
Puis 

D  — aX     _     E  — 6X      _  Db—Ea 

b  —  a  cos 6       6  cos 6  —  a       a^-hb- — aaècosO 

_  v/(D  — aX)2+(E  — 6X)-i  — 2(0  — aX)E  — 6X)"côs6 
sin  0  \/a2-4-  62 —  ^ab  cosO 

On  obtient  donc  l'équation 

Y2_.^^X, 
avec  la  condition 

^       (D6  — Ea)sin26 

P=± ^,- 

(a2-i-  b^—?.ab  cosQy 

EXERCICES. 

1.  Rapporter  à  ses   a\es   de   symétrie    la    conique    ayant    pour    équation 
x^-hj*  =  i,  l'angle  des  axes  coordonnés  6  étant  quelconque.  Appliquer  à  cet 

exemple  les  différentes  méthodes  et  supposer  ensuite  0  =  •^• 

2.  Même  question  que  pour  x^ — y^  =  i. 

3.  Réduction    de   l'équation    {ax-i-by-^cy±(a'x-hb'y-{-c'y=i,    les 
axes  étant  rectangulaires. 
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4.  Réduction  de  l'équation  (a;  —  ay-{-(y  —  b)'^=  (Ix  +  my -h  h)-    (axes 
rectangulaires). 

5.  Même  question  pour  l'équation 

(x  —  a^)-r-  {y  —  by--i--i.{x  —  a)  {y  —  b)  cos6  =  {Ix  -^  my  -\-  h)-, 
6  désignant  l'angle  des  axes. 

6.  Réduction  de  l'équation  a;2_i_^37j- 4_jj^2_  2a? -f.  I  =  o,  (0=  ^j- Former 
l'équation  en  S. 

7.  Réduction  de  l'équation  {ix-{-y  -+-  i)^  =  x  —  2j,  f  i°  6  =  -;  7°  6  =  ^]^ 


CHAPITRE  XII. 

LONGUEUR  DES  AXES   D'UNE   CONIQUE.  THÉORÈMES 
D'APOLLONIUS. 


Équation  aux  carrés  des  longueurs  des  demi-axes 
d'une  conique  à  centre. 

329.  L'équation  d'une  conique  à  centre  unique,  rapportée  à  ses 
axes  de  symétrie,  est,  comme  nous  savons, 

Cette  équation  représente  une  ellipse  si  les  racines  S),  So  de 
l'équation  en  S  ont  le  même  signe,  c'est-à-dire  si  5  >>  o.  Pour  que 
l'ellipse  soit  réelle,  il  faut  et  il  suffît  que  S,  A  soit  négatif.  On  en 
conclut  que  S,  a  le  même  signe  que  A,  ce  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de 
reconnaître,  car  si  l'on  suppose,  par  exemple,  A  >  o,  en  substituant 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  en  S  successivement  o.  A,  -{-00, 
on  trouve  les  signes  -{-,  — ,  +  pour  les  résultats  de  ces  substitutions. 

Supposons  donc  remplies  les  conditions  S^o,  S,A<;o.  L'axe 
des  a;  coupe  l'ellipse  en  deux  points  réels  qui  sont  deux  sommets  et 
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dont  les  abscisses,  égales  et  de  signes  contraires,  sont  les  racines  de 

l'équation  StX--^  -k  =  o. 

En  désignant  par  a  la  distance  au  centre  de  chacun  de  ces  som- 

mets,  on  a  c)i  =  —  k— s  • 

Pareillement,  l'axe  des  y  coupe  l'ellipse  en  deux  points  qui  sont 
deux  autres  sommets  réels  et  dont  les  ordonnées  sont  les  racines  de 

l'équation  S-i^'-i-  ^  =  o. 

En  appelant  b  la  dislance  au  centre  de  chacun  de  ces  sommets, 

on  a  82  =  —  syj  et,  par  conséquent,  l'équation  de  l'ellipse  prend  la 

forme  —  +  -7-  =  i . 

Les  longueurs  2«,  26  se  nomment  les  axes  de  l'ellipse.  La  plus 
grande  de  ces  longueurs  se  nomme  le  grand  axe,  l'autre,  le  petit 
axe. 

Si  l'on  suppose  a^  b^  on  volt  que  si  l'on  prend  sur  l'axe  des  x,  à 
partir  du  centre,  deux  points  F,  F'  situés  à  une  distance  du  centre 
égale  à  \la^ —  6^,  la  courbe  dont  nous  venons  d'obtenir  l'équation 
coïncide  avec  l'ellipse  définie  comme  lieu  des  points  dont  la  somme 
des  distances  aux  deux  points  F,  F'  est  constante  et  égale  à  2«.  La 
longueur  2C=  2  y/a- —  b-  se  nomme  la  distance  focale  et  le  rap- 
port  -  1  excentricité. 

Supposons,  en  second  lieu,  o  <<  o  et,  par  suite,  S|S2<!o;  la 
courbe  est  une  hyperbole;  supposons,  en  outre,  S|A>o;  alors,  il 
faut  supposer  S2  A  <;  o.  11  en  résulte  que  l'axe  des  x  coupe  l'hyper- 
bole en  deux  points  réels  et  l'axe  des  y  la  coupe  en  deux  points  ima- 
ginaires conjugués.  Nous  poserons  S)rt-4--s:  =0,  — 8?,^-+  is  =0. 

L'équation  prendra  ainsi  la  forme  —  —  -^  =:  i ,  et  nous  appelle- 
rons :  2  a  la  longueur  de  Vaxe  transverse;  26  la  longueur  de 
Vaxe  non  transverse  ou,  comme  on  dit  aussi,  la  longueur  de  Vaxe 
imaginaire^  bien  que  b  soit  réel. 

Si  l'on  détermine  sur  l'axe  des  x^  de  chaque  côté  du  centre,  deux 
points  F,  F'  dont  la  distance  au  centre  soit  égale  à  \la^-\-  6^,  on  voit 
que  la  courbe  définie  par  l'équation  précédente  est  le  lieu  des  points 
dont  la  difi'érence  des  distances   aux  deux  points   F,  F'  est  con- 
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slanle  et  égale  à  2«.  On  justifie  donc  ainsi  le  nom  à^ hyperbole.  Si 
l'on  pose  2C=  y/a^  -\-  b^,  2C  se  nomme  la  distance  focale  et  -  V  ex- 
centricité. 

L'excentricité  d'une  ellipse  est  moindre  que  l'unité,  celle  d'une 

hyperbole  est  plus  grande  que  l'unité. 

T                                                         ,         '                   b                          b 
Les    asymptotes    ayant   pour    eqviations  y=.-x  eX,  y  z= Xj 

chacun  des  angles  opposés  par  le  sommet  et  formés  par  les  deux 
asymptotes,  dans  lesquels  se  trouvent  les  deux  branches  de  l'hyper- 
bole, est  aigu,  droit  ou  obtus  suivant  que  l'on  suppose  a  >>  è,  a  =  6, 
a<^b.  Lorsque  a^b.,  on  dit  que  l'hyperbole  est  équilatère;  les 
asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère  sont  rectangulaires  et  réci- 
proquement. On  peut  donc  appeler  hyperbole  équilatère  celle  dont 
les  asymptotes  sont  rectangulaires.  La  condition  pour  que  l'équation 
y(:r,  jk)  =  o  représente  une  hyperbole  équilatère  est,  d'après  cela, 

A-vG  — 2Bco«0  =  o 

ou  Y|  =  O. 

L'équation 

xi         y^  _ 

représente  une  seconde  hyperbole  dont  l'axe  imaginaire  est  égal  kia 
et  l'axe  réel  à  2^.  On  dit  que  les  hyperboles  représentées  par  les 
deux  équations  précédentes  sont  conjuguées  :  l'axe  réel  de  l'une  est 
égal  à  l'axe  imaginaire  de  l'autre. 

Il  est  facile  de  trouver  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes 
d'une  conique  à  centre  dont  on  donne  l'équation  f{x^  y)  =  o,  rap- 
portée à  deux  axes  quelconques.  En  effet,  S  désignant  l'une  quel- 
conque des  racines  de  l'équation  en  S,  si  l'on  pose  S  = —  ^>  s'il 

s'agit  d'une  ellipse,  en  remplaçant  S  successivement  par  S,  et  So, 
on  trouvera  p  =  a^  g^  ^  __  ^2.  g'^j  s'agit  d'une  hyperbole  et  si  l'on 
suppose  S,  A>>o,  on  trouvera,  pour  S  =  S|,  ^  =  a^  et,  pour  8  =  82, 
p  =::  —  b-;  c'est  l'inverse,  si  S,  A  est  négatif. 
Il  en  résulte  que  l'équation 


(^-^p)(-e7)-('' 


A  cos6\* 


a  pour  racines  a^^  b^  s'il  s'agit  d'une  ellipse;  a^,  — 6^  (è^^  — a-) 
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s'il  s'agit  d'une  hyperbole;  c'est  donc  V équation  aux  carrés  des 
longueurs  des  demi-axes. 
En  développant,  on  obtient 

83p2~  T]8Ap  -i-  A2  sin^O  r^  o. 

330.  Problème.  —  L'équation  f{x,  y)  =^  o  représentant   une 
hyperbole,  trouver  V équation  de  l'hyperbole  conjuguée. 

Si  nous  rapportons  l'hyperbole  à  ses  axes  de  symétrie,  son  équa- 
tion sera  de  la  forme 

SiX2-t-S2Y2  4- V  =0, 
et  nous  savons  que 

L'hyperbole  conjuguée  a  pour  équation 

s,X2--S2Y2-  t-==o; 

son  équation,  rapportée  aux  axes  primitifs,  est  donc 


On  voit  par  la  même  méthode  que  le  faisceau  des  asymptotes  a 
pour  équation 


331.  Remarque  relative  aux  invariants.  —  .Nous  avons  trouvé  trois  ex- 
pressions 

a         7)        _A_ 

sm2"6'      sin^e'      sin^  6  * 

qui  restent  constantes  quand  on  fait  une  transformation  de  coordonnées, 
pourvu,  il  importe  de  ne  pas  l'oublier,  qu'on  ne  supprime  ou  qu'on  n'intro- 
duise aucun  facteur  commun  dans  les  coefficients  de  l'équation  transformée: 
il  est  facile  de  prouver  qu'il  n'existe  pas  d'autres  expressions  invariables,  dis- 
tinctes des  précédentes.  En  eflet,  nous  avons  obtenu  l'identité 

/(ar,j)^S,X2-f-S2Y2-^F„ 

et  nous  avons  les  relations 

^6  =  ^*^^'     ^  =  ^'"^^^'     si;^^^'^^^'- 

NiEWENGLOWSKI.  —  G.  an.,   I.  l() 
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S'il  existait  une  quatrième  constante,  elle  fournirait  une  quatrième  relation, 
distincte  des  précédentes,  entre  A,  B,  G,  D,  E,  F,  Si,  Sj,  Fi,  6.  En  éliminant 
entre  les  quatre  équations  obtenues  Si,  S2  etFi,  on  aurait  une  relation  entre 
les  coefficients  A,  B,  G,  D,  E,  F  et  l'angle  6,  ce  qui  est  absurde  puisque  ces 
coefficients  et  6  sont  arbitraires. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  trouvé  l'identité 

(  aa? -!- 6jk)2  +  2  Da7 -+- 2  Ej  ^- F  =  Cl  Y2 -i- 2  Di  X 

et  les  relations 

Si  l'on  pouvait  trouver  une  autre  relation  distincte  de  ces  deux  précé- 
dentes, en  éliminant  entre  ces  trois  relations  Gi  et  Di,  on  aurait  une  relation 
entre  a,  b,  D,  E,  F  et  6,  ce  qui  est  absurde. 

Nous  avons  déjà  montré  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  connaissance  des 
invariants;  nous  allons  en  montrer  d'autres  applications. 


Théorèmes  d'Apollonius. 
332.  Soit 

l'équation  d'une  conique  à  centre  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie;  si  £  =  -i-i, 
cette  conique  est  une  ellipse;  c'est  une  hyperbole  quand  £=  —  i.  Prenons 
pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  deux  diamètres  conjugués;  en  nommant 
x',  y'  les  nouvelles  coordonnées,  les  formules  de  transformation  donnent 

/^2  y2 

A,  B,  G  étant  des  constantes.  L'équation  de  la  conique  rappor  ée  aux  nou- 
veaux axes  est  donc 

Aa7'2-i-  i^x'y' -^  Gjk'^  —  i  =  o. 

Mais  ces  axes  sont,  par  hypothèse,  deux  diamètres  conjugués,  donc  B  =  o. 
Si  £  =  -H  I,  A  et  G  sont  positifs,  et  l'on  peut  poser 

Si  £  =  — I,  A  et  G  ont  des  signes  contraires.  On  peut  supposer  A  >  o  et 
G  <  0,  et  poser 

A   =     -7^1  G  =   —    7-^- 

a  2  0  ^ 


sin^O. 
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l.a  nouvelle  équation  sera  donc 

et,  d'après  ce  qui  précède, 

Soit  0  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués;  la  théorie  des  invariants  donne 
les  deux  relations 

,.  J |_  _  /j_    ,    _i_ 

I      _  I 

De  l'équation  (5)  on  tire 

ab  =  a! h'  sinO, 

et,  par  suite,  on  déduit  de  l'équation  (4), 

(6)  «2— £02  =  a'2-+- £6'2. 

Donc,  dans  l'ellipse  :  1°  la  somme  des  carrés  des  longueurs  de  deux  dia- 
mètres conjugués  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  longueurs  des  deux 
axes;"!"  le  parallélogram,me  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  est 
équivalent  au  rectangle  construit  sur  les  deux  axes. 

Quand  s  =  —  i,  l'équatîon  (2)  montre  que  l'axe  Ox'  coupe  l'hyperbole  en 
deux  points  réels,  et  ia'  est  la  longueur  du  diamètre  dirigé  suivant  l'axe 
des  x' \  le  diamètre  dirigé  suivant  l'axe  des  y  est  imaginaire,  mais  nous  con- 
venons d'appeler  26' la  longueur  de  ce  diamètre  imaginaire.  L'hyperbole  con- 
juguée de  la  première  a  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  primitifs, 

x^-        v2 

lionc,  en  vertu  de  l'identité  (3),  son  équation,  rapportée  aux  nouveaux  axes, 
est 

x'^        r'2 

il  en  résulte  que  ib'  est  la  longueur  d'un  diamètre  de  l'hyperbole  conjuguée 
à  la  première.  Les  choses  étant  ainsi  entendues,  nous  énoncerons  ces  théo- 
rèmes : 

Dans  l'hyperbole  :  i"  la  dijférence  des  carrés  des  longueurs  de  deux 
diamètres  conjugués  est  égale  à  la  dijférence  des  carrés  des  longueurs 
des  deux  axes; 
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2"  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  est 
équivalent  au  rectangle  construit  sur  les  deux  axes. 

Ces  théorèmes  ont  été  trouvés  par  Apollonius. 

On  démontre  ces  théorèmes  de  bien  des  manières.  Ainsi,  par  exemple,  en 
partant  de  l'identité 

S  "^  S  -  s(^2-^j^2)  ^Ç^  Ç^  -  S(^'2+  2^^y  coso  +y2), 

on  voit  que  les  équations  en  S, 

(r  —  «2  5)  ([  —  £02  S)  =  o,         (i  —  a'2S)  (i  —  eè'2  S)  —  £a'2  6'2cos26S2  =  o, 

sont  identiques;  en  écrivant  que  les  coefficients  de  S2  et  de  S  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  équations,  on  obtient  les  relations  qui  constituent  les  théorèmes 
d'Apollonius. 

On  peut  présenter  cette  même  démonstration  sous  forme  géométrique. 
Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  ellipse. 

En  retranchant  membre  à  membre  les  équations 

^1  y2  ^2  yi 


on  obtient 

R^J    '  -^    \b^        R 

équation  qui  représente  deux  droites  passant  par  les  points  communs  à  l'el- 
lipse donnée  et  au  cercle  concentrique  de  rayon  R;  ces  deux  droites  se  con- 
fondent et  le  cercle  est  bitangent  à  l'ellipse  quand  R2  =  «2  ou  quand  R2  =  b^. 
Reprenons  le  même  calcul  quand  les  axes  sont  deux  diamètres  conjugués 
de  l'ellipse;  les  équations  des  deux  courbes  sont  alors 

x'^        r'2  a?'2-i- îip'y'cosO  H- y'2 

^.  +  i^-'-«' ^Ri ^-^=o; 

en  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

,„  /    I  I   \        2x'y'cos^  ,,  /   I  I    \ 

^'  (^2  -  R. j T^^  +r'  [v^  -  Rij  =  «• 

Les  deux  droites  représentées  par  cette  équation  seront  confondues  si 

I  I  \  /   I  1    \        cos2  0  _ 

â^~  Ri)  [b^  ~  Ri)  i^"  ~  ^' 

ou,  en  développant, 

R4— R2(a'2-(-è'2)-Ha'2  6'2sin2  0  =  0. 

Mais  on  connaît  déjà  les  racines  de  cette  équation,  qui  sont  «2  et  b^  ;  donc,  etc. 
Cette  démonstration  est  attribuée  à  E.  Galois. 
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333.  Autres  applications  des  invariants.  —   i"  Soit 
A.x^-+-  iBxy  -+-  Cy- —  i  =  o 

l'équation  d'une  conique  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par 
son  centre.  La  somme  A  -t-  G  reste  constante  quand  on  remplace  ces  axes  par 
deux  nouveaux  axes  rectangulaires.  Or  les  inverses  des  carrés  des  deux  demi- 
diamètres  dirigés  suivant  Oa:  et  Oy  ont  pour  expressions  x  ^'  F»  donc  :  dans 

A.        Cl 

une  conique  à  centre  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  deux  diamètres 
rectangulaires  est  constante. 
On  peut  interpréter  autrement  ce  résultat.  En  effet,  soit 

X  cosa  -{-y  sina  —  A  =  o 

l'équation  d'une  droite,  en  appelant  l  et  l'  les  distances  à  l'origine  des  traces 
de  cette  droite  sur  les  axes,  on  a 

/  cosa  —  h,         r  sina  =  h', 
donc 

I    _    I  I 

^  -  7i  "^  7^' 

Il  en  résulte  immédiatement  que  la  distance  au  centre  d'une  corde  vue  du 
centre  d'une  conique  sous  un  angle  droit  est  constante,  et,  par  suite,  toutes 
les  cordes  d'une  conique  vues  du  centre  sous  un  angle  droit  sont  tan- 
gentes à  un  cercle  concentrique. 

•i"  Les  asymptotes  d'une  hyperbole  forment  quatre  angles;  une  branche  de 
la  courbe  est  dans  l'un  de  ces  angles,  l'autre  branche  étant  située  dans  l'angle 
opposé  par  le  sommet.  Nous  appellerons  angle  des  asymptotes  d'une  hyper- 
bole la  valeur  commune  de  ces  deux  angles  dont  les  côtés  comprennent  la 
courbe.  Nous  nous  proposons  de  reconnaître  dans  quel  cas  l'angle  des  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  est  aigu,  obtus  ou  droit. 

Si  l'on  appelle  ia  l'axe  transverse,  26  l'axe  imaginaire  et  aw  l'angle  des 
asymptotes, 

b 
tangtu  =  —  • 
°  a 

Or,  si  l'équation  de  l'hyperbole,  rapportée  à  deux  axes  quelconques,  est 
fi^t  y)  =  o,  on  a  identiquement 


d'où 


/(-,r)-x(g 

Y* 

).' 

mte.  Mais 

Y)          X(62-a*) 

A 

X3 

sin^O  ~        a*  62 

sin26  " 

'  a^ô*' 

Tl           62  — 

a2 

A  ~        X« 
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Donc,  l'angle  des  asymptotes  est  aigu,  di-oit  ou  obtus,  suivant  que  le  rapport 
■^  est  négatif,  nul  ou  positif. 

334.  Diamètres  conjugués  égaux.  —  Quand  la  conique  est  une 
hyperbole,  si  l'on  suppose  «'=  b',  on  en  déduit  a  =  b  el  récipro- 
quement. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  pour  que  deux  diamètres  aient  même  lon- 
gueur, il  faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  symétriques  par  rapport  aux 
axes,  comme  on  le  voit  en  coupant  une  ellipse  par  un  cercle  concen- 
trique; or,  la  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  2a  et  26  se  ré- 

duit  à  mm'  =  —  —  quand  on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 

de  symétrie  de  cette  ellipse.  Si  /w'=r  —  m,  on  a  m^  =    i"  C)n  en 

conclut  que  les  diagonales  du  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux 
sommets  constituent  un  système  de  deux  diamètres  conjugués  dont 
les  longueurs  sont  égales,  la  longueur  commune  ayant  pour  valeur 


v/^ 


et  le  sinus  de  l'angle  de  ces  diamètres  étant  égal  à  -^ 


2  °  ^  a^-i-ô- 

comme  le  montrent  les  théorèmes  d'Apollonius. 

L'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  deux  diamètres  conjugués 
égaux  est 

372  + j2  =  Oj'2_ 
EXERCICES. 

i.  Étant  donnée  la  conique  représentée  par  l'équation 

Ax'^-+-  aB^j-f-  Cjk2=  I, 

trouver  les  longueurs  des  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle 
donné  a.  Cas  particulier  :  a  =  45°. 

2.  Trouver  les  axes  de  la  conique  ayant  pour  équation 

(•^ -+- JK  —  I? -h  (a?  —  JK  -  1)2  =  I. 

3.  Appliquer  la  méthode  de  Galois  (332)  à  la  recherche  des  axes  d'une  co- 
nique à  centre.  On  obtiendra  ainsi  la  direction  et  la  grandeur  des  axes  de  la 
conique. 

4.  Trouver  par  la  même  méthode  la  direction  et  la  grandeur  des  diamètres 
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conjugués  égaux  d'une  ellipse.  —  On  écrit  que  les  droites  joignant  le  centre  au\ 
points  d'intersection  avec  un  cercle  concentrique  ont  des  directions  conju- 
guées. Examiner  et  discuter  les  résultats  obtenus  en  appliquant  cette  méthode 
i\  l'hyperbole. 
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FIGURES  HOMOTHÉTIQUES.  —  FIGURES  SEMBLABLES. 


333.  On  dit  que  deux  figures  planes  F,  F'  sont  homothétiques, 
quand  il  existe  dans  leur  plan  {fig.  86)  un  point  S  tel  qu'à  tout 
point  M  de  la  première  figure  corresponde 
un  point  M'  situé  sur  la  droite  SM  et  véri-  ^'^' 

fiant  la  relation 


SM 


SM'  ~  ^' 

k  désignant  un  nombre  constant,  positif  si 

les  segments  SM,  SM'  sont  dirigés  dans  le 

même  sens;  négatif,  s'ils  sont  dirigés  en  sens  contraire^.  Le  point  S 

se  nomme  le  centre  d^homothétie  des  deux  figures,  et  k  le  rapport 

d'homothétie. 

Enfin,  on  dit  que  l'homothétie  est  directe  quand  le  rapport  k  est 
positif,  inverse  quand  il  est  négatif. 

Si  l'on  nomme  x^^  y^  les  coordonnées  de  S,  x^  y  celles  de  M  et 
enfin  x' ^  y'  celles  de  son  homologue  M',  les  projections  de  deux 
segments  d'une  même  droite  étant  proportionnelles  à  ces  segments, 
on  a 

X   —  Xf, 


d'où 


(I) 


Xq 


=  k, 


a-o( 


k)-hkx',        et  pareillement        y  =  yo(i — ^)-t-^'' 
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Si  le  point  M  décrit  une  courbe  C  ayant  pour  équation  fioc^y)  ■■=  o, 
la  courbe  G'  décrite  par  M',  c'est-à-dire  la  courbe  homothétique 
de  C,  aura  pour  équation 

fia^kx',  b-i-ky')  =  0, 

en  posant,  pour  abréger, 

a  =  iPo(i  — /f),         b=yQ{-i  —  k). 

On  voit  que  le  point  (a,  b)  est  le  point  de  la  première  figure  qui 
est  l'homologue  de  l'origine  regardée  comme  appartenant  à  la 
seconde  figure. 

Supposons  que  le  centre  d'homothétie  se  déplace,  le  rapport  k 
restant  constant;  si  l'on  nomme  Xi,  y^  les  coordonnées  du  nouveau 
centre  S,  et  x" ,  y"  les  coordonnées  du  nouveau  point  M"  homologue 
de  M,  on  aura 

x  =  Xx{i  —  k) -+■  kx'\ 


(2) 

y  =  y\ii  —  k)-^ky" 

En  comparant  les  formules  (i)  et  (2),  on  obtient 

x"~x'={xq—xi)  — >— '     y— y=(7o— jKi)— 7— . 


ce  qui  prouve  que  les  segments  M' M"  et  SS,  sont  parallèles  et  dans 
un  rapport  constant,  de  sorte  que  la  figure  F",  homothétique  de  F'  par 
rapport  à  Si,  se  déduit  de  la  figure  F'  par  une  translation.  Ces  deux 
figures  sont  donc  égales. 

336.  Si  P  et  P'  sont  deux  points  homologues  des  figures  F,  F',  les 
rayons  PM,  P'M'  sont  parallèles  et  dans  le  rapport  k.  Et,  réciproque- 
ment, s'il  existe  dans  le  plan  des  figures  F,  F'  deux  points  fixes 
P,  P',  tels  que  les  rayons  PM,  P'M'  soient  parallèles  et  dans  un  rap- 
port constant,  M  et  M'  étant  deux  points  variables  de  ces  figures, 
F  et  F'  sont  homothétiques. 

En  effet,  en  désignant  par  [x,  y)  et  {x' ^  y')  les  coordonnées  de  M 
et  de  M',  et  par  (a,  j3)  et  (a',  [3')  celles  de  P  et  de  P',  on  a,  si  les 
figures    sont    homothétiques,   le    centre  ayant    pour    coordonnées 

(^0,  Jo), 

X  =  Xq{i  —  k) -\- kx\         a  =  XQ{i  —  k) -\- k(t' , 


FIGURES   HOMOTHÉTIQUES,    FIGURES   SEMBLABLES. 


297 


d'où 

(3) 


x  —  t  _  y—  p  _ 


X  —a        y 
Et  réciproquement,  en  posant 

a  —  A:  a' 
^0=  — !--> 


yo 


=  k. 


on  déduit  des  équations  (3) 

a;  —  kx'  =  a  —  k<x'  =  aro(i  —  k) 
X  =  Xo(f  —  k)  -\-  kx',     .... 


ou 


D'ailleurs  ces  propositions  se  démontrent  avec  la  plus  grande  faci- 
lité parla  Géométrie. 

337.  Quand  deux  courbes  sont  honiothétiques,  si  l'une  d'elles  a  un 
centre,  l'autre  en  a  aussi  un,  et  ces  deux  courbes  sont  honiothétiques 
directes  et  honiothétiques  inverses. 

En  effet,  soient  C  et  C  deux  courbes  homothétiques  {fig.  87)61  supposons 
que  la  courbe  G  ait  un  centre  O;  soit  S 
le  centre  d'homothétie  que  nous  suppo- 
serons, par  exemple,  directe. 

Considérons  un  point  M  de  la  courbe  G, 

et    son  symétrique   N   par  rapport    au 

centre  O.  Soient  M',  N',  O'   les  points 

homologues  de  M,  0,  N.  On  a,  k  étant 

SO 
le  rapport  d'homothétie,  ^^  —  k\  donc 

le  point  O'  est  fixe  et,  comme  il  est  évi- 
demment le  milieu  de  M'N',  0'  est  un  centre  de  la  courbe  G'. 
En  second  lieu,  la  droite  M'N  coupe  SOO'  en  un  point  S'  tel  que 

S^Ô    _  _ÔM_  _  _^. 

ce  qui  prouve  que  S'  est  fixe  et,  comme  on  a  aussi 

S7<  ÔM 


S' M 


O'N' 


-k, 


les  deux  courbes  G  et  G'  sont  homothétiques  inverses;  mais  on  doit  remar- 
quer que  les  deux  rapports  d'homothétie  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
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Réciproquement,  si  deux  courbes  C  et  C  sont  homothétiques  directes  et 
inverses,  dans  les  rapports  k  et  —  k,  elles  ont  chacune  un  centre. 

Soient  S  et  S'  les  deux  centres  de  similitude;  M  un  point  de  la  courbe  C, 

M' son  homologue  direct  et  N'  son  homologue  inverse;  menons  la  droite  M'N' 

et  par  M  la  parallèle  MO  à  M'N';  la  droite  SS'  coupe  ces  deux  parallèles  aux 

points  0  et  O'.  Je  dis  d'abord  que  O  et  O'  sont  fixes.  En  effet,  les  points  O 

et  O'  sont  conjugués  harmoniques  par   rapport  à  S  et  S',  et  comme  le  rap- 

Â-f-i     ^  ,     ,  OM        ,      ÔM 

-j •  Cela  étant,  -^,,^,  ::=  k,  ■ —  —  k: 

k  —  i  '  O'M'  0']\' 


SO        ,  .OS 

port  KTw  =  k,  on  sait  que 


SO' 


OS' 


Fig.  88. 


donc  O'M'  =  —  O'iN'.  Le  point  O'  est  donc  centre  de  la  courbe  C  et  l'on  en 
déduit,  en  raisonnant  comme  pour  la  proposition  directe,  que  le  point  O  est 
centre  de  la  courbe  C. 

338.  Figures  semblables.  —  Deuxjlgiires  semblables  F,  F'  sont 
deux  figures  telles  que  l'une  d'elles  soit  égale  à  une  homothétique 
de  l'autre.  Mais  il  ne  suffit  pas  que  deux  figures  soient  égales  pour 
que  l'on  puisse  réaliser  leur  coïncidence  par  un  simple  déplacement 
de  l'une  d'elles  dans  leur  plan.  Soient  P,  P'  deux  points  quelcon- 
ques pris  dans  le  plan  d'une  courbe  C  {Jig-  88)  et  soit  M  un  point 
variable  appartenant  à  cette  courbe.  Menons 
le  rayon  P'M'  faisant  un  angle  constant  avec 

— —  pM 

PM   et    tel   que  ■  ==  k.    k   désignant    un 

^        P'M'  ^ 

nombre  constant.  Le  lieu  de  M'  sera  une 
courbe  semblable  à  la  courbe  G.  Mais,  si  l'on 
construit  la  courbe  C"  symétrique  de  C  par 

rapport  à  un  axe  quelconque,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  courbe  C" 

ne  peut  être  obtenue  de  la  même  manière. 

Gela  étant,  pour  trouver  l'équation  générale  des  courbes  semblables 

à  la  courbe  G,  prenons  {Jlg-  89)  deux  axes  quelconques  et  suppo- 
sons que  P'  coïncide  avec  l'origine  des  coor- 
données; alors,  si  le  point  P  est  l'homologue 
de  O  dans  la  première  figure,  nous  savons 
que,  [a,  b)  étant  les  coordonnées  de  P,  l'é- 
quation générale  des  courbes  homothétiques 
de  la  courbe  G  est 

/(a  -H  kx'\  b  -+-  ky")  —  o. 
11  reste  à  faire  tourner  le  rayon  OM"  d'un  angle  constant  autour 


Fig.  89. 
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de  l'origine.  Soient  x' ^  y'  les  coordonnées  de  M';  il  est  clair  que,  si 
l'on  faisait  tourner  en  même  temps  les  axes  de  l'angle  a,  les  coordon- 
nées de  M' par  rapport  aux  nouveaux  axes  :r,  Oyt  seraient  a;",  y;  donc, 
tout  revient  à  un  changement  de  coordonnées;  en  passant  des  axes 
Xi  Oy\  aux  axes  xOy,  on  a,  en  remarquant  que  (O^, ,  Ox)  =  —  a, 

,,      a7'sin(6 -+- a) -)- v'sina               „       — a?'sina-<- y'-t- sin(6  —  a) 
a?  = ; — jr — = >  y  =  —. — â —  • 

L'équation  demandée  est  donc 

-f  ,  a:sin(0 -I- a) -i- y  sina     ,        ,  — a;  sina -+- y  sin(6  —  a)] 

*^   I  sino  sinô  J 

On  peut  mettre  cette  question  sous  la  forme 

/[a  -}-  Â-(aa7-t-  a'j),  b  -\-  k{'^x  -^^'  y)\  —  o, 
avec  les  conditions 

ap'— Pa'=i,         a2-t-p2_^2apcos0  =  1,         a'2-+- p'2-+- 2a'p'cos6  =  1. 

Pour  avoir  les  courbes  de  seconde  espèce,  il  suffit  de  permuter 
x'  et  jk'?  car  cela  revient  à  retourner  la  courbe  obtenue  autour  de  la 
bissectrice  de  l'angle  xOy^  ainsi  qu'on  le  vérifie  facilement. 

Coniques  homothétiques. 
339.   Soit 

(i)  /(^j  y)  =  Aa72-+-  aBipy  4-  C_y2-t-  i\ix  -f-  aEj^-f-  F  =  o 

l'équation  dune  conique.  L'équation  d'une  courbe  homothétique  est 

de  la  forme  Ir 

f{a-^kx,  \-^  ky)  ^o, 

c'est-à-dire 

(2)  /(a,  b)  ^k{xf'^-^yf',,)  +  A-2cp  (a^,  j)  =  o, 

ce  qui  montre  déjà  que  la  courbe  homothétique  d'une  conique  est 
une  seconde  conique.  Gela  posé,  proposons-nous  de  trouver  à 
quelles  conditions  deux  coniques  sont  homothétiques.  A  cet  effet, 
soit 

(  3)  k'x^ -4-  iWxy  -r-  C'y-   -  2  \)'x  -f-  i. E'y  -f-  F'  =  o 
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l'équation  d'une  nouvelle  conique.  Pour  que  les  équations  (i)  et  (3) 
représentent  deux  courbes  homothétiques,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
puisse  déterminer  a,  6,  A' de  façon  que  les  équations  (2)  et  (3)  repré- 
sentent la  même  courbe.  On  voit  déjà  que  les  coniques  (1)  et  (2)  ont 
les  mêmes  directions  asymptotiques;  donc,  pour  que  la  conique  (3) 
soit  homothétique  à  la  conique  (i),  il  est  nécessaire  qu'elle  ait  les 
mêmes  directions  asymptotiques;  autrement  dit,  les  coefficients 
A',  B',  C  doivent  être  respectivement  proportionnels  aux  coefficients 
A,  B,  G.  Supposons  ces  conditions  remplies;  de  sorte  que  A'=)^A, 
B'=XB,  C'  =  XG.  Pour  simplifier,  nous  pouvons  diviser  tous  les 
coefficients  de  l'équation  (3)  par  \^  ce  qui  donne  l'équation 

(4)  kx'^-\-  i^xy  -^,-  G^2-t-  2Dia7-T-2EijK-i-Fi==  o, 

DD     1-,  E      T-,  F 

Cela  posé,  pour  qvie  les  équations  (2)  et  (4)  soient  identiques,  il 
faut  et  il  suffit  que  a,  6,  k  vérifient  les  conditions  suivantes  : 

en  remplaçant  la  dernière  condition  par  celle-ci  : 

/(a,  b)  -  ^^  (af'^-^bf,)  =  /c2Fi  -  k(aDi  4-  BE,  ), 
ces  conditions  reviennent  aux  suivantes  : 

(5)  Aa-+-B6-4-D  — ADi=o, 

(6)  Ba-hG6  +  E  —  A-Ei  =  o, 

(7)  (D  +  A:Di)a-i-(EH-A'Ei)6-hF  — A:2Fi  =  o. 

Pour  discuter  ce  système,  nous  distinguerons  deux  cas  : 
1°  AC  —  B^^  o.   Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  a  et  6  en 
fonction  de  A*.  En  remplaçant  a  el  b  par  leurs  valeurs  dans  (7),  on 
aura  une  équation  qui  déterminera  k;  cela  revient  à  éliminer  a  et  b 
entre  ces  trois  équations  du  premier  degré,  ce  qui  donne 

(8) 

D 

Le  développement  de  ce  déterminant  ne  présente  aucune  difficulté. 


A 

B 

D 

-A  Di 

B 

G 

E- 

-A  E, 

-A-D, 

E  +  AE, 

F- 

-A^Fi 

A 

B 

D 

B 

G 

E 

D-:   AD, 

E-.- AE, 

F 

A 

B 

D, 

B 

G 

E, 

-A:D, 

E- 

4- A  El 

A  F, 
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On  peut,  en  cfTet,  le  remplacer  d'abord  par 


-k 


enfin,  en  décomposant  chacun  de  ces  déterminants  en  deux  autres  et 
simplifiant,  on  obtient 

(9)  ^-k^^l=-o, 

où  A  et  A,  sont  les  discriminants  des  polynômes  (i)  et  (4). 

D'ailleurs,  on  voit  que,  si  k  =  o,  le  déterminant  (8)  se  réduit  à  A  : 

en  le  divisant  par  A-  et  posant  ensuite  t  =  o,  on  trouve  A,  ;  donc  le 

coefficient  de  A"-  est  A,  ;  enfin  ce  déterminant  ne  change  pas  quand 
on  change  k  en  —  A",  donc  il  ne  contient  pas  de  terme  en  A".  Il  a 
donc  bien  la  forme  (9). 

On  trouve  ainsi  pour  k  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
Ce  résultat  s'explique,  puisque  les  deux  courbes,  ayant  chacune  un 
centre,  doivent  être  à  la  fois  homothétiques  directes  et  inverses. 

A  chacune  des  valeurs  de  A'  correspond  un  centre  d'homothétie 

111'  ^  b 

dont  les  coordonnées  sont  x^^  =  —^si.''  ^"0=    _  .  • 

Si  —  =  I  >  le  centre  direct  est  à  l'infini  et  le  centre  inverse  a  pour 

coordonnées  -?  -•  Il  peut  arriver  cependant  que  a  =  o,  b=^o,  k  =  i: 

alors  Xo  et  y^  sont  indéterminés.  Et,  en  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les 
équations  (5),  (6),  (7)  donnent  D  =  D,,  E=  E,,  F  =  F,  ;  les  deux 
coniques  sont  confondues  et  le  centre  d'homothétie  directe  est  évi- 
demment indéterminé;  le  centre  d'homothétie  inverse  est  le  centre. 
11  reste  à  savoir  si  A'  est  réel;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que 
A  et  A,  aient  le  même  signe.  Si  les  coniques  sont  du  genre  ellipse,  la 

condition  v-  >  o  exprime  qu'elles  sont  toutes  les  deux  réelles  ou 

toutes  les  deux  imaginaires. 

Pour  deux  hyperboles,  la  condition  précédente  exprime  que  les 
deux  courbes  doivent  être  situées  dans  les  angles  correspondants  de 
leurs  asymptotes  respectives,  c'est-à-dire  dans  les  angles  que  l'on 

peut  faire  coïncider  par  une  translation.  Lorsque—  <^o,  l'une  des 

hyperboles  est  homothétique  à  la  conjuguée  de  l'autre. 
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Il  reste  à  examiner  le  cas  où  A  ou  bien  A,  serait  nul.  Si  l'on  sup- 
pose que  A  tende  vers  zéro,  on  voit  que  k  tend  aussi  vers  zéro,  et  x^, 
Yf^  deviennent  les  coordonnées  du  centre  de  laconique  rectiligne  (i). 
Si  A,  tend  vers  zéro,  k  augmente  indéfiniment;  enfin,  si  A  et  A,  de- 
viennent nuls,  la  valeur  de  k  cesse  d'être  déterminée.  Il  est  facile 
de  se  rendre  compte  de  ces  résultats.  En  effet,  si  l'on  considère  une 
hyperbole  et  ses  asymptotes,  en  portant  sur  chaque  rayon  OM  issu 
du  centre  une  longueur  égale  à  OM  X  A-,  si  A"  =  o  et  si  OM  a  une 
valeur  finie  OM  x  /:  =  o,  ce  qui  donne  le  centre  pour  point  corres- 
pondant à  M;  mais,  si  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  l'une  des 
branches,  le  produit  OM  x  k  est  indéterminé  et  le  point  M'  est  l'un 
quelconque  des  points  de  l'asymptote  correspondante.  Enfin,  quand  il 
s'agit  de  deux  droites  concourantes,  on  vérifie  bien  facilement  que 
ces  deux  systèmes  sont  homothétiques,  le  centre  d'homothétie  étant 
l'un  quelconque  des  points  situés  sur  la  ligne  joignant  les  centres  de 
ces  deux  coniques  rectilignes,  le  rapport  de  similitude  pouvant  avoir 
une  valeur  quelconque. 

2"  AG  —  B^  =  o.  Les  coniques  sont  du  genre  parabole.  Suppo- 
sons qu'elles  soient  des  paraboles  proprement  dites.  Soit,  pour 
fixer  les  idées,  A=z^o.  Les  équations  (5)  et  (6)  sont  incompatibles, 
à  moins  qu'elles  ne  se  réduisent  à  une  seule,  ce  qui  exige  que 

^     .  -         AE-BD 

^''^^  ^^  AE.-BD/ 

d'ailleurs  les  équations  (5)  et  (7)  donnent,  pour  a  et  6,  des  valeurs 
acceptables,  car  le  déterminant  du  système  de  ces  deux  équations  ne 
peut  être  nul. 

L'équation  (g)  subsiste  encore. 

Si  l'une  des  paraboles  dégénère  en  deux  droites  parallèles,  h  de- 
vient nul  ou  infini,  et  enfin  k  est  indéterminé  si  les  deux  paraboles 
sont  dégénérées. 

340.  Théorème.  —  Pour  que  deux  coniques  à  centre  soient  ho- 
mothétiques, il  faut  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient  parallèles 
et  proportionnels. 

Considérons  en  eff'et,  par  exemple,  deux  ellipses  réelles  homothé- 
tiques ;  les  termes  du  second  degré  de  leurs  équations  étant  les  mêmes, 
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à  un  facteur  près,  les  équations  en  S  relatives  à  ces  ellipses  sont  iden- 
tiques, d'où  l'on  conclut  que  leurs  axes  sont  parallèles  et  proportion- 
nels. Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  les  termes  des  équations  ré- 
duites ont  des  coefficients  proportionnels,  et,  comme  les  axes  de 
coordonnées  correspondants  sont  parallèles,  les  équations  des  deux 
ellipses  rapportées  à  deux  axes  quelconques  auront  les  mêmes  termes 
du  second  degré,  à  un  facteur  près. 

Raisonnement  identique  pour  deux  hyperboles;  dans  ce  cas,  les 
axes  transverses  sont  parallèles,  ainsi  que  les  axes  imaginaires  et  les 
axes  de  même  nature  sont  proportionnels.  Si  les  axes  de  natures  dif- 
férentes sont  parallèles  et  proportionnels,  l'une  des  hyperboles  est 
homothétique  à  la  conjuguée  de  l'autre. 

On  établit  encore  ces  propositions  en  remarquant  que,  si  deux  co- 
niques à  centre  sont  homothétiques ,  les  rayons  vecteurs  issus  des 
centres  et  parallèles  sont  dans  un  rapport  constant,  et  réciproque- 
ment. 

341.  Théobème.  —  Pour  que  deux  paraboles  soient  homothé- 
tiques, il. faut  et  il  sujffit  que  leurs  axes  soient  parallèles. 

En  effet,  pour  que  les  axes  de  deux  paraboles  soient  parallèles,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  termes  du  second  degré  de  leurs  équations 
soient  identiques  à  un  facteur  près. 

342.  Corollaire.  —  Deux  paraboles  quelconques  sont  semblables; 
en  effet,  en  faisant  tourner  une  parabole  P  autour  d'un  point  pris 
dans  son  plan,  de  manière  que  son  axe  devienne  parallèle  à  celui 
d'une  parabole  P',  elle  devient  homothétique  à  celle-ci.  Le  rapport 
de  similitude  est  égal  au  rapport  des  deux  paramètres.  En  effet,  con- 
sidérons une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  som- 
met ;  son  équation  étant 

y^  —  ipx  —  o, 
l'équation  d'une  courbe  homothétique  par  rapport  à  l'origine  sera 

Ic^y-  —  npkx  =  o 


ou 


•xpx 
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P  . 


en  appelant/»'  le  paramètre  de  la  parabole  obtenue,  on  a  bien  k 

c'est  d'ailleurs  ce  que  donne  la  formule  (lo).  La  grandeur  d'une  pa- 
rabole ne  dépendant  que  de  la  valeur  de  son  paramètre,  on  en  con- 
clut encore  que  toutes  les  paraboles  sont  semblables. 

Les  théorèmes  précédents  sont  des  cas  particuliers  de  propositions 
plus  générales. 

343.  Théorèmk.  —  L'équation 

(i)  f{x,y,a)  =  o, 

dans  laquelle  a  désigne  une  longueur  variable,  représente  une  famille 
de  courbes  homothétiques  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 

En  effet,  soient  a,  a'  deux  valeurs  du  paramètre;  posons  a  =^  ka' .  La 
courbe  homothétique  de  la  courbe  (i),  k  étant  le  rapport  de  similitude,  a 
pour  équation 

f{kx,  kj,   a  )  ^=  o 
ou 

f(kx,ky,ka')  =  o. 

Mais,  en  vertu  du  principe  de  l'homogénéité,  cette  équation  n'est  autre  que 

(2)  f(x,y,a')  =  0; 

donc  les  équations  (i)  et  {■2)  représentent  des  courbes  homothétiques  par 
rapport  à  l'origine. 

344.  Théorème.  —  L'équation 

f(x,y,a,b,c)  =  o, 

a,  b,  c,  ...  désignant  des  longueurs,  représente  des  courbes  homothétiques 
quand  on  fait  varier  proportionnellement  ces  paramètres. 

En  effet,  si  a  =  ka',  b  =  kb\  c  =  kc',  l'équation 

f{kx,  ky,  ka\  kb\  kc' )  —  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

f(x,y,a',  b',c')  =  0. 

De  là  résulte  que  deux  courbes  planes  G,  G'  étant  données,  si  l'on  peut  dé- 
placer l'une  d'elles  dans  son  plan  de  façon  que  les  deux  courbes  soient,  après 
ce  déplacement,  représentées  par  deux  équations  de  la  forme 

fi^,7,  a,b,c,  ...)  =  o,        f{x,y,  «',  b',  c',  .  . .)  =  o. 


FIGURES   nOMOTIIÉTIQUCS,    FIGURES   SEMBLABLES.  3o5 

a.  b,c,  . . .,  a',  b',  c',  ...  désignant  des  longueurs,  et  que  l'on  ait 

a        b        c         _ 

a         h'        <■'  ' 

les  deux  courbes  données  sont  semblables  et  le  rapport  de  similitude  est  égal 
à  k.  En  particulier,  pour  que  deu\  coniques  à  centre  soient  semblables,  il 
faut  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient  proportionnels;  dans  le  cas  de  deux  hy- 
perboles, le  rapport  des  axes  réels  devra  être  égal  au  rapport  des  axes  ima- 
ginaires. 

343.  Problème.  —  Étant  donnée  V éq nation  f{x,  y)  =  o  d'une  conique  à 
centre,  trouver  l'équation  de  la  conique  concentrique  et  homothétique 
dans  le  rapport  k. 

Si  l'on  pose  x  =  x^^-^-  x  ,  y  =  y^-^ y' -^  ^o>  J'o  étant  les  coordonnées  du 
centre,  l'équation  donnée  devient 

0 

la  conique  homothétique  a  pour  équation,  par  rapport    aux   nouveaux  axes, 

Mais,  comme 

A 

son  équation  est,  par  rapport  aux  anciens  axes, 

I  —  A2   A 

En  particulier,  si  A  ==  i,  on  retrouve  l'équation  de  l'hyperbole  conjuguée; 
pour  k  infini,  on  obtient  l'équation  da  faisceau  des  asymptotes. 

346.  Problème.  —  Étant  données  les  équations  de  deux  coniques,  ex- 
primer que  ces  coniques  sont  semblables  dans  le  rapport  k. 

Soient  a,  b  les  demi-axes  de  la  première  conique  et  a' ,  b'  les  demi-axes 
respectivement  de  même  nature  de  la  seconde;  il  s'agit  d'exprimer  que 

a  =  ka' ,         b  =  kb'. 

En  appelant  Si  et  Sj  les  racines  de  l'équation  en  S  relative  à  la  première 

conique,  on  a 

A  A 

a2  =  —  ^.- ,  62  =  —  j,  -  • 

obi  «iS., 

NiEWENQLOWSKI.  —    G.  an.,   I.  20 
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Pareillement 

a^  —  —  ;^7ër  »  ft  2  —  —  __^ , 

d'où 

S'.  =  Si  X  ^  A:2,  s;  :=  S,  X  ^  kK 

Il  s'agit  donc  d'exprimer  que  les  racines  de  l'équation 
S2sin20  —  Tj'S  +  o'=o 
sont  égales  à  celles  de  l'équation 

S2  sin2  0  —  ï)  S -+- 0  =  o, 

A'o 
multipliées  par  — ~,  k-,  c'est-à-dire  égales  aux  racines  de  l'équation 

S2sin20-^,A-2riS+^,-/c^a:=o. 


Les  conditions  demandées  sont 


^  ^    _  /..i  <^^ 


,    =  k'i       ,  .,    -    . 

A'  A  o'  0 

En  particulier,  pour  que  deux  coniques  soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  que 

8'r)'  07)  7)'2  7)2 

A  0  0 

On  aurait  pu  aussi   se  servir   de   l'équation   aux  carrés  des  longueurs  des 
demi-axes. 

Autre  méthode.  —  Remarquons  d'abord  que  si   une   équation  du  second 
degré  a  pour  racines  a  et  -  ^  elle  peut  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 


X  -\ =  a  -i » 

X  a 

et  réciproquement. 

Cela  posé,  pour  exprimer  que  deux  coniques  sont  semblables,  il  suffit  d'ex- 
primer que  les  racines  de  l'équation  en  S  de  l'une  sont  proportionnelles  aux 
racines  de  l'équation  en  S  de  l'autre.  Mais,  en  désignant  ces  racines  par  Sj, 

S  S'  S' 

Sj  et  par  S'j,  S',,  on  doit   exprimer   que  k^  est  égal  à  ^  ou  à  ^  ;   on  doit 

donc  poser 

Ol  O2  0|  0-> 

s;  "^  s;  ""  s7  "^  st 
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OU,  en  ajoutant  '2  à  chaque  membre, 

Si  Sj  Sj  Sj 

c'est-à-dire 


Cette  méthode  élégante  est  due  à  M,  G.  Darboux. 
Si  l'on  suit  cette  méthode,  pour  écrire  que  le  rapport  de  similitude  est  égal 

à  k,  il  suffit  de  poser  S'i -4- S'^  =  .-k?  A'^(Si  + S2)  ou  7}'=  .-ktA-^tq,   ce    qui 

donne  la  condition  trouvée  plus  haut. 


■ •090 


CHAPITRE  XIV. 

THÉORIE  DES  TANGENTES  ET  DES  NORMALES. 


Définition  des  points  multiples  dans  les  courbes  algébriques. 

347.  Soient  A (rt,  b,  c)  un  point  d'une  courbe  algébrique  ayant 
pour  équation  f(x,y,  z)  =0  et  (^,^,  z)  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  P  du  plan  ;  les  expressions  a  -{-  Xa;,  b  -+-  Xy,  c  -f-  )^^  sont 
les  coordonnées  d'un  point  M  pris  sur  AP;  ce  point  sera  l'un  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  donnée  et  de  la  sécante  AP,  si  X  est 
racine  de  l'équation  /(a  -{-"kx,  b -{-Xy^  c  -{-"kz)  =  o  ou,  en  déve- 
loppant, 

(0      /(«,  f>,  c)  -+-  ^(■^/a  +  JK/;>+  -/c-)-+-  —  (^/«-+-7/Â-+--/r')2-4-.  .  .=  O. 

Le  terme  constant  est  nul,  puisque  A  est  pris  sur  la  courbe/*;  si 
l'une  au  moins  des  dérivées/^,  /^,  /^  est  différente  de  zéro,  et  si  l'on 
donne  à  x,  y,  z  des  valeurs  arbitraires,  ou,  d'une  manière  plus  pré- 
cise, si  l'on  suppose 

l'équation  (i)  en  X  a  une  racine  nulle  et  m  —  i  racines  différentes  de 
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zéro;  si,  au  contraire,  on  suppose /^=  o,  f\  =  o,  /^=  o,  quelle  que 
soil  la  direction  de  la  sécante  AP,  l'équation  (i)  a  au  moins  deux  ra- 
cines nulles.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  considérer  deux  cas  : 

1°  Au  point  A,  l'une  au  moins  des  dérivées  f^^  j',j,  f'^  est  dif- 
férente de  zéro. 

Alors,  toute  sécante,  autre  que  celle  qui  est  représentée  par  l'é- 
quation 

coupe  la  courbe  en  un  seul  point  confondu  avec  A  et  en  /w  —  i  autres 
points,  tous  différents  de  A.  On  dit  alors  que  le  point  Aest  un/jom/ 
si  ni  pie. 

2°  Chacune  des  dérivées  f'^,  /^,  f[.  est  nulle. 

Si  l'on  suppose  y^=o,  f^=:o,  f^^o,  on  en  déduit  d'abord 
f{a,,  b,  c)  =  o  et,  par  suite,  le  point  A  est  sur  la  courbe.  En  second 
lieu,  toute  sécante  menée  par  le  point  A  a  au  moins,  avec  la  courbe/!, 
deux  points  communs  confondus  avec  le  point  A  et,  par  suite,  au 
plus  m  —  2  points  distincts  de  A.  On  dit  alors  que  le  point  A  est 
un  point  multiple  de  la  courbe  f;  et  l'on  ajoute  que  c'est  un  point 
multiple  d'ordre  p,  si  toute  sécante  qui  j  passe,  rencontre  la  courbe 
au  moins  en  p  points  confondus  avec  A. 

On  peut  remarquer  que  si  le  point  A  est  un  point  simple  à  dis- 
tance finie,  l'une  au   moins  des  dérivées  f'^  ou  f^  est  différente  de 

zéro,  quand  on  suppose  que  —  ?  =^  sont  les  coordonnées  cartésiennes. 

En  effet,  l'identité  d'Euler  af^-h  bfl^ -\- cf^^  mf(a,  b,  c)  nous 
montre  que,  si  nous  supposons  /"^  =  o,  /^=  o,  f{a,  b,  c)  =  o,  il  en 
résulte  que  cf^  =  o',  or  le  point  A  est  à  distance  finie  par  hypo- 
thèse, donc  c^o;  par  suite,  si  l'on  supposait  y^=r  o  ety^  =  o, 
on  aurait  aussi  fc=  o  et  le  point  A  serait  un  point  multiple. 

Application  aux  courbes  du  second  degré. 

348.  Un  point  multiple  d'une  courbe  du  second  degré  est  un  point 
double.  Cherchons  si  une  courbe  du  second  degré  peut  avoir  un 
point  double. 
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Remarquons  d'abord  que  si  A  est  un  point  double  d'une  conique 
et  si  M  est  un  point  quelconque  de  cette  même  conique,  la  droite  AM 
appartient  tout  entière  à  cette  conique  qui,  par  suite,  dégénère  en 
un  système  de  droites.  En  effet,  AM  a,  dans  ce  cas,  au  moins  trois 
points  communs  avec  la  courbe  du  second  degré  donnée  :  donc  AM 
fait  partie  de  cette  courbe.  D'ailleurs  on  suppose  /^=:/^=/^  =  o, 
/(vC,  y,  ^)  =  o;  il  en  résulte  que  /(a-i-Xx,  b-\-\y,  c  -{-\z)^o^ 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  X;  car,  en  développant,  on  voit 
que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  A  sont  nuls. 

En  second  lieu,  si  A  et  B  sont  deux  points  doubles,  tout  point 
de  AB  est  un  point  double;  si  l'on  suppose 

fa  =  o,        /'/,  =  O,        /;,  =  O         et        /;-  =  o,         fl'  =  o,        /[.■  =  o, 

on  en  déduit /;^).„,=  o,  /,;^>/,,=  o,  fr+ir  =  o. 
Par  hypothèse, 

Aa-hB6-r-Dc  =  o,         Aa'-t-B6'-i-Dc'=o; 

donc 

X(a-h'ka')  -^B{b  +  Ib')  -h  D{c  -hic')  =  o,         

Cela  étant,  les  coordonnées  d'un  point  double  doivent  vérifier  les 
trois  équations 

Xx -^By -JtDz  =  o,         B:r -I- C^-l- E^  =:  o,         Dx -h  Ey -\-¥ z  =  o. 

Pour  que  ce  système  admette  des  solutions  autres  que 
X  =  y  =  z  =  o,  il  faut  supposer  A  =  o. 

Donc,  i"  A^o;  la  conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole,  ou 
une  parabole.  Aucune  de  ces  courbes  n'a  de  point  double. 

2°  A  1=  o.  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres. 

(a).  L'un  des  mineurs  de  A  est  différent  de  zéro;  les  équations 
précédentes  se  réduisent  à  deux;  il  n'y  a  qu'un  seul  point  double  A. 
Soit  M  un  point  de  la  conique  différent  de  A;  ce  point  est  simple. 
La  droite  AM  fait  partie  de  la  conique  et  tous  ses  points,  sauf  A, 
sont  simples.  Une  sécante,  menée  par  M,  coupe  donc  laconique  en  un 
autre  point  simple  M';  la  droite  AM'  fait  aussi  partie  de  la  conique; 
donc  celle-ci  se  compose  de  deux  droites  AM,  AM'.  On  obtient  ainsi 
deux  droites  distinctes  concourantes  ou  parallèles;  leur  point  de 
concours  à  distance  finie  ou  infinie  est  le  point  double. 

(b).  Tous  les  mineurs  de  A  sont  nuls;  les  équations  se  réduisent  à 
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une  seule  qui  représente  une  ligne  de  points  doubles  et  la  conique  se 
réduit  à  cette  ligne  double.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  A  =2^  o, 
cette  ligne  a  pour  équation 

Kx  -\-  BjK  +  Dz  =  o 
et,  dans  ce  cas, 


Théorie   générale   des   tangentes. 

349.  Equation  de  la  tangente  en  un  point  simple.  —  Nous 
savons  déjà  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point 
d'une    courbe  rapportée   à   deux  axes   quelconques   est    égal  à   la 

dérivée  y'^  ou  -~  de  l'ordonnée  y  par  rapport  à  l'abscisse  du  point 
de  contact. 

Nous  pouvons  ajouter  que  l'existence  de  la  tangente  est  assurée  en 
tout  point  simple  d'une  courbe  algébrique.  En  effet,  les  coordon- 
nées x,  y  vérifient  l'équation  f{x,  j-)  =  o;  en  outre,  nous  savons 
que  les  dérivées  y^  et  f'y  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux  en  un 
point    simple;    soit,    par    exemple,   /^^o.    Alors,    on    sait    que 

y'a;= —  tt;  donc  l'équation  de  la  tangente  au  point  {x,  y)  est 


/ 


r 


J  y 


ou 

Il  est  bien  évident  que,  si  l'on  suppose  /y=  o,  /l^  o,  l'équation 

que  nous  venons  de  trouver  est  encore  légitime,  car,   dans  ce  cas, 

tïX  ,.      .  ,  .  ,  ,  . 

—  a  pour  limite  zéro  et,   par  suite,  la  tangente   a  pour  équation 

X  —  07  =  0;  elle  est  parallèle  à  l'axe  des  j^. 

L'équation  (i)  convient  en  général  à  une  courbe  quelconque,  algé- 
brique ou  non,  pourvu  que  l'une  des  dérivées  /^  ou/^  soit  différente 
de  zéro.  Mais,  si  l'on  suppose /^.=  o,  /y=  o,  elle  ne  représente  plus 
rien  ;  c'est  ce  qui  arrive  en  un  point  multiple.  Nous  nous  occuperons 
de  ce  cas  plus  loin. 

En  employant  des  coordonnées  homogènes,  on  donne  une  autre 
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forme  à  l'équation  (i).   Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  courbe  algé- 
brique de  degré  m  et  posons 

d  ou 
Posons 

K{^,y,  z)^^{x,y,z), 
d'où 

f'x=  ^'xi^:  r.  0  =  ?  {^r,  y,  i),         f'y=  ^'y{x,  y,i)^^  (x,  y,  l). 

Avec  ces  notations,  l'équation  (i)  devient 

(2)  Xf{x,y,  i)-\-Y'^{x,y,  i)  —  [xt^(x,y,  i) -hy '^{x,  y,  1)]  =  0. 
Mais  l'identité  d'Euler,  que  l'on  peut  écrire 

x^{x,y,  z)-hy<\>{x,y,  z)-+-z^{x,y,  z)  =  niF(x,y,  z), 
donne,  pour  ^  ^  1 , 

(3)  xif{x,y,  i)+y'i^{x,y,  i)  +  {){x,y,  i)  =  mf{x,y)  =^  o. 

11  en  résulte  que  l'équation  (2),  en  tenant  compte  de  l'égalité  (3), 
prend  la  forme  suivante  : 

(4)  \o(x,y,i)-+-^'!^iT,y,i)-h(iix,y,i)  =  o. 
On  l'écrit  sous  cette  forme 

(^)  x/:,+  Y/;.+z/i  =  o, 

en  convenant  de  faire  Z  =  ^  =  i  ;  de  sorte  quey^  désigne  alors  la 
dérivée  F'.(^x,y,  z)  pour  5  =  1 ,  c'est-à-dire  0(x,jk7  i)- 

Mais  il  est  inutile  de  conserver  la  restriction  précédente.  En 
effet,  en  se  servant  de  coordonnées  homogènes,  l'équation  (4) 
devient 


Krf  ■)-^(rr')-»(i'v-)=- 


et,  par  conséquent,  en  multipliant  tous  les  termes  par  Zs"'   '  et,  en 
se  rappelant  que  les  dérivées  du  premier  ordre  des  fonctions  homo- 
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gènes  de  degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  —  i,  on 

obtient 

X  o{x,y,  z)  -^Y'^(x,y,z)^Z  0(;r,7,  z)  =  o, 


c'est-à-dire 


XF;^4-YF;.-i-ZFl 


Telle  est  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  (x,  y,  z)  d'une 
courbe  représentée  en  coordonnées  homogènes  par  l'équation 

F{T,y,z)  =  o. 

3oO.  Autre  méthode.  —  On  peut  obtenir  l'équation  précédente 
par  une  nouvelle  méthode  qui  s'applique  aux  coordonnées  trili- 
néaires. 

Soient /(j:,  j^,  :;)  =  o  l'équation  d'une  courbe  et  (a,  ^,  c)  les 
coordonnées  d'un  point  A  pris  sur  cette  courbe;  soient  P  un  point, 
a.',  y^  z  ses  coordonnées.  Nous  avons  vu  qu'on  détermine  les  points 
communs  à  la  sécante  AP  et  à  la  courbe  donnée,  au  moyen  des 
racines  de  l'équation  fi^a  +  Ax,  b  +  ly,  c-\-  "kz)  =  o,  c'est-à-dire, 
puisque  /{a,  b,  c)  =  o, 

La  sécante  AP  coupe  la  courbe  au  point  A;  pour  qu'un  second 
point  d'intersection  M  vienne  se  confondre  avec  A,  il  faut  et  il  suffît, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  que  xf'^-\-yfl^-\-  zf'^=  o. 

Cette  équation,  dans  laquelle  on  regarde  x,jk,  z  comme  étant  les 
coordonnées  courantes,  représente  donc  une  droite  qui  rencontre  la 
courbe  au  moins  en  deux  points  confondus  avec  le  point  A;  c'est  la 
tangente  en  A,  pourvu  que  l'une  au  moins  des  quantités  f[^ ,  f\ ,  /|.  soit 
différente  de  zéro,  c'est-à-dire  que  le  point  A  soit  simple. 

351.   Tangente  à  une  courbe  du  second  degré.  —  Soit 

xS.x--\- -iBxy +  Cy^-^  •xDx -^  ilîLy -^¥  =  o  ' 

1  équation  d'une  courbe  du  second  degré.  L'équation  de  la  tangente 
au  point  (x,,  jKi  )  est 

«•(A/r, -f-  B7i-i-D)-4-7(B^i-{-C7, -^  E)-t-  D:rl^-EJ'l^-F  =  0, 
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OU 

kxxi  -H  B  (^j'i  -f- 7J?i  )  H-  Gxr,  +  D  (a;  -^  x,  )  4-  E  (7  +  7i  )  +  F  =  o, 
avec  la  oondilion 

S.x\  +  2  Br,  j'i  -I-  Ç.y\  +  2  D j?i  -t-  2  E^i  -i-  F"  =  o. 

De  même,  si  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  trilinéaircs 

est 

Xx^  -f-  S.'y'^  -+-  y  z^  -\-  -2 hyz  -+-  a  B'^^  -h  2  W xy  =  o, 

la  tangente  au  point  x,,  jKo  ^i  aura  pour  équation 

S.XXX  -H  A>7i  -H  A";52i  +  B  {yzi  -f- ^j,)  +  B'(2a7i  -h  j?^i)  +  B" {xy^  -+-  jxi)  =  o, 

Xi,yi,Zi  vérifiant  la  condition 

Xx\-\-  A'y'l  -+-  A"z\-\-  2B_/j^i-i-  2B'^i^i  +  2B"a:i^i  =  o. 

'.nrl.  Remarque.  —  L'équation 

Xx{xi-^Xi)-+-  iV  yiy^-^  y.2)  +  k"  z{zi-k-  z^,)  -\-  B  [jk(-Si-H  z^,) -^  ziyi^y^)] 

-\-B'  [z  {xi-\-x^  -^-x{zi-¥-  Zi)] 
^W[x{yi+y2)-^y{xi  +  Xi)] 
=  Aa7i^2+ A'jij,-!- A"5,^2-H  B(7,52+^ijK2) 

+  B' (^1  j-2 •+- ^2  52 ) -H  B"( j-172 +ri -^2 ) 

représente  la  corde  passant  par  les  points  Mi{xi,  yi,  zi),  Mi{Xi.  y-j,  z^) 
quand  on  suppose  ces  points  sur  la  courbe  donnée.  Si  ^2»  ^2)  ^2  deviennent 
proportionnera  j^i,  y^,  Zi,  c'est-à-dire  si  M2  se  confond  avec  Mi,  on  retrouve 
l'équation  de  la  tangente  en  Mi. 

3o3.  Problème.  —  En  désignant  par  a,  p,  . . .,  X  des  fonctions  linéaires 
des  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  trouver  l'équation  de  la  tangente  en 
un  point  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  f{<x,  ^,  .  .  .,  X)  =  o. 

Soient 

a  =  ax  ■+■  by  -\-  c,         ^  =  o'x  ■+-  b' y  -\-  c' ,         .... 

Appelons  xi,y\  les  coordonnées  du  point  donné  et  «1,^1,  ...,).i  ce  que 
deviennent  les  fonctions  a,  p,  ...,X  quand  on  y  substitue  xi  el  yi  à.  x  ely. 
Si  l'on  désigne  par  F  {x,  y)  la  fonction  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans 
/(a,  p,  , . .,  X)  les  fonctions  composantes  par  leurs  expressions  en  x  et  y,   de 

sorte  que 

F(:r,7)^/(a,p,  ...,X), 


3l4  CHAPITRE   XIV. 

il  s'agit  d'exprimer 

au  moyen  des  données.  Or 


dF  df  ,  df  dF        ,    df        ,,  df 

ox^  aai  (?pi  oyy  oxi  dp, 

donc 

,  dF        ^  .dF 

Mais 
L'équation  de  la  tangente  au  point  ai,  ^i,  . . . ,  Xj  est  donc 

(,_.,)|^(ji_p,)|:+...^o.-x,)|=o. 

Si  la  fonction  /{a,  p,  . . . ,  X)  est  homogène  et  que 

a  =  ax -h  by -]- cz,         ^  =  a'x -\- b'jy -\- c' z,         ..., 

de  façon  que 

/(a,  ^,...,l)^F{x,y,z), 

l'équation  de  la  tangente  est,  au  point  Xi,  yi,  zi, 


dF  dF  dF 

X 

Or 


^d^,^^df,^^dr,=-- 


dF  df        ,  df 

dz\  doLj  d'^i 

On  en  conclut  que  l'équation  de  la  tangente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

4/        «   àf  .    df 

354.    Tangente  à  l'origine.  —   Considérons  un  arc  de  courbe 
passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  soit  M  un  point  pris  sur  cet 

arc;  le  coefficient  angulaire  de  OM  est  égal  à  —,  a:  ely  étant  les  coor- 
données du  point  M.  Si  le  point  M  s'approche  indéfiniment  de  l'ori- 
gine, en  restant  sur  l'arc  considéré,  le  rapport  -  aura  pour  limite  le 


THÉORIE    DES    TANGENTES.  3l5 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  O  et,  réciproquement,  si  - 

tend  vers  une  limite  déterminée,  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente en  O  sera  égal  à  cette  limite. 

Par  exemple,  soity  =  sin^c.  Cette  équation  définit  une  courbe  qui 

passe  par  l'origine;  le  rapport  • ayant  pour  limite  i  quand  x  tend 

vers  zéro,  on  en  conclut  que  cette  courbe  est  tangente  à  l'origine  à  la 
bissectrice  de  l'angle  xOy. 

Considérons  une  courbe  algébrique  passant  par  l'origine  ;  son  équa- 
tion ne  contiendra  pas  de  terme  constant;  en  l'ordonnant  par  groupes 
homogènes  de  degrés  croissants,  elle  sera  de  la  forme 

ax  -\-  by  -\-  cx^  -h  dxy  -\-  ey^  H- . . .  =  o . 

Si  nous  posons  x  =  ap,  y=  pp,  nous  obtenons  l'équation  aux  p 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  sécante  menée  par  l'o- 
rigine et  dont  la  direction  a  pour  paramètres  a,  p,  savoir 

p(aa  -H  6j3)-hp2(ca2-i-  doi^^-h  e'^^)  ■+-...  —  o. 

Cette  équation  a  une  racine  nulle,  et  une  seule,  tant  qu'on  suppose 
aa  4-  ^  ^  ^  o  5  mais,  si  la  sécante  coïncide  avec  la  droite  ayant  pour 

équation 

ax  -i-  ùy  =^  o, 

deux  au  moins  des  points  d'intersection  seront  confondus  avec  l'o- 
rigine et,  par  suite,  cette  droite  est  la  tangente  à  l'origine. 
D'ailleurs,  en  posant  y  =  tx^  l'équation  de  la  courbe  donne 

x{a^  bt)-{-  x^{c-\-  dt-^  et^)  -^. .  .  —  o, 

équation  qui  admet  une  racine  nulle;  en  supprimant  cette  racine,  on 

obtient 

a  -r-  bt  -^V  X  ^=  o, 

V  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  en  t.  Or,  si  x  tend  vers 
zéro,  une  détermination  de  ^,  c'est-à-dire  de ->  tend  vers  —  j-j  puisque, 
pour  x=.o,  l'équation  précédente  se  réduit  à  a  +  bt=  o.  Donc 
—  V  est  bien  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  O. 
Si  l'on  suppose  a  =  b=  o,   toute    sécante  menée   par  l'origine 
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coupe  la  courbe  au  moins  en  deuxpoints  confondus  avec  l'origine  et, 
par  suite,  l'origine  est  alors  un  point  multiple. 

En  résumé,  quand  une  courbe  algébrique  passe  par  l'origine,  si  ce 
point  est  un  point  simple,  on  obtient  la  tangente  en  ce  point  en  éga- 
lant à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  de  l'équation  de 
la  courbe  supposée  mise  sous  forme  entière. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l'équation 

se  réduit  dans  ce  cas  à  ax  -h  by  =  o,  si  l'on  suppose  jc,  =  jKi  =  o, 

5,  =  I. 

La  vérification  n'offre  aucune  difficulté. 

355.  Problème.  —  Exprimer  que  la  droite 

(  I  )  •  ux  -^  vy  -f-  wz  =  o 

est  tangente  à  la  courbe  ayant  pour  équation 

(2)  f{x,y,z)  =  o. 

On  exprime  qu'il  y  a  un  point  M(^i,  j>^, ,  5()  situé  sur  la  courbe 
donnée  et  tel  que  la  tangente  en  ce  point  coïncide  avec  la  droite 
donnée.  En  d'autres  termes,  l'équation 

^/         <V        àf 

doit  êlre  équivalente  à  l'équation  (i);  par  conséquent,  on  doit  pou- 
voir trouver  un  nombre  ).,  différent  de  zéro,  et  tel  que 

(4)  f-  =  X«,        f=X.,         f^X.., 
dxi  dji  dzi 

el,  en  outre,  le  point  M  devant  être  sur  la  courbe  donnée,  il  faut 
que 

(5)  /(a?i,  yi,^i)  =  o. 

Mais,  au  moyen  des  équations  (4),  on  peut  simplifier  l'équation  (5); 
en  effet, 

"l^(^i>ri>^i)  =  ^i^  -^y^'^  "'"'^'^  ^  X(Ma7i-(-«^7a-t-  vi>zx), 
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m  étant  le  degré  de  la  courbe  donnée;  donc,  comme  on  suppose  X^o, 
on  peut  remplacer  l'équation  (5)  par  la  suivante 


(6) 


uxi  -H  vy\  -+■  wzi  =  o. 


On  aura  la  condition  demandée  en  éliminant  X,  Xi^yi,  ^,  entre 
les  équations  (4)  et  (6);  on  doit  remarquer  d'ailleurs  qu'en  réalité 

on  devra  éliminer  — >  —  et  -i^r-c  •  Ou  obtiendra   ainsi  une  équation 

en  II,  f,  HP  que  l'on  nomme  V équation  tangentielle  de  la  courbe  (2). 


Trouver  l'équation  tangentielle  d'une  conique. 

3o6.  Ecrivons  l'équation  du  second  degré  sous  la  forme  symé- 
trique 

(i)       /(^>  y,  •3)  =  Aa72_,_  A>2-t-  A" -2 -4-  xïiyz  -\-  x^' zx  -\-  xE" xy  =  o. 

En  appliquant  la  méthode  précédente  et  en  supprimant  les  indices 
pour  abréger  l'écriture,  c'est-à-dire  en  représentant  les  coordonnées 
du  point  de  contact  par  jp,  y,  z  et  remplaçant  \  par  al,  nous  de- 
vons éliminer  x^y^  z,  \  entre  les  équations 


(■^ 


A.r  -h  Wy  -4-  B'  z  —  \u  =0, 
B"a7  -H-  A'^  -!-  B 3   —  \v  —  o, 

B'x  ^-By  -h  A"i  —  Iw  —  o, 
ux    +  vy    -H  wz  —  o, 


ce  qui  donne  la  condition 


(3) 


A  B"  B'  u 

B"  X'  B  V 

B'  B  A"  »> 

u  l^  (P  o 


Si  nous  représentons  par  a,  a',  a",  b^  6',  b"  les  mineurs  du  discri- 
minant A,  de  sorte  que 

A'A"— B2  =  a,         B'B"— AB  =  6, 

l'équation  précédente  s'écrit 

(4)  aiû-\-  av--^  a"  w^^  o.bvw  ■+■  ib'n'u  -h  ib* uv  =  o , 
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Nous  représenterons  désormais  parF(«,  p,  np)  le  premier  membre 
de  cette  équation  ;  mais  il  faut  remarquer  que  le  déterminant  pré- 
cédent est  égal  à  —  F(zf,  v,  w). 

Si  l'on  suppose  remplie  la  condition 

F {u,v,  w)  =  o, 
l'équation 

UX  -\-  Vy  -r-  WZ  =:  o 

représente  une  tangente  à  la  conique  ajant  pour  équation 

f(3C,y,z)  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  déterminées  par  les 
équations  (2).  Nous  supposons  A^o;  en  résolvant  les  équations  (2) 
parles  formules  de  Cramer,  on  obtient 

X        I  aF  l        i  d¥  X        I   ()F 

\        1  du  S.        -1   âv  \        -2  ow 

par  suite,  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont,  à  un  facteur 

près, 

()F       dF       (}F 

du        di>         dn' 

Lorsque  A  =  o,  on  sait  que  F(u,  v,  w)  est  un  carré  parfait;  si  l'on  suppose 
l'un  des  mineurs  symétriques  différent  de  zéro,  par  exemple  a"  ^  o,  l'équa- 
tion (4)  devient 

(  bu  -k-  b' V  -î-  a"  w  )■-  =  o  ; 

elle  exprime  que  la  droite 

UX  -h  vy  -\-  wz  =  o 

passe  par  le  point  (6,  b',  a").  Or  l'équation  f{x,y,  z)  =  o  représente  alors 
deux  droites  qui  se  coupent  précisément  en  ce  point;  l'équation  tangentielle 
F(u,  V,  w)  =  o  exprime  alors  que  la  droite  («,  v,  w)  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  droites. 

Si  l'on  suppose  A  =  o  et  a  =  a' =  a"  =  o,  F(u,  v,  (v)  est  identiquement 
nul;  dans  ce  cas,  l'équation  f{x,y,z)  =  o  représente  une  droite  double,  et 
toute  droite  du  plan  rencontre  la  conique  en  deux  points  confondus. 

3o7.  La  fonction  F  (m,  v,  w)  est  un  invariant.  —  En  effet,  on 
peut  considérer  — F(m,  t^,  w)  comme  le  discriminant  de  la  forme 


quadratique 
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f{x,y,  z)  -^  'it^ux  ^  vy  -^  wz). 


Srg 


t  étant  une  variable  indépendante. 

En  particulier,   si  x^y^z  sont  des   coordonnées  homogènes,  un 
changement  de  coordonnées  correspond  à  la  substitution 

a:  =  a X  -4-  a'  Y  -+-  a"  Z, 

z=  Z, 

/=  T 


(5  =  Z  =  ^  =  T  =  i); 


sinO' 


le  module  de  la  substitution  est  égal  à  ±  -t-tt»  9  et  0'  désignant  les 
angles  des  axes  anciens  et  nouveaux. 

3o8.  Déterminer  la  nature  des  points  communs  à  la  droite  et 
à  la  conique  représentées  par  les  équations 

ux  -\-  vy  -\-  w  —  o,        f{x,  y)  =  o. 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  àes  y,  en  désignant  par  X,  Y  les 
nouvelles  coordonnées,  on  aura 

ux  -^  vy  -Jr  w  ^  Vi\ ,         A  372  +  2  Bo-j  -t- .  . .  îs  A,  X2  +-  2  B,  XY  -f- . . .  ; 
d'ailleurs, 


A,  Bi  D,  o 

Bi  Cl  E]  v-i 

D,  El  F,  o 

o  Pi  o  o 


=  .?(DÎ-A,F,). 


Or  l'équation  aux  abscisses  des  points  communs  à  la  conique  et  au 
nouvel  axe  des  Y  étant 

Al  X2 -f-  2 Di  X  -1-  Fi  =  o, 

les  points  d'intersection  seront  réels  ou  imaginaires  suivant  qu'on 

supposera 

Df  — AiFi>o      ou      <  o, 

c'est-à-dire  suivant  que  le  déterminant  précédent  sera  positif  ou  né- 
gatif. 

Mais  le  signe  de  F(«,  v,  w)  ne  change  pas  quand  on  fait  un  chan- 
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gemenl  de  coordonnées  :  donc  la  condition 

F {u,  V,  w)  <  o 

exprime  que  la  droite  (u,  p,  w)  coupe  la  conique  donnée  en  des 
points  réels,  et 

F  (u,  V,  HC)  >  o 

exprime  qu'elle  la  coupe  en  deux  points  imaginaires  conjugués. 
Tous  les  coefficients,  bien  entendu,  sont  supposés  réels. 

359.  Autres  méthodes  pour  exprimer  qiC une  droite  est  tan- 
gente à  une  courbe.  —  '^o\l  y  ■=^  a x -\- h  l'équation  d'une  droite; 
pour  exprimer  que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe  y(a:,  j')  =  o, 
il  suffit,  en  général,  d'exprimer  que  l'équation  aux  abscisses  des 
points  d'intersection,  c'est-à-dire  l'équation 

(i)  f{x,ax-{-h)~o 

a  une  racine  double.  On  exprime  ainsi  que  deux  des  points  com- 
muns à  la  droite  et  à  la  courbe  sont  confondus  en  un  seul.  D'ail- 
leurs, si  la  tangente  en  un  point  (^r,  y)  de  la  courbe  a  pour  coeffî- 

f 
cient  angulaire  «,  on   a  — ^  =  a,   c'est-à-dire /^ -f- a/' =  o.  Or 

Jy 

cette  équation  est  précisément  celle  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro 

la  dérivée  de  f{x,  ax  -\-  h)  prise  par  rapport  à  x.  Par  conséquent, 
en  écrivant  que  l'équation  (i)  a  une  racine  double,  on  écrit  par  cela 
même  que  la  tangente  à  la  courbe  en  l'un  des  points  où  elle  est  ren- 
contrée par  la  droite  donnée  se  confond  avec  cette  droite;  mais  la 
conclusion  n'est  légitime  que  si  ce  point  est  simple. 

Dans  le  cas  du  second  degré,  on  peut  employer  souvent  avec  avan- 
tage la  méthode  suivante.  On  forme  l'équation  du  faisceau  des  droites 
joignant  l'origine  (ou  le  point  x  ^=  o,  y  ^  o)  aux  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  et  de  la  conique  donnée,  et  l'on  exprime  que  le 
faisceau  se  compose  de  deux  droites  confondues.  On  peut  aussi,  par 
ce  procédé,  retrouver  la  condition  de  réalité  des  deux  points  d'in- 
tersection d'une  droite  et  d'une  conique. 

Supposons  w^o;  l'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  le 
point  (^x  =  o,  y  =  o)  aux  points  communs  à  la  conique  et  à  la  droite 
représentées  par  les  équations 

kx^-h  A'j2  _|_  A" z^-+-  "iByz  -\-  iB' zx  -h  iB" xy  —  o,  ux  -]-  vy  -h  wz  =  o, 
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est  la  suivante 

w^(Xx^-{~  \y^-i-  ■2B"xy)  —  i(By-^  B'x){ux  -^  vy)  w  -f-  X"{ux-+-  vyY  =  o. 

Le  discriminant  de  ce  polynôme  du  second  degré  en  ^  et  y  est 
égal  à  (V-F(«,  t^,  iv). 

On  retrouve  donc  les  résultats  déjà  obtenus,  et  l'on  peut  remar- 
quer en  outre  que  le  résultat  trouvé  au  n**  358  s'applique  aux  coor- 
données trilinéaires.  Si  (V  =  o  et  p  ^î^  o,  on  éliminera  y  et  l'on  aura 
encore  le  même  résultat. 

Exemple.  —  La  conique  a  pour  équation 

Ax^-v-Cy^-hFzi=o. 
Le  discriminant  de 

tv2(Aa72-f-GjK^)-hF  (ux-^vyY 
ou 

(Aw2-+-  Fu^)x^--r--iFui>xy-r-{Cw'i-+-Fv^)y^ 

est  égal  à 

L'équation  tangentielle  de  la  conique  est  donc 

X  +  G^  F=^- 

La  condition  pour  que  la  droite  (w,  (-',  w)  coupe  la  conique  en 
deux  points  réels  est 

GF  u2 -4- AF  t^2 -+- AG  w2  <  o. 

En  particulier,  l'équation  tangentielle  de  l'ellipse  rapportée  à  ses 
axes  de  symétrie  ou  à  deux  diamètres  conjugués  et  ayant,  par  suite, 
pour  équation  ponctuelle 

X^  v2 

est 

a2M2_i_è2ç,2_çi,2—  O. 

La  condition  pour  que  la  droite  (u,  i',  w)  coupe  cette  ellipse  en 
deux  points  réels  est 

En  changeant  b-  en  —  b-,  nous  avons  des  résultais   analogues 

NiEWENGLOWSKI.  —   G.  ail.,  I.  21 
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pour  l'hyperbole 

L'équation  tangenlielle  est 

et  la  condition  pour  que  la  sécante  (w,  ç,  w)  coupe  l'hyperbole  en 
deux  points  réels  est 

On  voit,  en  outre,  aisément  que  si,  cette  condition  étant  remplie, 

on  a 

«2ji2_è2(;2^,  o, 

les  deux  points  d'intersection  appartiennent  à  une  seule  branche;  si 

«2^2—  62(;2<o, 

les  deux  points  d'intersections  sont  réels  et  il  y  en  a  un  sur  chaque 
branche. 

Considérons  encore  la  parabole  ayant  pour  équation 

y'^  —  ipx  =  o  ; 

en  appliquant  la  même  méthode,  on  trouve  l'équation   tangentielle 

de  la  parabole 

luw  — pv^  =  o. 

La  condition  pour  que  la  droite  (m,  ç,  w)  coupe  la  parabole  en 
deux  points  réels  est 

p  {luw  —  pv^)  <  o. 

360.  Mener  à  une  courbe  une  tangente  passant  par  un  point 
donné.  —  Soient  a7<,jKn  z^  les  coordonnées  du  point  donné  A  et 
y(^,y,  ^)=:o  l'équation  de  la  courbe.  Le  problème  consiste  à 
trouver  sur  cette  courbe  un  point  M  tel  que  la  tangente  en  ce  point 
passe  par  A.  Les  coordonnées  (^,  J*,  ^)  du  point  M  sont  assujetties 
à  vérifier  les  deux  équations 

(.0  /(«^,r,  ^)  =  o, 

(2)  ^xf'x-^yify-^^if'z^O. 
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Nous  supposons  Téquation  (i)  algébrique  et  de  degré  m\  l'équa- 
tion (2)  est  aussi  algébrique  et  de  degré  m  —  i;  elle  représente 
une  courbe  algébrique  que  l'on  nomme  la  polaire  du  point  A  et  que 
nous  étudierons  plus  loin.  La  forme  de  l'équation  (2)  montre  que  la 
polaire  du  point  A.  passe  par  les  points  multiples  de  la  courbe/. 

Les  solutions  du  système  (i),  (2)  qui  correspondent  à  ces  points 
doivent  être  laissées  de  côté,  car,  pour  l'un  de  ces  points,  l'équation 
générale  de  la  tangente  disparaît  identiquement.  Il  est  donc  indispen- 
sable d'examiner  si  tout  point  commun  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  (i)  et  (2)  convient;  il  en  est  ainsi  pour  tout  point 
commun  à  ces  courbes  et  qui  n'est  pas  un  point  multiple  de  la  pre- 
mière, car  si  (:r,  y^  z)  sont  les  coordonnées  d'un  pareil  point, 
l'équation 

représente  une  droite  déterminée  qui  est  la  tangente  en  ce  point  et 
l'égalité  (2)  exprime  que  cette  tangente  passe  par  le  point  A.  Les 
courbes  (i)  et  (2)  ont,  en  général,  m(m  —  i)  points  communs. 

Le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  par  un  point  arbi- 
traire à  une  courbe  algébrique,  se  nomme  la  classe  de  cette  courbe. 
11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  classe  d'une  courbe  algébrique 
d'ordre  m  est,  au  pbis,  égale  k  m[m  —  i). 

Une  courbe  du  second  degré  proprement  dite  n'ayant  pas  de  point 
multiple,  sa  classe  est  égale  à  2. 

La  classe  d'une  courbe  est  égale  au  degré  de  son  équation  tangen- 
tielle.  En  effet,  soit  F(m,  v,w)^=o  l'équation  tangentielle  d'une 
courbe.  Pour  savoir  combien  on  peut  mener  à  cette  courbe  de  tan- 
gentes par  le  point  A(x,,  jKi  j  ^(  )'   ^^  suffit  de  résoudre  le   système 

Soit  |JL  le  degré  du  polynôme  homogène  F  (m,  v,  w).  Si  l'on 
regarde  u,  ç,  w  comme  des  coordonnées  ponctuelles,  les  équations 
précédentes  représentent  une  courbe  de  degré  {jl  et  une  droite;  le 
nombre  de  tangentes  cherché  est  donc  égal  à  [Ji. 

Remarque.  —  Les  points  de  contact  des  tangentes  issues  liii  point  (^i,j'i). 
Xi  et  yi  désignant  des  coordonnées  cartésiennes,  sont  à  l'intersection  de  la 
courbe  proposée  et  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

(3)  (^l-^)/'a:+(7l-JK)/;  =  0. 
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On  obtient  cette  équation  en  exprimant  que  l'équation 

(X-a.)/',-)-(Y-j')/;.=  o 

de  la  tangente  au  point  (x,  y)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  x^,  y^  du 
point  A. 

L'équation  (3)  est  du  degré  m;  la  courbe  qu'elle  représente  coupe  la  courbe 
donnée  en  tn^  points;  mais  on  reconnaît  immédiatement  que  les  directions 
asymptotiques  de  ces  deux  courbes  sont  les  mêmes;  par  conséquent,  elles 
n'ont  que  m  {m  —  i)  points  communs  à  distance  finie. 

361.  Mener  à  une  courbe  une  tangente  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée.  —  Soient  a,  ^  les  paramètres  de  la  direction  donnée; 
on  exprime  que  la  tangente  au  point  [x^y)  est  parallèle  à  celte 
direction  en  posant 

(4)  a/x+?/;=o. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  la  direction 
donnée  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  _/ et  de  la  courbe  de 
degré  m.  —  i  représentée  par  l'équation  (4).  H  J  a  donc,  au  plus, 
m  [m  —  i)  solutions. 

D'ailleurs  ce  problème  ne  diffère  pas  du  précédent;  il  suffît  de 
supposer  que  le  point  A  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  (a,  [^); 
il  suffît  donc  de  poser  ^,  =  a,  jKi  =  1^,  ^i  =  o;  l'équation  (2)  se  con- 
fond alors  avec  l'équation  (4). 

362.  Former  V équation  du  faisceau  des  tangentes  à  une 
courbe,  issues  d'un  point  donné  ou  parallèles  à  une  droite 
donnée.  Cas  du  second  degré.  —  Soient  x^^  yi,  5(  les  coordonnées 
d'un  point  A;  on  obtiendra  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  à  la 
courbe  ayant  pour  équation 

issues  de  A,  en  éliminant  .r, y,  z  entre  l'équation  précédente  et  les 
deux  équations 

Mais  on  peut  opérer  autrement.  Soient  jc.  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  M;  pour  que   la  droite  AM  soit  tangente,   il  faut   que 

l'équation  en  X 

/{xi+lxjyi-hly,  zi^lz)  —  o 
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ait  une  racine  double.  En  exprimant  cette  condition,  on  obtiendra 
l'équation  du  faisceau  formé  par  toutes  les  tanj;entcs  issues  de  A  et, 
en  outre,  par  les  droites  obtenues  enjoignant  le  point  A  aux  points 
multiples  de  la  courbe/. 

Mais  la  méthode  s'applique  aux  courbes  du  second  degré  et  ne 
donne  que  les  tangentes  issues  de  A,  puisqu'une  courbe  du  second 
degré,  non  dégénérée,  n'a  pas  de  point  multiple. 

Supposons  donc  que  le  polynôme y(;r,  y,  z)  soit  du  second  degré; 
l'équation  précédente  développée  étant 

l'équation 

4/(^,  r,  -)/(-^i,  J'i,  Zi)  —  (Xif^-^  yif'y-{-  z^f'-Y^  o 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  AM 
coupe  la  conique  en  deux  points  confondus  en  un  seul;  cette  équa- 
tion est  donc  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  pris  sur  l'une 
quelconque  des  deux  tangentes  issues  du  point  A,  et  comme  elle  est 
du  second  degré,  elle  ne  représente  que  ces  tangentes.  C'est  l'équa- 
tion du  faisceau  des  tangentes  issues  du  point  A. 
Si  l'on  pose  x,  =  a,  y,  =  [3,  s,  =  o,  l'équation 

4/(^,  y,  z)  o  (a,  P)  -  (a/:,-f-  ^/'yf-  =  o 

représente  le  faisceau  des  tangentes  à  la  conique  f,  parallèles  à  la 
direction  (a,  [3).  On  voit  que,  dans  ce  cas,  la  corde  des  contacts  est 
le  diamètre  conjugué  à  la  direction  donnée. 

On  peut  obtenir  directement  cette  équation.  D'une  manière  géné- 
rale, si  l'on  désigne  par  x^  y  les  coordonnées  d'un  point,  la  droite 
menée  parce  point,  parallèlement  à  la  direction  (a,  j3),  sera  tangente, 
ou  passera  par  un  point  multiple  de  la  courbe  f(^x,  y,  z)^o  si 
l'équation  en  p 

a  une  racine  double.  Dans  le  cas  du  second  degré,  cette  équation 
étant  développée  devient 

p^cp  (a,  p)  --  p  (a/',-+-  p/;.)  -^/{x,  y)  =  o; 

en  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double,  on  retrouve 
l'équation  obtenue  plus  haut. 
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363.  Condition  pour  que  les  tangentes  menées  d'un  point  K  à 
une  conique  soient  réelles.  —  Pour  que  les  tangentes  issues  du 
point  K{Xi,yi)  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffît  que  la  polaire  du 
poinl  A  coupe  la  courbe  en  des  points  réels;  l'équation  de  la  polaire 

^lA  +  r  i/j  +  zif'z  =  o 

peut  s'écrire,  dans  le  cas  du  second  degré, 

la  condition  de  réalité  des  points  d'intersection  de  cette  droite  et  de 
la  courbe  du  second  degré  donnée  est 


A  B"     B'  /;.^ 

B"  A'    B  /;! 

B'  B      A"  /!_ 

/i-,  f'y,  fz,  O 


>0. 


On  peut  transformer  aisément  ce  déterminant  en  ajoutant  à  la 
dernière  colonne  les  éléments  des  trois  premières  multipliés  respec- 
tivement par  —  2X,,   — 2JJ/,,    — 2^,,   ce  qui  donne 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

B' 

B 

A" 

c'est-à-dire 
Donc,  si 


f'x,     f'y,     /'=,      —  4/(^1,  JKl>  ^i) 

—  4/(a7i,7i,  zi)A>o. 
/(^i,  JKi,  ^i)A  <o, 
les  tangentes  issues  de  A  sont  réelles  et  distinctes;  si 

/(^i,n>  -^OA  >o, 

elles  sont  imaginaires. 

Pareillement,  la  condition 

cp  (a,  P)  A  <o, 

exprime  que  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  (a,  P)  sont  réelles 
et  si 

ç(a,  j3)A>o, 

elles  sont  imaginaires. 
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Appliquons  ces  résultats  aux  formes  réduites. 

I»  Ellipse  :  ^-4-^  —  1  =  0,  A— —  ^^-  La  condition  pour 
que  les  tangentes  issues  du  point  (X|,  y,  )  soient  réelles  est  donc 

Les  tangentes  parallèles  à  la  direction  (a,  ^)  sont  toujours  réelles. 

2°  Hyperbole  :  ^  —  ^  —  i  =  o,  A  =  ^^-.  —  La  condition  de 
réalité  des  tangentes  issues  du  point  {x\^y i)  est 

fl-^-<°- 

La  corde  des  contacts  a  pour  équation 

pour  que  cette   droite   ne  coupe  qu'une   seule  branche,  il  faut  que 

l'on  ait 

■  b^x\  —  a^y\  <o. 

Le  faisceau  des  tangentes  parallèles  à  la  direction  (a,  [3)  est  réel  si 

ce  qui  exprime  que  la  parallèle  à  la  direction  donnée,  menée  par  le 
centre,  ne  doit  pas  couper  l'hjperbole. 

3°  Parabole  :  y"^— ipx=:  o^  A  =  — /?2.  —  On  peut  donc  me- 
ner des  tangentes  réelles  du  point  (^(,  y,)  si  l'on  suppose 

y\  —  ipxi  >  o. 

On  ne  peut  mener  à  la  parabole  qu'une  seule  tangente  parallèle  à 
la  direction  donnée;  en  effet,  la  tangente  au  point  (^, y)  est  paral- 
lèle à  la  direction  a,  [â  si  ^y  —  poi=zo.  La  droite  représentée  par 
cette  équation  ne  coupe  la  parabole  qu'en  un  seul  point  à  distance 
finie. 

La  condition  A(p(a,  ^)<;  o  se  réduit  d'ailleurs  à — />^P^<C  oj  elle 
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est  donc  remplie,  sauf  si  p  =  o  :  on  ne  peut  mener  à  la  parabole  au- 
cune tangente  parallèle  à  l'axe. 

Il  nous  reste  à  interpréter  la  condition  ^/(xt^yt  2,)<<o  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut;  pour  cela,  nous  devons  présenter  quelques 
considérations  générales. 


Remarques  sur  l'inégalité  /(a-,  y  )  >  o. 

364.  Soit/(.r,  y)  un  polynôme  entier  de  degré  m;  soient  A(^i,j-,), 
B(^2>JK2)  deux  points  donnés.  Nous  savons  que 

a?i-t-  1x2  .Vt  +  ^.72 

I  -I-  X  I  -t-  X 

sont  les  coordonnées  d'un  point  P  situé  sur  la  droite  AB.  Les  points 
d'intersection  de  AB  et  de  la  courbe  C  ayant  pour  équation  f(^x , y)  =  o, 
ou,  sous  forme  homogène,  /(a:, y,  z)  =  o,  sont  les  points  ayant  pour 
coordonnées  les  résultats  obtenus,  en  remplaçant  dans  les  expres- 
sions précédentes  )v  par  les  racines  de  l'équation 

(i)  /(^i-+-Xa72,  jKi  +  Xj2,  I --X)  =  o. 

Le  terme  indépendant  de  k  étant  égal  kf(a:i,yi)  et  le  coefficient 
de  X"*  étant  égal  k  /(xo^yi),  le  produit  des  racines  de  l'équation 
précédente  est  égal  à 


Mais,  si  A/f  est  l'une  de  ces  racines  et  P/^  le  point  d'intersection  cor- 
respondant, on  a 

V>.  A 


P>tB 


donc,  en  appelant  P,,  Pg,  . . . ,  P,»  les  m  points  d'intersection  de  AB 
et  de  la  courbe  C,  on  a 

(2)  ïl^        P^A  F„,A       f(x,,y,) 

^    ^  PiB  "^  P^B  ^•••^  P,„B        /(^2,  JK2) 

Parmi  les  points  d'intersection,  quelques-uns  peuvent  être  ima- 
ginaires :  ce  sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  imaginaires  de 
l'équation  (i);  mais,  ces  racines  étant  conjuguées  deux  à  deux,  le 
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nombre  des  points  d'intersection  imaginaires  est  pair  et  le  produit 
des  rapports  segmentaires  correspondants  est  positif.  En  second  lieu, 
pour  tout  point  réel  P  de  la  droite  AB,  non  situé  entre  A  et  B,  le 

rapport -=1^  est  positif.  Donc  /(^i,^«)  et  f{x.2^y-x)  ont  le  même 

jigne  ou  des  signes  contraires,  suivant  que  le  nombre  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  C  et  de  la  droite  AB  qui  sont  situés  entre 
A  et  B  est  pair  ou  impair;  ou,  sous  une  autre  forme,  suivant  qu'un 
mobile  qui  décrit  le  segment  AB  rencontre  la  courbe  C  un  nombre 
pair  ou  un  nombre  impair  de  fois.  Seulement,  il  faut  avoir  égard  à 
une  considération  importante.  Si,  par  exemple,  la  courbe  C  est  du 
second  degré,  il  peut  arriver  que  la  droite  AB  soit  tangente  à  C  en 
un  point  P  situé  entre  A  et  B;  ce  point  devra  compter  pour  deux, 
car  il  correspond  à  une  racine  double  de  l'équation  (i).  D'une  ina- 
nière  générale,  chaque  point  de  rencontre  doit  compter  autant  de 
fois  qu'il  j  a  d'unités  dans  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  \  cor- 
respondante. 

365.  Cela  étant,  la  courbe  C  partage  le  plan  en  un  certain  nombre 
de  régions  dans  chacune  desquelles  le  polynôme  /{x^y)  a  un  signe 
déterminé.  Pour  plus  de  clarté,  supposons  que  C  soit  une  ellipse; 
cette  ellipse  partage  le  plan  en  deux  régions,  l'une  contenant  son 
centre  et  que  nous  pouvons  appeler  la  région  intérieure,  l'autre 
étant  la  région  extérieure.  Si  les  points  A  et  B  sont  dans  la  région 
intérieure,  le  segment  AB  ne  rencontre  pas  l'ellipse;  àonc  f  {x i ^  y i) 
etf{x2jy2)  ont  le  même  signe  et,  par  suite,  si  (x,  y)  sont  les  coor- 
données d'un  point  intérieur,  f{x^y)  a  un  signe  déterminé.  Si  le 
point  A  est  à  l'intérieur  et  B  à  l'extérieur,  /(^i,  JK»)  et  /{■^ii  y-i)  ont 
des  signes  contraires;  donc  f{x.,y)  a  des  signes  différents  suivant 
que  le  point  {x,y)  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  l'ellipse.  Mais 
on  ne  peut  pas  dire  a  priori  quel  signe  correspond  à  l'une  ou  à  l'autre 
de  ces  régions,  car,  si  l'équation  de  la  courbe  est  f{x,  y)  =  o,  elle 
est  aussi  bien  A-(.r,  j>^)  =  o,  k  étant  un  facteur  arbitraire;  or,  pour 
remédiera  cette  difficulté,  il  suffit  évidemment  de  multiplier  y(;r,  y) 
par  un  invariant  impair  et  de  considérer  par  exemple  le  produit 
^f(x,  y);  on  reconnaît  en  effet  immédiatement  que  ce  produit  con- 
serve un  signe  absolument  déterminé  pour  un  point  donné,  quels  que 
soient  les  axes  auxquels  on  rapporte  la  courbe.  S'il  s'agit  de  l'ellipse 
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et  si  Xo^yo  sont  les  coordonnées  du  centre,  on  a 

donc  l'inégalité 

^/(^ijJKi)  <o 

exprime  que  le  point  Xf,yt  est  extérieur.  Ainsi,  pour  qu'on  puisse 
mener  à  une  ellipse  des  tangentes  par  un  point  A,  il  faut  et  il  suffît 
que  ce  point  soit  extérieur  à  l'ellipse,  ou  sur  l'ellipse;  dans  le  der- 
nier cas,  les  tangentes  se  confondent  en  une  seule. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  rapportant  l'ellipse  à 
ses  deux  axes  de  symétrie  par  exemple,  car  la  condition 

exprime  que  le  point  (x^^yi)  est  à  l'extérieur,  puisque,  en  rempla- 
çant X  et  y  par  zéro,  on  a  un  résultat  négatif. 

Considérons  maintenant  une  hyperbole;  elle  partage  le  plan  en 
trois  régions.  On  appellera  région  extérieure  celle  oii  se  trouve  le 
centre;   les  deux  autres  régions  sont  regardées  comme  constituant 

l'intérieur.  Si  nous  substituons  h,  x  eX  y  les  coordonnées  du  centre 

A^ 
dans  l'expression  ^f[x^y)^  nous  trouvons  encore  -k^  •  Mais  ce  résul- 
tat est  négatif,  donc  la  condition 

^/(^i,ri)<o 

exprime  que  le  point  (^,,jV))  doit  être  à  l'extérieur.  Donc,  pour  qu'on 
puisse  mener  d'un  point  A  à  une  hyperbole  deux  tangentes  réelles, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  point  A  soit  extérieur.  Il  convient  de  re- 
marquer que,  si  le  point  A  coïncide  avec  le  centre,  les  tangentes  is- 
sues de  ce  point  sont  les  asymptotes.  Enfin,  si  le  point  A  est  sur 
l'hyperbole,  les  deux  tangentes  se  confondent. 

Reste  à  examiner  la  parabole.  Nous  appellerons  région  intérieure 
celle  oii  se  trouve  le  foyer.  Soient  (iP,  y)  les  coordonnées  d'un  point 
situé  sur  la  tangente  au  sommet;  pour  déterminer  le  signe  de 
^f{x,y)^  nous  pouvons  supposer  la  parabole  rapportée  à  son  axe 
et  à  la  tangente  au  sommet;  on  a  alors 
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Âr  étant  une  constante;  mais  on  n'a  pas  à  tenir  compte  de  ce  fac- 
teur A",  car,  en  le  supprimant,  ^f[x^y)  est  divisé  par  /:'.  Donc  il 
suffît  de  considérer  le  produit  — p'^Ç^'^ — 2/?X);  or,  si  X  =  o,  le 
résultat  est  négatif;  donc  l'inégalité  Lf{x,y)<io  exprime  que  le 
point  [x^^y^)  est  extérieur  à  la  parabole.  Donc  enfin,  pour  qu'on 
puisse  mener  d'un  point  A  deux  tangentes  à  une  parabole,  il  faut  et 
il  suffit  que  A  soit  extérieur  à  celte  parabole. 

En  résumé,  suivant  qu'on  a  ùkf{x^y)  >»  o  ou  <;  o,  le  point  {x,y) 
est  intérieur  ou  extérieur  à  la  conique  /. 

Il  convient  de  remarquer  que,  sif(x,y)  est  de  degré  m,  on  a, 

X  Y         .  . 

en  posant  Xi  =  Tr-,  yt  =  ~>  l'identité 

/(X|,  Y,,  Z,)  a  donc  le  même  signe  que/(;r,,jK,)  quand  m  est  pair. 
De  même,  si  a,  3,  y  sont  des  fonctions  linéaires, /(a,,  ^1,71)  et 
f(\o!.f,  'k'^i,  )vy,)  ont  le  même  signe  quand  le  degré  est  pair. 

366.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  conique 
deux  tangentes  rectangulaires.  —  Supposons  la  conique  rapportée  à  deux 
axes  rectangulaires,  son  équation  étant 

Aar^-h  sB.rjK  -+-  C^^^-i-  aDa?  -4-  i^y  -4-  F  =  o. 

Nous  savons  former  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  issues  du  point 
{xx,  yi)'t  en  ne  conservant  dans  cette  équation  que  les  termes  du  plus  haut 
degré,  nous  aurons  l'équatiou  du  faisceau  des  parallèles  à  ces  tangentes,  me- 
nées par  l'origine  des  coordonnées,  savoir 

4  {kx^-^  2Bxy  +  Cy^)f{xu  y,) -{xf^^-^ yf'y.y  ^  o. 

La  condition  pour  que  ces  droites  soient  rectangulaires  est 

4(A  ^  C)/(:r„j,)-/x,-/;!  =  o. 

Cette  équation  est  celle  du  lieu  demandé,  si  l'on  remplace  Xi,  y\  par  des 
coordonnées  courantes.  Or  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  est 

^{A  —  C)  (  Ax^-h  iBxy  -i-  Cy^)  —  4{Xx  ~  Byy-  —  i{Bx  -\-  Gyy 

ou,  en  réduisant, 

48(372 -r-JK^). 

Le  lieu  est  donc  un  cercle,  s'il  s'agit  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole;  une 
droite,  dans  le  cas  de  la  parabole. 
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Examinons  successivement  les  trois  courbes. 

1°  Ellipse.  —  Si  l'on  prend  pour  axes  les  deux  axes  de  symétrie,  l'équa- 
tion du  lieu  sera 

a^'^  by  V  ^2  ^  "P  ~  '  /  ~  «*  ~  "ô*  ~  *^ 
ou 

cc^i-y^—a^—  b^  —  o. 

Le  lieu  est  donc  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  ayant  pour  côtés  les  tan- 
gentes aux  sommets;  dès  que  l'on  a  su  que  le  lieu  est  un  cercle,  ce  résultat 
était  évident, 

2°  Hyperbole.  —  Le  même  calcul  donne,  pour  l'hyperbole, 

Le  lieu  est  donc  encore  un  cercle,  qui  n'est  réel  que  si  a  >  6,  et  qui  se  ré- 
duit au  centre  de  l'hyperbole  si  a  =  b. 

3'^  Parabole.  —  En  mettant  l'équation  de  la  parabole  sous  la  forme 

y'^ —  ipx  =  o, 


l'équation  du  lieu  devient 


p 
X  -\-  -  =  o  : 

2 


le  lieu  est  donc  la  directrice. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'équation  de  la  parabole  est  donnée  sous  la  forme 
générale,  avec  des  axes  rectangulaires  quelconques,  l'équation  de  la  direc- 
trice est 

(Â  -H  G)  (aDiP  -h  2EjK  +  F)  —  2D(Aa^  +  Bjk)  —  D2—  2E(Ba7H-  Cy)  -  E2  =o 

ou,  en  simplifiant  encore, 

2iP(GD  — BE)^2jk(AE  — BD)^F(A  +  G)  — D^— E2  =  o. 

Le  cercle  que  nous  avons  obtenu,  dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole, 
se  nomme  le  cercle  de  Monge  ou  le  cercle  orthoptique. 

367.  Exprimer  que  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle 
donné.  —  Soient 

(2)  '  g{x,y)  =  o 

les  équations  de  deux  courbes,   rapportées  à  deux  axes  rectangu- 
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laites.  Soient  (z*, y)  les  coordonnées  d'un  point  commun  à  ces  deux 
courbes;  si  la  tangente  à  la  première  courbe  fait,  avec  la  tangente  à 
la  seconde,  en  ce  point,  un  angle  égal  à  V,  on  a 

(3)  /x^r-Zvjg;  ^  t3„gy^ 

J  X  Sx  ~^  J  y  Sy 

On  obtiendra  donc  la  condition  demandée  en  éliminant  x  ei  y 
entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3). 

Si  les  courbes  doivent  être  tangentes  au  point  (.r,  y)^  on  a 

tangV  =  o, 

et,  par  suite,  on  remplace  l'équation  (3)  par  celle-ci 

(  4  )  Jx  s  y       Jy  Sx  ^^  O  ; 

et,  pour  exprimer  qu'elles  sont  orthogonales,  on  éliminera  x  et  y 
entre  les  équations  (i)  (2)  et  l'équation 

(5)  f'xS'x^f'yS'y^-O. 

Pour  exprimer  que  deux  courbes  sont  tangentes,  on  se  sert  avan- 
tageusement des  coordonnées  homogènes.  En  écrivant  que  les  tan- 
gentes aux  deux  courbes  au  point  [x,y)  coïncident,  on  obtient  les 
équations 

(a\  fx   _  fy   _  fz 

■  6  X  à  y  6  z 

et  l'on  élimine  x,  y,  z  entre  ces  équations  et  les  équations  des  deux 
courbes  mises  sous  forme  homogène. 

Il  convient  de  remarquer  que,  si  l'on  suppose  qu'un  système  de 
valeurs  x,  y^  z  vérifient  l'équation  (6)  et  l'équation  f{x^y^  z)  =  o, 
l'équation  g{x,y,  z)  =  o  sera  aussi  vérifiée,  car,  si  l'on  suppose  que 

les  dérivées  du  polynôme  g  (x,  y,  z)  étant,  en  vertu  des  équations  (6), 
proportionnelles  à  celles  de /(or,  y,  5),  on  aura  encore 

^s'x-^ys'y-^^s'z  =  o, 

c'est-à-dire  ^(x,  jK,  ^ )  =  o. 
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368,  Exemples.  —  i°  Exprimer  que  les  cercles  ayant  pour  équations 
x'^ -^  y- -\- iT)  X  +  "i.  EjK  -f-F  =  o,         x"^ -^  y^ -^  ih' x -^  i  E'y  h-  F  —  o 
se  coupent  à  angle  droit. 

Nous  devons  éliminer  x  et  y  entre  ces  deux  équations  et  la  suivante 

(x-^D){x-i-D')-i-(y-hE)(y-hE')  =  o. 

Il   suffit    d'ajouter   membre   à   membre,  après   avoir  multiplié  le   premier 
membre  de  la  dernière  équation  par  — 2;  on  trouve  immédiatement 

2DD'+'iEE'=F-+-F', 

condition  déjà  obtenue  par  une  autre  voie. 

1"  Exprimer  que  les  cercles  ayant  pour  équations 

a72-4-y2_  R2=,  o^  (^_  ^)2_;_j,2_  R'2^  O 

sont  tangents. 

En  écrivant   que   les  tangentes   au   point  (a?,  y^   ont  même  direction,  on 
obtient  l'équation 

xy  —  (a;  —  a) y  =^  o 
ou 

«7  =  0, 

c'est-à-dire  ^  =  o,  en  supposant  a  ^  a. 

Il  reste  donc  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 

ic2_R2=:o,         (37  — a)2— R2=  0  : 

la  condition  demandée  est 

a  =  ±Rii:  R'; 

en  supposant  a  >  o,  R  >>  R',  cette  condition  devient 

a  =  R  -1-  R'        ou         a  =  R  —  R', 

résultats  connus  en  Géométrie  élémentaire. 

Remarque.  —  Si  l'on  écrit  que  les  coefficients  des  équations  des  tangentes 
au  point  (a;,  y')  sont  proportionnels,  on  obtient  les  équations 

X  y  _  R2 


x  —  a       y       a{x  —  a)-t-R'2 

y  X 

On  ne  peut  remplacer  —  par  i,  car  on  devrait  avoir  aussi  =  i,  ce  qui 

y  X  —  a 

ne  peut  avoir  lieu  pour  aucune  valeur  finie  de  x;  donc_;j^  =  0,  .... 


THÉORIE    DES    TANGENTES.  335 

3°  Condition  pour  que  deux  coniques  coaxiales  se  coupent  à  angle 
droit.  —  Soient 

h  •-,,-  —  1  =  O,  --4-  -i-    —  I  =  O 

a  p  a  p 

deux,  coniques  dont  les  axes  de  symétrie  coïncident;  on  obtient  la  condition 
demandée  en  éliminant  07  et  j)^  entre  les  deux  équations  précédentes  et  celle-ci 

^î  yZ 

^' +  &'="• 

On  trouve  a — p  =  a'— P';  en  outre,  pour  que  les  points  d'intersection 
soient  réels,  il  faut  supposer  ap.a'P'<o;  donc,  l'une  des  coniques  doit 
être  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole;  si  l'on  suppose,  par  exemple,  que 
les  deux  équations  soient 

x^        y»  X*         V* 

la  condition  a^ —  6^  =  a'^-h  b'^  exprime  que  les  deux  courbes  doivent  avoir 
les  mêmes  foyers;  et  alors  elles  se  coupent  à  angle  droit  en  chacun  de  leurs 
quatre  points  d'intersection. 

Normales. 

369.  On  appelle  normale  à  une  courbe  la  perpendiculaire  à  une 
tangente  à  cette  courbe  menée  par  le  point  de  contact.  Ce  point 
s'appelle  \&  pied  ow  \e  point  dHncidence  de  la  normale. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  normale  au  point  [x,  y)  de  la 
courbe  f{x,  j-)  =  o  a  pour  équation 

Xj-^  _  Y— jK 

J  X  J  y 

et,  si  les  axes  sont  obliques, 

X  — :r  X—y 


0  étant  l'angle  des  axes. 

On  peut  encore,  quand  les  axes  sont  rectangulaires,  mettre  l'équa- 
tion de  la  normale  sous  la  forme 

ou 

{X  —  x)  dx  -h  {Y  —  y)  dy  =z  o. 

370.  Mener  par  un  point  une  norma'e  à  une  courbe  donnée.  — 


336  CHAPITRE    XIV. 

Supposons  les  coordonnées  rectangulaires.  Soient 

(0  f{^,y)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  et  x^ ,  y^  les  coordonnées  d'un  point  donné  A. 
Il  s'agit  de  trouver  un  point  M  sur  la  courbe  donnée,  tel  que  la 
droite  AM  soit  normale  en  M  à  cette  courbe;  les  coordonnées  [x,  y) 
du  point  M  doivent  donc  vérifier  l'équation  (i)  et  l'équation 

(2)  — 7v =    —fT—- 

J  X  J  y 

Tout  point  commun  aux  courbes  représentées  par  les  équations 
(i)  et  (2)  satisfait  à  la  question,  pourvu  que  ce  point  ne  soit  pas  un 
point  multiple  de  la  courbe  proposée.  Si  la  courbe  donnée  /  est 
du  degré  m,  il  en  est  de  même  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (2);  donc  on  peut  mener  par  un  point  donné  au  plus  m'^  nor- 
males à  une  courbe  algébrique  de  degré  m. 

En  particulier,  on  peut  mener  à  une  courbe  du  second  degré 
quatre  normales  par  un  point  donné.  L'équation  (2)  représente 
alors  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  conique  et  qui  passe  par  son  centre  et  par  le  point 
donné.  Nous  reprendrons  plus  loin  ce  problème. 

Si  X\,  yi  sont  les  coordonnées  du  centre,  l'équation  (2)  représente  le  fais- 
ceau des  axes  de  la  conique  (1). 

371.  Mener  à  une  courbe  une  normale  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée.  —  Exprimons  que  la  normale  au  point  {x,y)  est 
parallèle  à  une  direction  (a,  ^),  ce  qui  donne  l'équation 

(3)  ccf'y-i^f'^=o. 

Les  pieds  des  normales  parallèles  à  la  direction  donnée  sont  donc 
les  points  simples  de  la  courbe  proposée  qui  sont  sur  la  courbe 
d'ordre  m — i  représentée  par  l'équation  (3);  il  y  a,  au  plus, 
m  (m  —  i)  solutions,  ce  que  Ton  pouvait  prévoir,  car  il  y  a  autant  de 
normales  parallèles  à  une  direction  donnée  que  de  tangentes  perpen- 
diculaires à  cette  direction. 

Remarque.  —  Supposons  que  le  point  \  (xi,  yi)  s'éloigne  indéfiniment 
dans  la  direction  (a,  P)et  cherchons  ce  que  devient  alors  l'équation  (2).  Pour 

X      Y 

cela,  remplaçons  Xi  et  jKi  par  ^>  -^  et  les  coordonnées  courantes  x,  y  par 
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\       ^  ,..„..,. 

.       ;  |tiir  celte  substitution,  I  équation  (leMCiit 

(XiZ-.\Z,)/'v-(Y,Z-YZ,)/k=o- 
cl  si  \|  —  a.  Yi  =  3,  Zi  =  0,  on  obtient,  à  la  limite. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (2)  se  décompose  donc  en  deux  par- 
lies  :  la  droite  de  l'inllni  et  la  courbe  (3).  Donc,  m  des  points  d'intersection 
des  courbes  (i)  et  (2)  sont  rejetés  à  l'infini  et  il  ne  reste  que  m"- — m  on 
ni  {m  —  i)  solutions  finies,  au  plus. 

'M"!.  Exprimer  qu'une  droite  est  normale  à  une  courbe  donnée.  —  On 
identifie  l'équation  de  la  droite  donnée  avec  celle  de  la  normale  en  un  point 
•  •^lï^Ki)  appartenant  à  la  courbe  et  l'on  élimine  .^i,  j'i  entre  les  deux  rela- 
tions fournies  par  l'identification  et  la  condition  f  {t^,  yi)  =  o. 

t/)/>fica(ion  au  second  degré.  —   1"  Soit 

—  -t-  ^,  —  I  =  o 
a-        tb- 

l'éqiiation  d'une  conique  à  centre  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie.  La  nor- 
male au  point  (a^i,  jKi)  ayant  pour  équation 

a^{T  —  T;)  _  tb^iy  —  .ri) 

idciilifion-i  cette  équation  avec 

UT  -i-  vy  -•-  n-  —  o, 
ce  qui  donne 

uxx  _     vyx     _         "' 


doîi,  en  posant,  pour  abréger,  a'^ — zb- =  c-, 


^1 

(1 

(!■ 

»! 

b 

U' 

—  —  — . 

Z     . 

.  

a 

c- 

U 

b 

c-î 

i- 

I>a  condition  demandée  est  donc 

a^  b-  _  c'' 

u-       '  i-        »•■- 

%"  Considérons  en  second  lieu  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet  : 

y- —  ipx  =0. 

NiEWENOLOwsKi.  —  G.  an.,  \.  2> 
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Il  s'agit  d'identifier  les  équations 

X  —  Xx        y  —  ri 

'  — ■■^—  ,  ux  -H  vy  -t-  (V  =  o, 

—  F  Ji 

ce  qui  fournit  les  deux  équations 

a         V  iv 

On  en  lire 

Il  [  w 

et,  par  suite,  la  condition  demandée  est 

pU^-h  ipUV^-h  'HX'V^=  O. 

373.  Théorème.  —  Le  cercle  est  la  seule  courbe  dont  toutes  les  nor- 
males passent  par  un  point  fixe. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe.  Pour  que  la 
normale  au  point  {x.,  y)  passe  par  l'origine,  il  faut  que 

\\  s'agit  de  déterminer  la  fonction  j'  qui  vérifie  l'équation  précédente.  Le 
premier  membre  est  la  dérivée  de  -^{oc'^  +  y"^),  par  rapport  à  x;  donc 

x'--^y'-=^C, 

G  désignant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Détermination  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  une  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  d'un  paramètre. 

374.  Supposons  que  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  M 
soient  des  fonctions,  pourvues  de  dérivées,  d'un  paramètre  variable  t 

Quand  on  fait  varier  ce  paramètre,  le  point  M  décrit  une  courbe 
dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  t.  Supposons,  pour  plus 
de  simplicité,  les  axes  rectangulaires  et,  en  outre,  les  fonctions y(^) 
et  <p(i)  uniformes,  c'est-à-dire  n'ayant  qu'une  seule  détermination 
pour  chaque  valeur  de  t.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 
point  pour  lequel  le  paramètre  a  une  valeur  particulière  t  a  pour 
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\aleiir-,— j  011-7-  :  -7-»  c  esl-u-dirc^-Tr-:;  ;  la  tanffenlc  en  ce  rjoinl  a 
dx  di      di  ?  (O 

donc  pour  équalion 

X-/(0^  Y-g>(0 
/'(O  9'(0     ' 

cl  l'équation  de  la  normale  au  même  point  est 

f  X -/(0J/'(0  +  [  V  -  ?  (01  ?'(0  =  o. 

37o.  Exemples.  —  1"  Les  formules  x  =^  a  cos^,  y  =  0  s,'\nt  déii- 
nissent  une  ellipse.  La  tangente  et  la  normale  au  point  /  ont  respec- 
tivement pour  équations 


XCOfit 

a 

ax 

cost 


rsin  t 


sin  t 


=  1, 


=  c^ 


(C2=   «2—62). 


•>,"  De  même  x  =  «ClU,  j/-  ==  6  Sh  ^  représentent  une  hyperbole  ; 
la  tangenle  et  la  normale  au  point  t  ont  pour  équations 


rCMt        kSIi< 

6       -'' 

ax            by           , 

Glu     '     Shz    "'^  ' 

(C2  = 

=  «2+^,2) 

3°  Soient  0.r,  Ojk  deux  axes  rectangulaires  {Jig-^o)]  un  cercle 
variable  de  rayon  constant  a  se  déplace  en 
restant  constamment  langent  à  l'axe  des  .r. 
On  prend  un  point  M  tel  que  arc  AM  =  OA; 
on  demande  la  tangente  en  M  à  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  M. 

Si  l'on  nomme  t  l'angle  AwM,  les  coor- 
données X ,  y  an  point  M  sont  données, 
comme  on  le  voit  aisément  en  calculant  les 
projections  du  chemin  OAtoM  sur  les  deux  axes,  par  les  formules 

X  =  at  —  a  sin  t,        ^  =  a  —  a  cos  t. 

La  normale  en  M  a  pour  équation 

X  —  at){\  —  cos/)-f-y  sin  t  =  0. 


Fig.  90 

y 

B 

0 

/ 

V              ce- 
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Sous  celte  forme,  on  reconnaît  que  celte  normale  coïncide  avec  la 
droite  MA.  La  tangente  en  M  est  donc  la  droite  MB. 

Si  Ton  imagine  que  le  cercle  w  roule  sans  glisser  sur  O.r,  le  lieu 
du  point  M  est  la  courbe  décrite  par  celui  des  points  liés  invaria- 
blement au  cercle,  qui  était  confondu  avec  le  point  G,  quand  ce 
cercle  était  tangent  en  O  à  l'axe  Ox.  Cette  courbe  se  nomme  cycloïde. 


Longueur  d'un  arc  de  courbe. 

■370.  Soit  AB  un  arc  de  courbe  plane  {Jig-  91)  ;  nous  allons  démontrer  que 

le   périmètre   d'une  ligne  brisée  inscrite  à 
9'-  cet  arc  et  dont  chaque  côté  tend  vers  zéro, 

•^  les  extrémités  de  cette  brisée  étant  confon- 

dues avec  celles  de  l'arc,  tend  vers  une 
limite  déterminée^  indépendante  du  mode 
d'inscription  de  la  brisée  et  de  la  loi  suivant 
laquelle  ses  côtés  tendent  vers  zéro. 

Pour  le  prouver,  rapportons  la  figure  à 
•^  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  tracés 
dans  son  plan.  Soient  M,  M'  deux  sommets 
consécutifs  de  la  brisée.  En  appelant  x  et  _^  les  coordonnées  de  M  etar-t-Aa™, 
y  +  AjK  celles  de  M',  on  a,  en  supposant  Aa7>o  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  b,  abscisses  de  A  et  de  B, 

corde  MM'  =  \/\x^-+-  A72  =  \x  l/-t-  i  (  v^  )  '• 

Nous  supposons  que  l'ordonnée  y  soit  une  fonction  de  x  pourvue  d'une 
dérivée^';  chaque  côté  de  la  brisée  tendant  vers  zéro,  noug  pouvons  poser 


V 


/  [\yY        I -, 


a  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Aa?.  Le  périmètre  de  la    brisée  est 
égal  à  la  somme 

^\x\\J \  -\- y'--T-  a). 


Cette  somme  se  compose  de  deux  parties;  la  première,  S  y/i -h  k -•  Aa?,  a  pour 

limite  l'intégrale 

^h    

\J  \  -^  y'''-  dx, 


f 


La   seconde   partie,   SaA.r,   a    pour  limite    zéro;   nous   supposons   en    effet, 
comme  nous  l'avons  dit,  que  si  un  point  M  parcourt  l'arc  AB  de  A  vers  B. 
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l'abscisse  de  ce  point  va  en  croissant  de  A  vers  B.  S'il  n'en  était  pas  ainsi, 
on  partagerait  l'arc  AB  en  portions  remplissant  cette  condition.  Dès  lors,  les 
infiniment  petits  \x  étant  tous  positifs  et  leur  somme  SAa?  étant  égale  à 
h  —  a,  on  sait  que  laAa?  a  pour  limite  zéro.  Donc  la  limite  du  périmètre  de 
la  brisée  inscrite  à  l'arc  AB  est  égale  à  l'intégrale  précédente;  elle  est,  par 
suite,  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
Cette  limite  est,  par  définition,  la  longueur  de  l'arc  AB.  Gela  étant,  si  l'on  sup- 
j)ose  le  point  M  mobile  et  que  l'on  désigne  par  s  la  longueur  de  l'arc  AINI,  on  a 

.ï  =    /    y/i  -^y'-^  dx 

'-a 

et,  par  suite, 


ds  =  v^i  -^  y'^  dx  =  ^dx^-h  dj^,        d'où        ds'^  =  dx-+  dy-. 

On  voit  encore  que,  si  M  et  IM'sont  deux  points  infiniment  voisins  de  l'arc 
de  courbe  que  nous  avons  considéré,  on  a 


arc  MM'  =  A.ç,         corde  MM'  =  A:r  t  /  i  -h  (|^  l'; 

on  en  conclut  que  le  rapport  de  l'arc  MM'  à  sa  corde  a  pour  limite  t,  quand 
l'arc  tend  vers  zéro. 

377.  Exemple.  —  Si  l'on  désigne   par  G   la  longueur  de  la  circonférence 
«l'un  cercle  de  rayon  R  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires,  on  a 


ou,  en  posant  x  =  Ru, 

'     du 


G 


Le  rapport  —5  est  donc  constant;  en  le  désignant  par  t:  on  a 


378.  Soil  a  l'angle  que  la  tangente  en  M  fait  avec  l'axe  des  .r.  F.n 
supposant  les  axes  rectangulaires,  tanga  =  -^,  donc 


dx' 

dx    _   dy_ _^ 

cosa        sina       "      '  v"  "~         /' 


d'où,  en  [n-cnant  î  =  -f- 1 , 


dx  dy 

cosa  =  -,    )  -iina  =  -y- . 

rt.s  ils 
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Fig.  92. 


L'angle  a  ainsi  défini  est  déterminé  à  un  multiple  près  de  27:. 

Soit  A  l'origine  des  arcs  {^fig.  92);  l'arc 
AM  croît  avec  x^  donc  cos  a  est  positif. 
L'angle  a  est  celui  que  la  demi-tangente  MT 
fait  avec  Ox.  Si  l'origine  des  arcs  est  en  B, 
de  sorte  que  l'arc  s  décroisse  quand  x  croît, 
cosa  est  négatif,  et,  par  suite,  a  est  l'angle 
que  la  demi-tangente  MT'  fait  avec  l'arc  Ox, 
On  peut  encore  remarquer  que,  si  PP'=  dx^  on  a  MH  =  ds^  le  seg- 
ment MH  étant  sur  la  tangente  T'T.  (On  peut  remarquer  que 
l'angle  a  est  celui  que  la  vitesse  d'un  mobile  décrivant  l'arc  de 
courbe  donné  fait  avec  O^-.) 


Tangente,  normale,  sous-tangente,  sous-normale. 


379.  Considérons  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires 
Pj^     „  {fig-  93),  et  soient  T  et  JN  les  points  où  la 

tangente  et  la  normale  en  un  point  N  ren- 
contrent l'axe  des  x.  On  nomme  lons[ueur 
de  la  tangente,  ou  simplement  tangente, 
le  segment  MT,  et  normale  le  segment  MN. 
Soit  A  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M; 
on  nomme  sous-normale  le  segment  AJN 
et  sous-tangente  le  segment  AT;  nous  poserons 

Sn  =  ÂN,         ST  =  Â?r,         T  =  |MT|,         N  =  |MN|. 
L'équation  de  la  tangente  en  M  étant 

si  l'on  désigne  par  x'  l'abscisse  du  point  T,  on  trouve,  en  faisant 
Y  =  o, 

y 

ce  qui  donne 

y 
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l^areillcmcnt,  l'équation  de  la  normale  en  M  étant 

X—x^y{\—y)  =  o, 

si  l'on  nomme  x"  Tabscisse  de  la  trace  N  de   la  normale  sur  l'axe 

des  X,  on  a 

x''—x=yy', 

c'est-à-dire 

Comme  vérification,  on  peut  remarquer  que  S^-St-  =  —  y-. 
On  a  ensuite 

On  peut  écrire  les  formules  précédentes  de  cette  manière 
e  dx  dy  ds  ds 

^^=--^^'        ^^=^Tx'        ^=^'^'        ^-^d^-' 

380.  Applications. —  i"  La  sous-normale  d'une  parabole,  relative  à  son 
axe,  est  constante  et  réciproquement. 

En  efi'et,  soit  y-  =  ipx  l'équation  d'une  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à 
la  tangente  au  sommet  :  S.>  =  yy'  —  p- 

Réciproquement,  si  S.\  =  />,  on  3iyy'x  =  p,  donc,  y^  =  ipx -\- C 
•?.°  Toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation 

Aa;2-f-G72==  A, 

dans  laquelle  h  est  un  paramètre  variable,  ont  la  même  sous-normale,  aux 
points  qui  correspondent  à  une  même  abscisse,  car  on  tire  de  l'équation  pré- 
cédente 

kx-^Cyy'^  =  o. 

On  déduit  de  cette  remarque  une  construction  très  simple  de  la  normale 
en  un  point  d'une  hyperbole.  En  effet,  l'hyperbole  ayant  pour  équation 

x^        1-2  _ 

:^  ~  6?  ~'' 

le  faisceau  de  ses  asymptotes  est  représenté  par  l'équation 

Soit  M  un  point  de  l'hyperbole  {Jig.  94);  l'ordonnée  de   M  coupe   en  M' 
l'une  des  asymptotes;  menons  M'N  perpendiculaire  à  cette  asymptote;  la  nor- 
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maie  en  M  à  l'hyperbole  est  la  droite   obtenue  en  joignant  le  point  M  au 

point    de    rencontre    N    de    M'N    avec    l'axe 
*''§•  0<'  Iransverse. 

Pareillement,   les  courbes  définies  par  les 
deux  équations 

A x'-+Cy'-  =  h,         kx^  —  C72  ^  A-, 

ont    des  sous-normales  égales   et    de   signes 
contraires,    aux   points  qui  correspondent  à 
une  même  abscisse;  d'après  cela  {Jig-  95),  en 
remarquant  que  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  est 


Fig.  95. 


^ 

2 

iS 

W' 

\N       P      N' y 

«2 


et  que  le  faisceau  des  diagonales  du  rectangle 
ayant  pour  côtés  les  tangentes  aux  sommets  a 
pour  équation 

x"- 


y1 


soit  M  un  point  de  cette  ellipse  {fig-  gj);  l'or- 
donnée MP  rencontre  en  M'  la  diagonale  OG  de  ce  rectangle;  si  la  perpendi- 
culaire M'N'  à  OG  rencontre  le  grand  axe  au  point  N'  et  si  l'on  prend 
PN  =  —  PN',  MN  est  la  normale  en  M  à  l'ellipse. 


EXERCICES. 


1.  On  mène  d'un  point  P  des  tangentes  à  la  courbe  y  ^=i  x^  :  \°  trouver 
dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  ces  tangentes 
soient  toutes  réelles;  2°  les  axes  étant  rectangulaires,  former  l'équation  du 
cercle  qui  passe  par  les  points  de  contact  ;  3"  lieu  du  point  P  tel  que  ce  cercle 
passe  par  l'origine. 

2.  Etant  donnée  la  courbe  x^  —  ^PY^  =  0  (axes  rectangulaires)  :  i"  former 
l'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
d'un  point  P;  -i"^  lieu  du  point  P  pour  lequel  le  rayon  de  ce  cercle  est  con- 
stant; V  lieu  du  point  P  pour  lequel  le  centre  du  cercle  est  sur  la  courbe 
donnée;  4°  lieu  du  point  P  pour  lequel  le  cercle  est  tangent  à  cette  courbe. 

3.  Etant  donnée  la  courbe  x^-\-y^=  a^,  trouver  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point  P(a,  j3).  —  Équation  aux  y  de  ces  points  de  contact. 
—  En  déduire  les  x  par  une  équation  du  premier  degré  en  x.  —  Quelle  par- 
ticularité présente  l'équation  aux  y,  quand  le  point  P  est  sur  la  courbe?  — 
Former,  dans  ce  cas,  l'équation  des  coniques  passant  par  les  points  de  con- 
tact. 


THÉORIE    DES    TANGENTES. 


3A5 


A.  Étanl  donné  un  cercle  de  rayon  variable,  langent  en  A  à  la  droite  AB, 
on  mène  à  ce  cercle  des  tangentes  par  deux  points  fixes  pris  sur  AB.  Lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

T).  Remplacer  dans  l'énoncé  précédent  le  cercle  par  une  conique  avant  un 
sommet  en  A,  la  droite  AB  étanl  la  tangente  en  ce  point. 

6.  Trouver  l'expression  de  ds^  avec  des  axes  obliques. 

7.  Même  question  avec  des  coordonnées  polaires. 
—  Si  l'on  pose  x  =  p  cosw,  y  =  p  sinto,  on  a 

d.r  -+-  idy  =  ( cos  w  -i-  i  sin  w )  ( dp  +  idoi), 
dx  —  idy  =  (cosa>  —  i  sinaj)(û?p  —  idtu),  etc. 


Détermination  géométrique  des  tangentes  à  quelques  courbes. 


381.  Nous  allons  d'abord  établir,  par  le  calcul,  une  proposition  fonda- 
mentale. 

Si  une  figure  plane  de  forme  invariable  se  déplace  dans  son  plan, 
pour  chaque  position  de  cette  figure^  les  normales  aux  courbes  décrites 
par  ses  différents  points  se  coupent  en  un  même  point,  qu'on  nomme  le 
centre  instantané  de  rotation. 


Fi  g.  96. 


Soient  {fig.  96)  0  x,  Oy  deux  axes  rectangulaires  fixes  et  wX,  wY  deux 
axes  également  rectangulaires  et  liés  invariable- 
ment à  la  figure  mobile.  Nous  supposerons  que 
l'on  puisse  amener,  à  l'aide  d'un  déplacement 
effectué  dans  le  plan  donné,  les  axes  mobiles  à 
coïncider  respectivement  avec  les  axes  fixes,  de 
sorte  que,  (oX  coïncidant  avec  Ox,  toY  coïncide 
avec  Oy.  Les  coordonnées  X,  Y  d'un  point  dé- 
terminé M  de  la  figure  mobile  restent  con- 
stantes, tandis  que  ses  coordonnées  x,  y  sont 
variables.  Pour  définir  le  déplacement  de  la 
ligure  mobile,  nous  prendrons,  pour  variable  in- 
dépendante, l'angle  a  que  la  demi-droite   wX 

fait  avec  Ox  et  nous  supposerons  que  les  coor- 
données Xi,  yx  de  w  soient  des  fonctions  déterminées  de  a.  On  sait  que 

(1)  X  =  Xi-h\coy,7. —  Ysina,         j' =  j'j  4- X  sin  a -H  Y  cosa. 

On  en  déduit 


(O 


dx 
Tx 


dxi 


iy  —  y\)^ 


dx 


dVi       , 


Xy). 
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Considérons  le  point  P  ayant  pour  coordonnée? 

(3)  ^„  =  ^,___^_,  y^=y,^^. 

Ces  formules  combinées  avec  les  formules  {-i)  montrent  que 
dx  dy 

(4)  d^=y^-y^     sâ^^-"^"' 

par  conséquent 

dy  X  —  iFo 


(5) 


dx        r—jo 


ce  qui  prouve  que  MP  est  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M(X,  Y). 

La  position  du  point  P,  indépendante  de  M,  dépend  de  la  valeur  de  a;  je 
dis  que  tout  se  passe,  pour  chaque  valeur  de  ot,  comme  si  la  figure  tout  en- 
tière tournait  autour  de  P. 

Supposons,  en  effet,  que  le  point  M  tourne  effectivement  autour  d'un  point 
fixe  coïncidant  avec  le  point  P,  d'un  angle  égal  à  Aa.  En  désignant  par  r  le 
rayon  PM  et  par  cp  l'angle  que  PM  fait  avec  Ox, 

X — :ro=/*coscc,        y — jKo  = '' sintp; 
par  conséquent, 

dx  .do  ,  .   d(D  dy  do       ,  x  do 

^=-rsrno.^==(y-y,)^,  -  =  rcos^  .^^  =  (x  -  Xo)  ^^  , 

mais  nous  supposons  Aœ  =  Aa,  ce  qui  donne  -~  =  i;  ces  formules  coïncident 

donc  avec  les  formules  (4)- 

Cela  étant,  le  point  P  n'est  pas  fixe  non  plus  par  rapport  à  loX  et  wY; 
soient  Xq,  Yq  ses  coordonnées  qui  dépendent  de  a.  Posons 

Xo=F(a),         Yo  =  *(a). 

Ces  équations  définissent  une  courbe  C  liée  invariablement  aux  axes  mo- 
biles; soient  encore 

^o=/(a),         jKo=?(a), 

ces  équations  définissent  une  courbe  fixe  C.  La  courbe  C,  lieu  des  positions 
successives  que  le  point  P  occupe  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  entraînée 
dans  le  mouvement  de  ces  axes.  En  appliquant  les  formules  (i)  au  point  P, 
on  obtient 

Xo=  Xi-h  Xocosa  —  Yosin  a,        j^q  =JKi-l-  Xosina  -l-  Yocosa 

et,  par  conséquent,  en  se  rappelant  que  Xo  et  Yq  sont  variables, 

dxo        dxi        <fXo  dYo    . 


(6)  i 


(  dxn        ax\        a  An  aÏQ    .  ,  s 

I  ^  =  -^  +  -^  ^"^"  -  -^  ^'"  "  -  (  Jo-ri), 

)^  =  §:i_Ç£sina-|-^^«cosx-K(^o-^0 
\    do.  aa  aa  aa 
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et,  en  tenant  compte  des  équations  (4), 

(7)  dxo— dXoCOSot.  —  f/Yosina,         f/yQ=  dXosinz -\-  dYoCosoL. 

Gela  étant,  prenons  un  point  fixe  A  sur  la  courbe  G  et,  sur  la  courbe  G', 
un  point  B  lié  invariablement  à  cette  courbe  et  posons 

arc  AP  =  s,         arc  BP  =  a. 
Si  nous  posons 

(8)  dxo=dscos^,         dfo=  ds  sin^;         dXo=  d<JCOS-'(,         dYo  =  di  sin"^ , 

P  sera  l'un  des  angles  que  la  tangente  en  P  à  la  courbe  G  fait  avec  Ox 
et  Y  l'un  des  angles  que  la  tangente  au  même  point  à  la  courbe  G'  fait  avec  a>X; 
or,  les  formules  (7)  donnent  ds^—  d<7^. 

En  plaçant  convenablement  l'origine  B  de  l'arc  a,  on  peut  supposer  ds  =  dz 
et,  par  suite,  si  arcAP  =  arcBP,  cette  égalité  subsistera.  En  comparant  les 
formules  (7)  et  (8)  et  en  tenant  compte  de  l'égalité  ds  =  di,  on  obtient 

P  =  a  +  Y  "+"  2^~> 

ce  qui  prouve  que  les  courbes  G  et  G'  sont  tangentes  en  P.  Il  résulte  de  là 
que  la  courbe  G'  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  G  et  que  le  centre  instantané 
de  rotation  est,  pour  chaque  position  de  la  figure  mobile,  le  point  de  contact 
des  courbes  G  et  G'. 

Réciproquement,  supposons  qu'une  courbe  mobile,  de  forme  invariable  G', 
roule  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe  G,  et  soient  xq^  yo  les  coordonnées  du 
point  de  contact,  rapportées  à  deux  axes  fixes;  Xq,  Yq  étant  les  coordonnées 
du  même  point,  relatives  à  deux  axes  mobiles  liés  invariablement  à  G'.  En 
conservant  les  notations  précédentes  et  tenant  compte  de  l'équation  ds  =  di, 
la  formule 

P  =  aH-Y-+-'2/:7: 

donne,  en  vertu  des  équations  (8), 

dxn        dXo  dYn    .  dvn        dXo    ■  dY,) 

—r-  =  —7—  cosa  —  —7—  sina,  -4-  =  — ,—  sina  h j~  cosa. 

doL  dx  «a  da.  da.  aa 

Mais,  en  comparant  ces  équations  avec  les  équations  (6)  qui  s'appliquent  à 
un  point  quelconque  {Xf^,  yo),  on  retrouve  les  équations  (3),  ce  qui  prouve 
que  le  point  {xq,  y^)  est  précisément  le  centre  instantané  de  rotation  corres- 
pondant à  la  valeur  considérée  de  a. 

382.  Déplacement  d'une  figure  plane  déforme  invariable  et  dont  deux 
points  P,  Q  décrivent  des  lignes  droites.  —  Nous  supposerons  que  les  deux 
droites  fixes  données  soient  concourantes  et  nous  prendrons  pour  axes  les  bis- 
sectrices de  leurs  angles;  nous  prendrons  le  milieu  de  PQ  pour  origine  m 
des  axes  mobiles,  wX  coïncidant  avec  10 P.  Si  l'on  pose  wP  =  a,  les  formules 
de  transformation  appliquées  au  point  P  donnent 

a?  =  arj-l- rt  cosa,        y  =^ yi-\-  a  iUMx. 
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Soit  y -h  inx  =  o   l'équation    de  la  droite  décrite  par  le  point  P:  on  doit 
poser 

(i)  yi-\- a  sinoL -h  ?nxi-h  macoscn  =  o. 

Le  point  Q   décrivant  la  droite  ayant  pour  équation  y  —  mx  =  o,    nous 
devons  poser,  de  même  encore, 

(2)  yi  —  asina  —  inTi-\- ma  cosx  =  o. 

De  ces  deux  équations  on  tire  Vi  =  —  ma  cosa,  Xi  = sina. 

Cela  étant,  les  formules  de  transformation  relatives  à  un  point  M    de   la 
figure  mobile  sont 

(3)  a7  =  Xcosa —  (Yh )  sina,        y  =  (Y — ma)  cosa  +  X  sina. 

Ces  équations  donnent  sina  et  cosa;  on  en  déduit  l'équation  du  lieu  de  M 

Cette  équation  représente  une  ellipse,  pourvu  toutefois  qu'on  suppose 

X--'+ (Y  —  ma)  ("y  +  ^J  ^  o. 
Or,  l'équation 

(4)  X^'+(Y-m«)  (y+^^'j^o 

représente  un  cercle  G';  je  dis  que  tous  les  points  de  la  figure  mobile  qui 
sont  sur  ce  cercle  décrivent  des  droites  passant  par  le  point  O.  En  effet,  si 
l'équation  (4)  est  vérifiée,  le  déterminant  des  équations  (3)  est  nul;  pour  que 
ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  qu'elles  deviennent  identiques  et, 
par  suite,  que  l'on  ait     ' 


Xa:-+|YH j  y  =  o,         Xy  —  (Y  —  ma)  x  =  o. 

Ces  deux  conditions  sont  d'ailleurs  identiques,  en  vertu  même  de  l'équa- 
tion (4). 

Gela  posé,  les  extrémités  P',  Q'  du  diamètre  du  cercle  G'  qui  passe  par  le 
point  M  décrivent,  d'après  ce  qui  précède,  deux  droites  OP',  OQ'  qui  sont 
évidemment  rectangulaires.  Les  calculs  seront  simplifiés  si  nous  prenons  ces 
deux  droites  pour  axes;  les  points  P'  et  Q'  vont  remplacer  les  points  P,  Q  et 
le  milieu  de  P'Q'  sera  l'origine  w  des  axes  mobiles,  toX  coïncidant  avec  toP'. 
Nous  désignerons  encore  par  a  l'angle  de  a>X  avec  Ox.  Si  l'on  remarque  que 
co  est  le  centre  du  cercle  C,  on  a  a)P'=  R,  R  étant  son  rayon;  on   trouve 


THÉORIE    DES    TANGENTES.  349 

iiiiiiiétiialement 

(>)  a7i=Rcosa,        ^i  =  — Usina. 

On  voit  tout  d'abord  que  si  l'on  appelle  h  le  segment  to.\l,  les  formules  de 
transformation  donnent  pour  le  point  iM 

ar  =  R  CCS  2 -4-  h  cosa,         )-  —  —  R  sina    f-  //  sina; 

donc  l'ellipse  que  décrit  le  point  M  a  pour  équation 

-    x"-  y-         _ 

i,K-^hy  "^  {K  —  hf  "  '■ 

Les  axes  de  cette  ellipse  sont  donc  les  droites  joignant  le  point  0  aux 
extrémités  du  diamètre  du  cercle  G'  qui  passe  par  le  point  M,  et  les  longueurs 
«les  demi-a\es  sont  les  distances  du  point  M  à  ces  deux  extrémités. 

Gela  fait,  le  centre  du  cercle  G'  est  précisément  le  point  lo  et,  comme  les  for- 
mules, (5)  donnent 

on    voit   que   ce   point   décrit  un  cercle   de  rayon  R  ayant  le  point  O  pour 
centre.  Les  coordonnées  du  centre  instantané  sont  définies  par  les  formules 

dvi  d.r, 

donc 

3"  =  2R  cosa  =  a.Ti,        y  =z  —  2Rsina  =  2j'i, 

•  le  sorte  que 

Le  centre  instantané  est  donc  le  point  de  contact  du  cercle  G'  avec  un 
cercle  de  rayon  double  G  qui  lui  est  tangent,  le  cercle  G'  étant  à  l'intérieur 
<lu  cercle  G. 

Les  formules  de  transformation  appliquées  à  un  point   M  quelconque   sont 

(6)  a?  =  (X -f- R)  cosa  —  Ysina,        ^' =  V  cosa -+- (\  —  R)sina; 

on  sérifie  ainsi  d'abord  que  le  cercle  G' a  pour  équation 

Soit  II  (X,  Y)  un  point  de  ce  cercle;  posons 

X=Rcos9,  Y=Rsin'j; 
ce  qui  donne,  pour  les  coordonnées  x,  y  du  point  11. 
X  =  R  [(i  -I-  coscp)  ces  a  —  sino  sin  aj,      y  —  R  [sino  cosa  —  (  i  —  cos-i)sin  a]. 


35o 

Mais  on  sait  que 


CHAPITRE    XIV 


^  1 


i-l-coscp  sincû 

ce  qui  permet  d'écrire 

^  =  R(  I  -H  coscp)  [cos3!  —  tangjcpsina],      j'  =  Rsincp  [cosa  —  tang^  tp  sina]; 

donc 

j  =  5^langJcp. 

11   convient  d'ajouter   que  la  première  des  équations  (6),  par  exemple,  ne 
peut  donner  pour  a  une  valeur  réelle  que  si  l'on  suppose 

a;2  <  (  X -+- R  )2  +  Y2 


ou 
c'est-à-dire 


3^2  <  2R2-t-2R2cOSO, 
d72<^  4R2cOS2|cp. 

Gela  prouve  que  le  point  H  est  toujours  compris  entre  les  extrémités  du 
diamètre  du  cercle  G  sur  lequel  il  se  trouve;  résultat  évident  a  priori. 

En  résumé,  quand  deux  points  d'une  figure  mobile  de  forme  invariable  se 
déplacent  sur  deux  droites  fixes  qui  se  coupent  en  un  point  O,  le  mouvement 
de  cette  figure  peut  être  produit  par  le  roulement  d'un  cercle  G'  passant 
constamment  par  le  point  0,  sur  un  cercle  G  de.  rayon  double,  ayant  son 
centre  au  point  O.  Tous  les  points  du  cercle  G'  décrivent  des  portions  de 
droite  qui  sont  des  diamètres  du  cercle  G  et  les  autres  points  décrivent  des 
ellipses  ayant  leur  centre  en  O. 

Il  est  évident  que  si  les  droites  fixes  données  étaient  parallèles,  la  figure 
mobile  aurait  un  mouvement  de  translation. 

Tous  ces  résultats  se  démontrent  très  simplement  par  la  Géométrie  élémen- 
taire. 

383.  Applications.  —  i°  Soient  AB  une  droite  de  longueur  constante 
(Jig,  97)  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites  fixes  et  M  un  point  de 
cette  droite  tel  que  AM  et  RM  aient  des  longueurs 
constantes  BM  =  a,  AM  =  6.  Le  point  M  décrit  une 
ellipse,  comme  nous  le  savons  déjà;  si  l'on  désigne 
par  X,  y  les  coordonnées  de  M,  en  posant  OA  =  a, 
«Ib  =  p,  on  a 

a  y. 


et 


(a 


a  -\-  b 
by-=(x 


■2  «p  cosG, 


'équation  de  l'ellipse  décrite  par  le  point  M  est  donc 
Le  centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  AB  est  le  point  de  concours 
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des  normales  en  A  et  B  aux  trajectoires  de  ces  points;  c'est  donc  le  point  dtî 
rencontre  de  la  perpendiculaire  AG  à  l'axe  des  x  et  de  la  perpendiculaire  HG 
à  l'axe  dcs^;  il  en  résulte  que  la  normale  en  M  à  l'ellipse  est  la  droite  CM. 

Considérons  le  cas  particulier  où  les  extrémités  de  la  droite  se  déplacent 
sur  deux  droites  rectangulaires  {fig.  98). 

Soi):  AB  une  position  de  la  droite  mobile  et  supposons,  comme  plus  haut 
AM  =  a,  MB  =  6.  En  joignant  M  au  centre  in- 
stantané de  rotation  G,  nous  obtenons,  comme 
nous   venons    de   le   voir,    la   normale    GM    au 
point  M,  à  l'ellipse  décrite  par  le  point  M. 

Si  nous  prenons  0A'=  OB  et  OB'=OA,  la 
droite  A'B'  sera  perpendiculaire  à  AB  et,  par 
suite,  si  A'M'  =  a,  OM'  est  perpendiculaire 
à  GM;  par  conséquent,  OM' est  le  diamètre  con- 
jugué à  OM;  et,  en  outre,  OM'=MG.  On  voit, 
«Ml  effet,  que  si  l'on  fait  tourner  le  triangle  ABC 
de  90°  autour  de  B,  de  manière  que  le  côté  BG 
vienne  dans  la  direction  Oa^,  les  côtés  de  ce  triangle  deviendront  parallèles 
à  ceux  du  triangle  A'OB'.  Gela  posé,  si  to  est  le  centre  du  rectangle  OBCA, 


Fig.  98. 

y 

A' 

k 

/^          ^ 

c 

MV 

C^. 

/ 

B' 

0 

\/  y°  " 

y(r^ 

on  a 


OM 


MC 


2  O  co   -i-  2  (.0  M 


(a-i-by-        (a  —  hy 


c'est-à-dire 


a'i+b"-  = 


62. 


L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  OM  et  OM'a  pour  mesure  OM'x  MP, 
c'est-à-dire  MC  x  MF,  P  étant  le  point  de  rencontre  de  M'O  et  de  GM.  Mais 
l'angle  OPC  étant  droit,  le  point  P  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  rectangle 
OBCA;  donc,  MC  x  MP  =  AM.MB  =  ab. 

Si  l'on  donne  OM  et  OM',  on  peut  construire  facilement  OA  et  OB.  En 
effet,  il  suffit  de  décrire  un  cercle  sur  OC  comme  diamètre;  les  points  A  et  B 
sont  les  extrémités  du  diamètre  loM.  On  a  ainsi  résolu  ce  problème  :  Con- 
struire les  axes  d'une  ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

■2°  Nous  avons  trouvé  la  normale  en  un  point  d'une  cycloïde.  Plus  géné- 
ralement, si  un  cercle  roule  sur  un  second 
cercle  fixe,  sans  glisser,  la  normale  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  décrite  par 
un  point  M  lié  au  cercle  mobile,  s'obtiendra 
en  joignant  le  point  M  au  point  de  contact 
du  cercle  mobile  et  du  cercle  fixe. 

Prenons  {Jig.  99)  pour  axes  fixes  deux 
diamètres  rectangulaires  du  cercle  fixe,  et 
prenons  sur  le  cercle  mobile  un  point  M 
tel  que  arc  PM  =  arc  PA.  Supposons  que  wX 
passe  par  M  et  que  les  coordonnées  du 
point  M  soient  X  =  —  b,  Y  =  o,  b  étant  le  rayon  du  cercle  mobile.  Si  a  est 


l'^'g-  99- 
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le  rayon  du  cercle  fixe,  et  si  l'on  appelle  cp  et  ç'  les  angles  AOP,  PwM,  on  a 

acp  =  bo,         a  =  Q  -+-  cp'  = 

par  suite,  x,y  étant  les  coordonnées  absolues  de  M, 

/  I  \  T.         a  -\-h  ,    .     a  -^  h 

X  =  (a-hb)  C0SC9  —  b  cos  — ; —  es,  r  =  (a  +  6  )  sin  o  —  w  sin  — -, —  o. 

Ces  équations  représentent  le  lieu  du  point  M.  Si  l'on  prend  wR  =  nib,  les 
coordonnées  du  point  R  seront 


l  a"  —  (  a  +  ^  j  cos  cp  —  inb  cos  — j- 


{  /  1  \  j         a  +  b 

l  X  —  {a  -\-  b)  cos  cp  —  nib  cos  — ~. —  o 

)  /       ,    I  ^    •  a-^  b 

f  y  z=  [a  -i-  b)  sincp  —  mb  sin  — - —  o 


On  vérifiera  sans  difficulté,  par  le  calcul,  que  RP  et  MP  sont  les  normales 
en  R  et  M,  respectivement,  aux  courbes  décrites  par  les  deux  points. 

Lorsque  m^  t,  le  point  R  décrit  une  épicycloïde  allongée  ;  si  m  <  i.  une 
épicycloïde  raccourcie. 

Si  le  cercle  mobile  était  tangent  intérieurement  au  cercle  fixe,  on  aurait, 
pour  déterminer  le  lieu  d'un  point  M  de  cercle  mobile,  les  équations 

a  ~b 


1  X  =  {a  —  6)cos(p -t- ôcos — - —  (2, 

< 

/  X  :=  {a  —  b)  sin'j  +  b  sin  — . 


<'^>  -  -    ,, 


la   courbe  décrite   serait   alors    une    hypocycloïde.  Si  a  —  ib,  ces  formules 
donnent 

X  ^  a  coscp,         >'  =  o. 

On  sait,  en  effet,  que  si  un  cercle  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de 
rayon  double,  un  point  du  cercle  mobile  décrit  un  diamètre  du  cercle  fixe. 
Si  l'on  remplace,  dans  les  formules  (i),  o  par  <|/  et  6  par  a-hb,  on  obtient 

.r  =  —  b  cos (^  -+■  (oL  -\-  b)  cos r  '^■,       >'  =  —  b  sin  <it  +  (a  -\-  b)  sin -r  'J^ , 

^  a-\-b^       -^  '        ^  ^        a  -A-  b  ' 

b       , 

et,  SI  1  on  pose  r  (L  =  cp,  il  vient 

a-\-  b  ^ 

X  —  {a  -\-  b)  cos  CD  —  6  cos  (i-(-y)œ,      y  =  {a  -i-  b)  sino  —  b  s'in  M-i-^lœ. 

Ce  qui  prouve  qu'une  épicycloïde  est  susceptible  d'un  double  mode  de  gé- 
nération par  le  roulement  d'un  cercle  mobile  sur  un  cercle  fixe.  On  peut,  en 
effet,  faire  rouler  sur  un  cercle  fixe  de  rayon  a  un  cercle  tangent  extérieure- 
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ineiU  de  rayon  b,  ou  un  cercle  tangent  intérieurement  et  de  rayon  a-\-b.  On 
vérifie  aisément  la  proposition  par  la  Géométrie  élémentaire  en  considérant 
le  cercle  passant  par  M  et  tangent  au  cercle  fixe  au  second  point  d'interser- 
tion  de  MP  avec  ce  cercle. 

De  la  môme  manière,  en  remplaçant,  dans  les  formules  (•?.),  b  j)ar  a  —  b 
et  ç  par  0,  on  obtient  les  formules 

X  =  b  cosO  -4-  (a  —  6)  cos ,  0,        y  =  b  sinô  ~  (a  —  b)  sin  — — -,  0  ; 

a  —  b'  a  —  b 

en  posant r  6  =  —  'f,  c'est-à-dire  6  =  f  i  —  ^  j  ip,  ces  formules  deviennent 


X  =  {a  —  b)  cosç  -1-  b  cos 


-b 


j,       ^  =  (a  —  6)  si  no  —  6  sin 


.    a  —  b 


b 


ce  qui  étend  la  proposition  précédente  au  cas  où  l'hypocycloïde  est  extérieure 
au  cercle  fixe;  comme  dans  le  cas  précédent,  le  point  de  contact  variable  du 
cercle  intérieur  de  rayon  a  —  b  est  le  second  point  de  rencontre  du  cercle 
fixe  avec  la  droite  M  P. 

3°  Tangentes  aux  conchoïdes.  —  Soient  G  une  courbe  quelconque  {Jig.  loo) 
et  O  un  point  fixe.  Sur  une  sécante  variable  menée  par  O  et  rencontrant  la 
courbe  G  en  P,  on  porte  une  longueur  con- 
stante PM.  On  demande  de  construire  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M, 
en  supposant  connue  la  tangente  en  P  à  la 
courbe  G. 

Gonsidérons  un  point  P'  infiniment  voisin  de  P 
et  prenons  sur  OF^'  un  segment  O' P'  égal  à  OP 
et  soit  P'M'=  PM. 

On  peut  regarder  les  points  O,  P,  M  comme 
appartenant  à  une  figure  plane  de  forme  inva- 
riable ;  la  trajectoire  du  point  Pétant  la  courbe  G, 

nous  connaissons,  par  hypotlièse^  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  P.  Le 
point  de  la  sécante  OP  qui  est  en  O  venant  prendre  la  position  0',  la  nor- 
male en  O  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  la  limite  de  la  perpendiculaire 
menée  au  milieu  de  00',  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  OP  menée  par  le 
point  O.  Le  centre  instantané  de  rotation  I  est  donc  le  point  d'intersection 
de  cette  droite  et  de  la  normale  en  P;  il  en  résulte  que  la  normale  en  M  à 
la  courbe  décrite  par  ce  point  est  la  droite  IM. 

Pareillement,  si  la  longueur  PN  est  constante,  IN  est  la  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  N. 

Si  Ion  suppose  NF*  =  PM  =  a,  le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  N  se  nomme 
une  conchoïde  de  la  courbe  G. 

Si  l'on  prend  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires,  en 
appelant  a?(,>  Xa  '^s  coordonnées  du  point  P,  on  aura  l'équation  de  la  conchoïde 
NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  1.  23 
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en  éliminant  .^o»  JKo  entre  les  équations 

{x  —  a;oy-{-{y—yoy=a^,         arKo  — JK^o=o,        /(arcJCo)  =  o, 

en  supposant  que  la  courbe  G  ait  pour  équationy  (a-,  j')  =  o. 

4"  Tangente  à  la  strophoïde .  —  On  donne  deux  droites  OA,  AB  et  un 
point  fixe  O  sur  l'une  d'elles  ^fig-  101).  Sur  une  sécante  variable  rencontrant 

AB  en  P,  on  porte  des  longueurs 
PM  =  PN  =  AP;  la  courbe  décrite 
par  les  points  M,  N  se  nomme  stro- 
phoïde. Il  s'agit  de  trouver  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  la 
strophoïde. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  d'a- 
bord que,  si  la  sécante  se  confond 
avec  OA,  les  points  M  et  N  viennent 
se  confondre  tous  les  deux  avec  le 
point  A. 

La  tangente  à  l'arc  décrit  par  le 
point  M  est  la  limite  de  la  sécante  AM  ; 
or  le  triangle  PAM  est  isoscèle  ;  si  l'on 
nomme  a  la  valeur  commune  des  an- 
gles à  la  base  de  ce  triangle,  ^  l'angle 
AOM  et  6  l'angle  BAX,  on  a 


0 


? 


ou 


a  =  |(< 


'^V' 


comme  ^  a  pour  limite  zéro,  on  en  conclut  que  lima  =  |^6.  Donc  la  tangente 
à  l'arc  AM  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAX;  on  verrait  de  même  que  la  tan- 
gente à  l'arc  décrit  par  le  point  N  est  la  bissectrice  de  l'angle  BAO.  Au  sur- 
plus, l'angle  NAM  étant  droit,  les  deux  tangentes  considérées  doivent  être 
rectangulaires. 

Gela  posé,  on  peut  déduire  aisément  de  cette  construction  celle  de  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  la  strophoïde.  Soit,  en  effet,  un  point  M  de 
cette  courbe.  Si  l'on  remplace  la  droite  fixe  OX  par  OX',  on  peut  considérer 
une  strophoïde  auxiliaire  définie  au  moyen  des  droites  AB,  OX',  0  étant 
toujours  le  pôle.  La  première  strophoïde  peut  être  regardée  comme  étant  la 
eonchoïde  de  la  seconde,  les  rayons  vecteurs  de  celle-ci  étant  augmentés  ou 
diminués  d'une  constante  égale  à  AP.  Or,  d'après  la  construction  donnée  plus 
haut,  l'une  des  tangentes  en  P  à  la  strophoïde  auxiliaire  étant  la  bissectrice 
de  l'angle  BPX',  si  nous  menons  les  droites  :  01,  perpendiculaire  à  OiM,  PL 
bissectrice  de  l'angle  OPB,  ces  droites  se  coupant  en  I,  LM  sera  la  normale 
en  M  à  la  première  strophoïde.  De  même,  I'  étant  le  point  de  rencontre  de 
01  avec  la  bissectrice  de  l'angle  BPX',  L'N  est  la  normale  en  N  à  la  première 
strophoïde.  Gette  ingénieuse  construction  est  due  à  Desboves. 
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La  tangente  en  0  est  évidemment  la  droite  OC,  telle  que  OC  =  A.C  ;  le 
point  C  est  donc  à  rintersection  de  AB  a\ec  la  perpendiculaire  élevée  au  mi- 
lieu de  OA. 

5°  Courbes  conchoïdales. —  Soient  G  et  G'  deux  courbes  fixes  {Jig.  loi), 
une  tangente  AB  à  la  courbe  G  rencontre 
la  courbe  G'  au  point  B  à  partir  duquel  on 
porte  des  longueurs  constantes  NB  =  BM  =  a. 
Gonnaissanl  la  tangente  en  A  à  la  courbe  G 
et  la  tangente  en  B  à  la  courbe  G',  construire 
la  tangente  en  M  ou  en  N  à  la  courbe  décrite 
par  chacun  de  ces  points. 

Gonsidérons  la  figure  de  forme  invariable 
formée  par  les  points  D,  N,  B,  M;  D  étant  le 
point  de  rencontre  de  deux  tangentes  à  la 
courbe  G,  infiniment  voisines,  AB,  A'B'.  Si 
l'on  prend  une  longueur  B'D'=  BD  dans  un 

sens  convenable,  le  point  D  viendra  en  D'  quand  la  tangente  AB  prendra  la 
position  A'B';  la  perpendiculaire  au  milieu  de  DD'  aura  ])our  limite  la  nor- 
male en  A  à  la  courbe  G  ;  le  centre  instantané  de  rotation  sera  donc  le  point 
de  concours  I  de  celte  normale  avec  la  normale  en  B  à  la  courbe  G';  il  en 
résulte  que  I.\l  et  IN  sont  les  normales  en  M  et  en  N  aux  courbes  décrites 
par  M  et  N. 


Usage  des  infiniment  petits  dans  la  construction  des  tangentes. 


384.  On  peut  dans  quelques  cas  faire  usage,  pour  la  détermination  des 
tangentes,  des  deux  théorèmes  suivants  de  Géométrie  infinitésimale  : 

1°  Soient  A  un  point  donné  sur  une  courbe,  et  M  un  point  infiniment 
voisin  de  A,  situé  sur  la  même  courbe  :  la  distance  MP  du  point  M  à  la 
tangente  en  A  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  au  moins,  AM 
étant  V infiniment  petit  principal. 

En  effet,  si  nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la  nor- 
male en  A,  l'ordonnée^  du  point  M  est  une  fonction  de  x  que  l'on  peut  dé- 
velopper par  la  formule  de  Taylor;  en  posant  y  —  f{x)  et  remarquant  que 
/■(o)  =  o  et/'(o)  =  G,  on  voit  que  la  première  dérivée  de/(a7),  qui  soit  dif- 
férente de  zéro  pour  x  =  o,  est  au  moins  du  second  ordre;  si  elle  est  d'ordre />, 
on  a 


r  =  ^'/'(0^), 


«)<0<i, 


Cl,'  qui  démontre  que  y  est   infiniment  petit  d'ordre  p  par   rapport  à  x;  or 

AM 

X  =  AM  cosMAP  ;  donc  lim =  i  quand  a?  tend  vers  zéro  et,  par  conséquent, 

la  conclusion  subsiste  quand  AM  est  l'infiniment  petit  principal. 
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Remarque.  —  La  proposition  précédente  peut  servir  à  la  définition  de  la 
tangente  en  un  point  A  {x,y)  d'une  courbe  ayant  pour  équation  jk  =f(x). 
En  effet,  la  distance  du  point  M{x  -h  ^x,  y  -h  A^)  à  la  droite  A,  définie  par 
l'équation 

Y  — y  =  m(X  —  cp) 
est  égale  à 

\y  —  m  \x  ^ 

\/i  ■+-  m^ 
développons  \y  par  la  formule  de  Taylor,  es  qui  donne 

A2;2 
Ay  =f'{x)\x-^ f"(x-hQAx); 

donc  la  distance  du  point  M  à  la  droite  A  a  pour  expression 

[/'(^)  —  m]  Ax  -\ f"(X'+-  b  Ax) 

cette    distance    sera    un    infiniment    petit  d'ordre    supérieur  au    premier    si 

in=^f'{x). 

•2°  Si  dans  un  triangle  ABC  le  rapport  ^-j-  a  pour  limite  zéro,  l'angle  A 

a  pour  limite  zéro. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  sinA  =  -r-r-sinC;  on  voit  d'abord 

Ali 

que  1  angle  A  est  aigu,  puisque  le  rapport  — -^  est  suppose  plus  petit  que  i; 

sinA  ayant  pour  limite  zéro,  A  a  aussi  pour  limite  zéro. 

385.  Applications.  Tangente  à  une  podaire.  —  On  abaisse  d'un  point 
fixe  O  {Jig.  io3)  une  perpendiculaire  OP  sur  chaque  tangente  MP  à  une 
courbe  fixe  G;  le  lieu  du  pied  P  de  cette  perpen- 
diculaire est  la  podaire  de  G  relative  au  point  O. 
Si  M'P'  est  la  tangente  à  G,  en  un  point  M'  infini- 
ment voisin  de  M,  il  s'agit  de  trouver  la  limite  de 
PP'.  Si  nous  admettons  que  PP'  est  infiniment  pe- 
tit du  premier  ordre,  en  menant  MP"  parallèle  à 
M'P' et  rencontrant  OP' et  P",  P'P"  sera  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  et,  par  suite,  au  lieu 
de  chercher  la  limite  de  la  direction  de  PP',  on 
peut  chercher  la  limite  de  la  direction  de  PP";  or 
celle-ci  est  facile  à  trouver,  car  le  quadrilatère 
OP"PM  étant  inscriptible,  la  sécante  PP"au  cercle  circonscrit  à  ce  quadrila- 
tère^apour  limite  la  tangente  en  P  à  ce  cercle.  On  peut  remarquer  que  la 
diagonale  PI  du  rectangle  OPMI  est  précisément  la  normale  en  P  au  cercle 
considéré. 
I     Si  l'on  considère  l'angle  droit  dont  un  côté  passe  constamment  par  le  point  0 
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et  dont  l'autre  côté  reste  tangent  à  la  courbe  C,  comme  étant  une  figure  plane 
de  forme  invariable,  on  reconnaîtra  aisément  que  le  point  I  est  précisément 
le  centre  instantané  de  rotation. 

Remarque. —  Pour  compléter  la  démonstration  donnée  plus  haut,  il  serait 
iii(iispcnsablc  de  prouver  que  PP'  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
MM' étant  l'infiniment  petit  principal  ;  ce  qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté. 


Généralisation.  —  On  généralise  aisément  la  construction  précédente 
en  supposant  que  l'angle  P  scit  constant;  plus 
généralement  encore,  on  peut  considérer  le  lieu 
du  sommet  d'un  angle  constant  P  dont  les  côtés 
restent  tangents  à  deux  courbes  fixes  G ,  C 
(  /ig.  104).  Soient  M  et  N  les  points  de  contact 
des  côtés  MP,  NP,  et  M'  et  N'  les  points  de  con- 
tact infiniment  voisins  des  côtés  M' P',  I\'P'.  On 
remplacera,  comme  plus  haut,  le  point  P'  par  le 
point  de  rencontre  P"  de  MP"  parallèle  à  M'P' 
avec  NP"  parallèle  à  ]\'P';  PP'  est,  en  général, 
infiniment  petit  du  premier  ordre  et  P'P"  du  se- 
cond ordre;  on  voit  en  outre  que  PP"  a  pour 
limite  la  tangente  en  P  au  cercle  circonscrit  au  triangle  MPN.  Il  en  résulte 
que  la  normale  en  P,  au  lieu  décrit  par  P,  passe  par  le  point  de  concours  I 
des  normales  menées  en  M  et  N  aux  deux  courbes  G,  G'  respectivement. 

Le  point  I  est  le  centre  instantané  de  la  figure  formée  par  les  côtés  de  l'angle 
variable  P. 

Méthode  des  transversales  réciproques. 

38G.  Gette  méthode  a  été  appliquée  par  M.  G.  de  Longchamps  dans  un  as- 
sez grand  nombre  de  cas.  Nous  en  donne- 
rons un  exemple  simple. 

Etant  donnés  un  point  fixe  O,  une 
courbe  G  et  une  droite  D  {Jig.  to5),  on 
mène  une  sécante  OPQ  rencontrant  la 
courbe  G  en  P  et  la  droite  D  en  Q  ;  on 
prend  OM  =  PQ  et  l'on  demande  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  G'  décrite  par  le 
point  M. 

Soit  OP'Q'  une  sécante  infiniment  voi- 
sine de  la  première,  de  sorte  que 

En   nommant   R  et  S   les  points   de   ren- 
contre de  la  droite  D  avec  PP'  et  M'M,  on  sait  que  QS  =  Q'R.  Il  en  résulte 


Fig.  io5. 
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immédiatement  que,  si  la  tangente  en  P  à  la  courbe  C  rencontre  D  au  point  ]\ 
et  si  l'on  prend  QT  =  NQ,  MT  est  la  tangente  cherchée. 


CHAPITRE  XY. 


THEORIE    DES    ENVELOPPES, 


387.   Considérons  une  famille  de  courbes,  définie  par  l'équati(^ti 

qui  renferme  un  paramètre  variable  a.  A  chaque  valeur  a  du  para- 
mètre correspond  une  courbe  G  de  la  famille  considérée;  si  a  varie 
d'une  manière  continue,  la  courbe  G  se  déforme  et  se  déplace  d'une 
manière  continue.  Considérons  deux  valeurs  infiniment  voisines  du 
paramètre  :  a^  et  ao-i- h,  auxquelles  correspondent  les  courbes  Cn, 
et  C^  définies  par  les  équations 


(3) 


Les  coordonnées  des  points  communs  à  ces  deux  courbes  sont  les 
solutions  du  système  formé  par  les  équations  (-î)  et  (3).  Soit  AIq 
{Jig-  io6)  l'un  de  ces  points;  quand  II  tend  vers  zéro,  le  point  Mo 
tend  vers  une  limite  déterminée  M.  En  effet, 
on  peut  remplacer  l'équation  (3)  par  la  sui- 
vante : 


Fia;.  io6. 


(4) 


f{T,y,  ao-^r  h)—f{x,  y,  «o) 


le  point  Mo  est  donc  l'un  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  Co  et  d'une  courbe  détermi- 
née ?(,;    lorsque  h  tend  vers  zéro,   la  courbe  Fo   a  pour  limite  la 
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courbe  r  représentée  par  l'équation 

el,  j)ar  suite,  Mo  tend  vers  l'un  des  points  communs  aux  courbes  C^ 
et  r,  soit  M. 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  définies  par  le  système  (2),  (5). 
Ainsi,  à  chaque  valeur  «0  du  paramètre  a  correspondent  un  ou 
plusieurs  points  M  appartenant  à  la  courbe  Cq^  nous  appellerons 
chacun  de  ces  points  un  point  caractéristique.  Si  l'on  fait  varier  «, 
le  lieu  des  caractéristiques  s'obtiendra  en  éliminant  a  entre  les  deux 
équations 

(0  /{■p,y,  fi)  =  o, 

(<>)  /â(-^, r.  «)  =  0- 

Ce  lieu  est  ce  que  l'on  nomme  Vemeloppe  des  courbes  représen- 
tées par  l'équation  (i);  celles-ci  sont  dites  des  enveloppées.  Ces 
noms  sont  justifiés  par  le  théorème  suivant. 

388.  Théorîîaie.  —  Par  chaque  point  de  l'enveloppe,  il  passe 
au  moins  une  enveloppée  qui  lui  est  tangente  en  ce  point. 

En  effet,  soit  M  un  point  de  l'enveloppe;  ce  point  correspond  à 
une  valeur  particulière  a^  du  paramètre  a;  il  est  à  l'intersection  des 
courbes  définies  par  les  équations 

(2)  /(a^,  7,  «o)  =  o, 

(5)  f'^^^{x,y,  ao)^o. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  {•*.)  est 
donné  par  l'équation 

x^  y  étant  les  coordonnées  du  point  M.  Or,  on  peut  regarder  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'enveloppe  ronime  étant 
définies  par  le  système 

(1)  /(^,7,«)  =  o, 

(G>  f'Jx^y,  a)  =  o. 
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On  a  donc 

JxK^,  7>  a)  ^-  4- /y  (^,  r^  «)  ^  -^fai^,  y,  a)  =  o. 

Mais  le  dernier  terme   de  cette  équation  est  nul;  par  conséquenl, 
pour  le  point  M  de  l'enveloppe, 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  à  l'enveloppe  est 
donc  le  même  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enve- 
loppée au  même  point. 

389.  Applications.  —  i"  Le  point  de  rencontre  des  tangentes 
à  une  courbe  en  deux  points  A,  B  «  pour  limite  le  point  A 
'lorsque  le  point  B  vient  se  confondre  avec  A. 

C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  aisément  par  la  théorie  précédente. 
En  effet,  la  tangente  à  une  courbe  représentée  par  l'équation 
y=.f(^x),  au  point  ayant  pour  abscisse  a,  a  pour  équation 

v—f{a)—f\a){x  —  a)  =  o. 

Si  nous  égalons  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a,  nous  obtenons 

f"{a){x-a)  =  o. 

On  ne  peut  supposer/"(rt)  =  o  quel  que  soit  «,  car  on  en  conclurait 

/(a)  =  Aa-rB; 

en  d'autres  termes,  l'équation  donnée  se  réduirait  ^  y  ^  A.r  +  B  et 
représenterait  une  droite.  Donc  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
considérée  avec  la  tangente  infiniment  voisine  a  pour  limite  le  point 
défini  par  les  équations  x  ^  a^  y  =^f{a),  c'est-à-dire  le  point  de 
contact. 

Il  en  résulte  c^yx'une  courbe  plane  peut  être  considérée  comme 
étant  V enveloppe  de  ses  tangentes. 

2"  Trouver  V enveloppe  du  cercle  ayant  pour  diamètre  une 
corde  perpendiculaire  à  l'axe  d'une  parabole  donnée. 

L'équation  de  la  parabole  donnée  étant  y^ —  ipx  =  o,  l'équation 
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d'un  cercle  décril  sur  la  corde  parallèle  à  l'axe  des  y  ajant  pour 
équation  x  =  a,  prise  pour  diamèlre,  est 

{j-  —  a)^-^y-—  t.pa  =  o, 

L'enveloppe  demandée  s'obtiendra  donc  en  éliminante  entre  celle 
équation  et  l'équation 

—  (r  — a)— /?  =  o, 

obtenue  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a  du   premier  membre 
de  l'équation  du  cercle;  l'équation  de  l'enveloppe  est  donc 


C'est  l'équation  d'une  parabole  égale  à  la  proposée  et  que  l'on  obtient 
en  faisant  subir  à  tous  les  points  de  cette  dernière  une  translation 

parallèle  à  l'axe  des  x  et  égale  à  — ^  ^j  de  sorte  que  le  foyer  de  la 

seconde  parabole  sera  placé  au  sommet  de  la  première. 

Remarque.  —  Les  points  de  contact  d'un  des  cercles  considérés 
avec  l'enveloppe  trouvée  sont  à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  la 
droite  définie  par  l'équation  x  —  a  -+■  p  =  o;  pour  que  cette  droite 
coupe  le  cercle  correspondant  en  des  points  réels,  il  faut  et  il  suffit 

que  a  vérifie  la  condition  a  >  —  • 

Si  l'on  suppose  a  <<  —  j  les  points  de  contact  avec  l'enveloppe  se- 
ront imaginaires;  si  deux  cercles  C,  G"  correspondent  à  deux  va- 
leurs de  a  telles  que  «'<!«"<< -7?  le  cercle  C  sera  intérieur  au 
cercle  C". 

390.  Cas  où  réq nation  de  V enveloppée  est  algébrique  par  rap- 
port au  paramètre.  —  Lorsque  l'équation  (i)  est  algébrique  par 
rapport  à  a,  éliminer  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (6)  revient 
à  exprimer  que  l'équation  (i),  dans  laquelle  le  paramètre  a  est  re- 
gardé comme  étant  la  seule  inconnue,  a  une  racine  double. 

On  peut  préciser  davantage.  Supposons  que  l'équation  (1)  soit  du 
degré  m  par  rapport  à  (rt);  par  chaque  point  {xo,yo)  du  plan,  il 
passe  m  courbes  C  correspondant  aux  valeurs  du  paramètre  qui 
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sont  égales  aux  racines  de  l'équation 

Ces  m  courbes  sont,  en  général,  distinctes  au  moins  de  position; 
l'enveloppe  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  du  plan 
tels  que,  parmi  les  courbes  C  qui  y  passent,  deux  au  moins  soient 
confondues.  En  particulier,  si  l'équation  en  a  est  du  second  degré, 
l'enveloppe  partagera  le  plan  en  régions  de  deux  espèces,  correspon- 
dant à  des  valeurs  réelles  ou  à  des  valeurs  imaginaires  de  a. 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation  d'un  des  cercles  considérés  dans 
l'exemple  précédent  étant  mise  sous  la  forme 

«2 —  2  (x  -^ p)a  -+-  .r2-4-jK"2  =  o, 

on  obtient  immédiatement  l'équation  de  l'enveloppe  en  annulant  le 
discriminant  par  rapport  à  a 

x'^-\- y^  —  (^  -T-/>)-  =  0 
ou 

y^ —  ^.px  — />-=  o. 

Par  tout  point  intérieur  à  la  parabole  trouvée,  passent  deux  cercles 
réels  de  la  famille,  et  par  tout  point  extérieur  à  cette  parabole  on 
n'en  peut  faire  passer  aucun. 

391.  La  remarque  précédente  permet  d'expliquer  un  résultat  paradoxal  en 
apparence. 

Supposons  que  l'on  puisse  résoudre  l'équation  (i)  par  rapport  à  a;  si  l'on 
trouve  a  —  ^{x,y)  =  o,  on  n'obtiendrait  pas  l'enveloppe  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  par  rapport  à  a,  puisque  cette  dérivée  est  égale  à  i.  Or,  si  l'on  con- 
sidère une  seule  détermination  de  la  fonction  o{x,  y),  deux  courbes,  repré- 
sentées par  les  équations 

a  =  ^{x,y),         a-^  h  =  o(x,  y), 

n'ont  évidemment  aucun  jioint  commun.  Considérons,  par  exemple,  les  cer- 
cles définis  par  l'équation  (x — ay-hy^=ï{^;  l'enveloppe  se  compose  évi- 
demment des  deux  parallèles  à  l'axe  des  x  définies  par  l'équation  y- —  R-  =  o. 
Or,  si  l'on  résout  l'équation  du  cercle  par  rapport  à  a,  on  trouve 

a  =  X -h  t  ^\i'-^—y^         (£=±i). 

Si  l'on  donne  à  z  une  valeur  déterminée,  l'équation  précédente  ne  repré- 
sente qu'un  demi-cercle,  qui  n'a  aucun  point  commun  avec  le  demi-cercle  dé- 
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lini  par  réf|iiatioii 

a  -+-  h  =  .T  -h  z  /R"^  —  y'^. 

Ail  contraire,  si  l'on  considère  le  (Icmi-cerclc  défini  par  l'équation 

a  -^  h  =  x—z  \/H^  —  yi , 

il  aura  avec  le  premier  deux  points  communs,  déterminés  par  l'équation  de 
l'un  de  ros  dtMni-rorrIes  et  l'équation 


//  =  —  •».£  \'i\- — y-  : 

si  h  tend  vers  zéro,  on  lrou\e  bien,  à  la  limite,  U"^  —  y^=  o. 

Si   l'on   cherche   pour  quelle  valeur  de  a  l'un   des  cercles  passe    par   le 
point  Xq,  y^,  on  aura  deux  solutions, 


a'  =  To -r-  V^ii^  — ^-5  ,         a" ■=  j-o  —  /R^  —  yl- 

Pour  que  le  point  a:o,J'o  appartienne  à  l'enveloppe,  il  faut  que  «'=  a  .  ce  qui 
donne 

R— 7^  =  0. 

392.  D'après  ce  qui  précède,  P,  Q,  R  désignant  des  fonctions  déterminée:> 
de  X  et  <le  j^,  l'équation 

(1)  a'-V  -^-xii^l-^K^o 

représente  une  famille  de  courbes  enveloppées  par  la  courbe 

il)  Qî— PR  =  o. 

«t  réciproquement. 

Ainsi,  par  exemple,  si  P,  Q,  R  sont  du  premier  degré,  l'équation  précé- 
dente représente  une  conique  G  tangente  aux  droites  P  =  o,  R  =  o,  la  corde 
des  contacts  étant  la  droite  Q  =  o;  la  droite  R  correspond  à  a  =  o,  et  la 
droite  P  à  a  infini. 

Le  point  de  contact  de  la  droite  (i)  est  défini  par  les  équations  aP  -1-  Q  =  o, 
—  a-P  -+-  R  =  o.  En  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé  par 
les  trois  droites  définies  par  les  équations  P  —  o,  Q  =  o,  R  =  o,  ce  point  a 
pour  coordonnées  i,  — a,  a^. 

Pareillement,  6^  p  _(_  26Q -+- R  —  o  représente  une  tangente  au  point 
I,  — 6,  b-\  la  droite  joignant  ces  deux  points  a  pour  équation 

PaA-^Q(a-+-/;)-+-R  =  o. 

On  a  ainsi  formé  les  équations  de  deux  tangentes  et  de  la  corde  des  contacts, 
ce  qui  conduit  à  l'identité 

[Pa6  +  Q(a-h6)+  R]'-— (  P^î-u  ,,«(> -<_  R)(P62 -i- 26Q  4-  R) 
=  (Q2— PR)(a  — 6)î. 
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393.  Considérons  encore  l'équation 

(  aa?  +  P/  )2  +  2  D  J7  ^-  2  E  j  -f-  F  =  o. 

On  peut  regarder  la  parabole  représentée  par  cette  équation  comme  l'enve- 
loppe des  droites  définies  par  l'équation 

a^{'>.Dx -+-  2K,>'  +  F)  -}-  ■ia{ixx  -h  '^y)  —  i  =  o. 

On  a  ainsi  l'équation  générale  des  tangentes  à  la  parabole.  En  particulier,  si 
l'on  donne  l'équation 

y^  —  2p  X  =  o, 
on  obtient 

2  a-.r  —  2  ay  ■+-  p  =  o 
ou 

1-  —  a  X  ■+-  —  7 
et  plus  généralement,  P  et  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré, 

est  l'équation  d'une  tangente  à  la  parabole  représentée  par  l'équation 

(r^— 2l*  =  o. 

394.  Cas  oii  Véquation  de  l  enveloppée  renferme  plus  dUin 
paramètre.  —  Considérons  d'abord  le  cas  oiî  l'enveloppée  a  pour 
équation 

(i)  f{x,y,a,b)  =  o, 

les  deux  paramètres  a,  b  étant  liés  par  la  relation 

(a)  ç(a,  6)  =  o. 

On  peut  regarder  b  comme  une  fonction  de  a  définie  par  l'équa- 
tion (2).  On  aura  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a 
entre  l'équation  (i)  et  l'équation  dérivée 

da^  db  ' 

b'  étant  la  dérivée  de  b  par  rapport  k  a;  or  cette  dérivée  est  définie 

par  l'équation 

do        do  j , 
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par  suite,  on  doit,  en  définitive,  éliminer  a  et   h  entre  les   «'(jua- 
tions  (i),  (2)  et  la  suivante 


(3) 


d£  do 
da  Où 


Ob   ôa 


qui  exprime  que  les  dérivées  des  fonctions /  et  cp,  prises  par  rapport 
à  «  et  6,  sont  proportionnelles. 

Plus  généralement,  supposons  que  l'équation  de  l'enveloppée  ren- 
ferme n  paramètres  liés  par  n  —  i  équations.  Pour  abréger  l'écri- 
ture, nous  ne  considérerons  que  trois  paramètres  liés  par  deux  rela- 
tions; soit  donc 

les  paramètres  a,  b,  c  étant  liés  par  les  équations 

{'i)  ^{(i,  b,  c)  —  <). 

(3)  'l(a,b,c)  =  iK 

Nous  pouvons  regarder  ces  équations  comme  définissant  6  et  c  en 
fonction  de  a.  En  désignant  par  b'  et  c'  les  dérivées  de  6  et  c  par 
rapport  à  «,  nous  devrons  poser 


(4) 


da 

da 

d^ 
da 


Où 


//■ 


de 


o, 


do  , ,       do    , 
dù^-^d^' 


db 


b' 


de 


11  en  résulte  que  l'équation  de  l'enveloppe  s'obtiendra  en  élimi- 
nant a,  6,  c  entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  et  l'équation  obtenue 
en  éliminant  b'  et  c'  entre  les  trois  dernières  équations,  savoir  : 


(5; 


'^l 

0/ 

¥ 

da 

db 

de 

do 
da 

d'^ 
db 

do 
de 

^    d(l>    ^ 

Oa     db      de 


Il  cin\i(Mil  «le  rtMHnr(|iior  qu'on   obtient  cctlr   ilfiiiirre  équation  en  o^alaiil 
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à  zéro  les  dérivées  prises  par  rapport  à  a,  b,  c  de  la  fonction 

/+  Xo  +  n'h  —  o, 

et  en  éliminant  X  et  [j.  entre  les  trois  équations  obtenues. 

On  peut  encore  observer  que  les  équations  (4)  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 

I  df    ,  df    -.        ùf    j 

-^  da  -{-  -T-r  du  -\ — ^^  ac  —  o, 
l   ua  Ou  oc 

(  4  )  <   —'-  da  ^  ~  db  -^  -^  de  =  o. 

\  oa  db  Oc 

\  d'^  d'^  d^ 

\  ua  Ob  Oc 

l'équation  (5)  exprime  qu'il  existe  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  da,  db,  de 
vérifiant  les  équations  (4)'-  En  procédant  ainsi,  on  exprime  que  df=^o,  les 
différentielles  da,  db,  de  étant  assujetties  à  vérifier  les  relations  obtenues  en 
différentiant  les  équations  o  =  o,  tj'  =  o;  de  cette  façon,  les  trois  paramètres 
sont  traités  d'une  manière  symétrique. 

395.  Applications  :  i°  Trouver  l'enveloppe  d' une  droite  de  lon- 
gueur constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites 
rectangulaires  fixes.  —  Soil 

(')  ï  +  ^-' 

l'équation  d'une  droite,  les  paramètres  a,  j3  vérifiant  la  relation 

(2)  a^^?^^/^ 

En  appliquant  la  méthode  générale,  nous  éliminerons  a  cl  [i  entre 
les  équations  précédentes  et  l'équation 

—  —       _  •?! 


que  nous  écrirons  ainsi 

J^    -  _r     -  J 

^f  -  ^%  -  il' 

en  tenant  compte  des  équations  (i)  et  (2).  On  a  ainsi 
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et,  par  suite, 


ou,  en  simplifiant, 


li=z{i^xyi-^{liyy* 


2       1      t 

,,3  _|_  ^.3  __  fi 


2°  Enveloppe  des  el/i/)ses  décrites  par  les  différents  points  de 
la  droite  précédente.  —  L'une  de  ces  ellipses  a  pour  équation 

avec  la  condition  a  +  b  =  l.  En  procédant  comme  dans  le   cas  pré- 
cédent, on  obtient  pour  enveloppe  la  même  courbe. 

L'enveloppe  trouvée  est  une  hypocycloïde,  obtenue  en  faisant  rouler  un 
cercle  de  rayon  -  sur  un  cercle  de  ravon  /.  le  iireniier  cercle  étant  intérieur 
au  second.  Les  formules  relatives  à  rhy|»ocycloï(le  sont  alors,  en  effet. 

3  ,  /         .,  3  ,    .  /    .    „ 
X  =   -  l  cosa  -i —  cos  ix.           y  z=  -  l  sin  x  —  -;  sm  3a 

4  I  ■  4  -4 

ou,  en  simplifiant, 
«l'où  l'on  tire 


57  =  /cos-»  a.  j'=/sin^a. 


396.  Nous  venons  de  voir  que  renveloppc  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  est  la 
même  que  l'enveloppe  des  trajectoires  de  ses  différents  points.  Cette  propo- 
sition n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition  générale  que  nous  allons 
établir.  Pour  cela,  nous  allons  d'abord  considérer  un  autre  cas  de  la  théorie 
des  enveloppes. 

Considérons  deux  équations 

(1)  /(•'"' J',  «•  /-')  ^  <>, 

(2)  ?f^,  J,  rt,  0)  =  o, 

où  entrent  les  coordonnées  .r,  y  et  deux  paramétres  a,  b.  Si  l'on  donne  i'i  ii 
une  valeur  constante  ao,  les  deux  équations 

(3)  fi^.y,  tto,  /*)  =  0. 

(4)  ?  (^.  J»  «0,  *)  =  »>r 

représentent  une  courbe  dont  on  aurait  l'équation  en  éliminant  b  entre  les 
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équations  (3),  (4)-  Celte  courbe  est  définie  par  l'équation  a  =  «oj  il  y  a  lieu 
de  chercher  son  enveloppe  quand  «o  varie  d'une  manière  continue. 

On  peut  dire  que  l'équation  (4)  définit  b  comme  fonction  de  ce, y,  Uq,  et  en 
posant 

on  voit  que  l'équation  de  la  courbe  correspondant  à  «  —  «o  est 

f[x,  y,  ao,  '\i  («0,  a-,  r)]  =  o. 

Nous  devons  égaler  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de  cette  équation 
prise  par  rapport  à  ao-  Gela  revient  à  poser 

.,         ..  àb  ,  ,    db 

Donc  nous  avons  à  éliminer  a^  et  b  entre  les  équations  (3),  (4)  et  l'équa- 
tion fa  .o'i, — f'h-^',1  —  o  ou,  en  définitive,  à  éliminer  a  et  6  entre  les  équa- 
tions (i),  (2)  et  l'équation 

(5)  /«•?'/>—//!.?«  =0. 

Il  en  résulte  que  l'enveloppe  des  courbes  b  =  const.  est  la  même  que  celle 
des  courbes  a  =  const. 

Gela  posé,  considérons  une  courbe  mobile  de  forme  invariable  rapportée  à 
deux  axes  rectangulaires  XtoY  auxquels  elle  est  liée  invariablement,  et  dont 
l'équation,  par  rapport  à  ces  axes,  est  Y  =y(X). 

Soit,  en  outre,  xOy  un  système  d'axes  rectangulaires  fixes;  en  appelant  a 
l'angle  que  tuX  fait  avec  Ox,  les  formules  de  transformation 

jc  =  :ri  +  X  cosa  —  Y  sinx,        j^  =  j'i  -1-  X  sina  4-  Y  cosa 

montrent  que  x  d y  sont  fonctions  des  deux  paramètres  a,  X.  Si  l'on  donne 
à  a  une  valeur  constante,  les  équations  précédentes  représentent  la  courbe 
mobile  dans  une  position  particulière;  si,  au  contraire,  X  est  constant  et 
a  variable,  elles  représentent  la  trajectoire  d'un  point  M  de  cette  courbe. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  que  l'on  vient  d'établir  : 

Lorsqu' une  courbe  plane  de  forme  invariable  se  déplace  dans  son 
plan,  les  trajectoires  de  tous  ses  points  ont  la  même  enveloppe  que  la 
courbe  mobile  elle-même. 

397.  Trouver  l'enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  constant  dont  le  centre 
décrit  une  courbe  donnée.  —  L'équation  de  la  courbe  étant  fi^x,  y)  =  o, 
celle  du  cercle  sera  de  la  forme 

(x  —  ay-h{y  —  by—  R2  =  o 
avec  la  condition 

f(a,b)  =  o. 
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n  faudra,  par  suite,  éliminer  a,  b  entre  les  deux  équations  précédenles  et 

l'équation 

X  —  a        y  —  b 

fa  f'h 

Cette  dernière  équation  représente  la  normale  à  la  courbe  donnée  au 
point  (a,  6),  résultat  que  l'on  obtient  immédiatement  en  remarquant  que 
l'axe  radical  de  deux  cercles  égaux,  ayant  leurs  centres  en  deux  points  M,  M', 
est  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MxM';  les  points  M  et  M'  étant 
supposés  sur  la  courbe  donnée,  l'axe  radical  a  pour  limite  la  normale  en  M. 
quand  M'  vient  se  confondre  avec  M. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  si  l'on  porte  sur  la  normale  en  un 
point  M  d'une  courbe  deux  longueurs  MP  et  MQ  égales  à  une  ligne  donnée  R,  le 
lieu  des  extrémités  P,  Q  de  ces  segments  est  une  courbe  qui  admet  les  mêmes 
normales  que  la  proposée;  c'est  ce  que  l'on  nomme  une  courbe  parallèle  à  la 
courbe  donnée. 

398.  Enveloppe  cVan  cercle  passant  par  un  point  fixe  et  dont  le  centre 
décrit  une  courbe  donnée.  —  Prenons  deux  axes  rectangulaires  passant  par 
le  point  fixe  donné;  le  cercle  variable  est  représenté  par  l'équation 

x^-^ y'^  —  '1  ax  —  "xby  =z  o, 

avec  la  condition 

/(a,  6)  =  o. 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant  a.  b  entre  ces  deux 
équations  et  l'équation 

—.=21. 

S'a  J'b 

Cette  équation  représente  la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  à  la  tan- 
gente à  la  courbe  donnée  au  point  (a,  6),  ce  que  l'on  vérifie  géométrique- 
ment, comme  dans  le  problème  précédent.  On  en  déduit  sans  difficulté  que 
l'enveloppe  cherchée  est  homothétique  à  la  podaire  de  la  courbe  par  rapport 
à  l'origine,  les  rayons  vecteurs  de  la  podaire  étant  multipliés  par  2. 

399.  Enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  courbe  fixe  et  qui 
reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe.  —  Prenons  pour  axes  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  fixe  et  soit  R  le  rayon  de  ce  cercle.  Le  cercle  mobile 
aura  une  équation  de  la  forme 

xt -\-yi  —  -iax  —  'iby  -i-  R*  —  o, 

a,  b  étant  liés  par  l'équation 

/(«,  b)  =  0. 

On  obtiendra  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a,  b  entre  ces  équa- 

NlEWENGLOWSKI.  —  G.  an.,  I.  2^ 
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lions  et  l'équation 

Ja  J  h 

On  voit  encore  que  les  points  P,  Q  où  le  cercle  touche  l'enveloppe  sont  à 
l'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  perpendiculaire  menée  par  l'origine  à  la 
tangente  au  point  (a,  6),  à  la  courbe  que  décrit  le  centre  du  cercle  mobile. 
On  en  déduit  une  propriété  remarquable  de  l'enveloppe;  l'équation 

0P.0Q  =  R-2 

montre,  en  effet,  que,  si  l'on  transforme  cette  enveloppe  par  inversion,  le 
cercle  d'inversion  étant  le  cercle  fixe  donné,  elle  se  transforme  en  elle-même  : 
c'est  une  anallagniatique. 

400.  Réciproquement,  toute  anallagniatique  est  susceptible  de  ce  mode 
de  génération.  Considérons,  en  effet,  une  courbe  G  telle  qu'à  tout  point  P  de 
cette  courbe  corresponde  un  second  point  Q  lui  appartenant,  situé  sur  OP  et 
tel  que  OP.OQ  =  R'^,  R  étant  une  constante  et  O  étant  un  point  fixe.  Soit 
P'  un  point  de  la  courbe  donnée  infiniment  voisin  de  P,  et  soit  Q'  le  point 
correspondant.  La  relation  OP.OQ  =  OP'.OQ'  montre  que  le  quadrilatère 
PP'QQ'  est  inscriptible  à  un  cercle  dont  le  centre  est  le  point  de  rencontre 
des  perpendiculaires  menées  respectivement  au  milieu  de  PQ  et  au  milieu 
de  P'Q'.  Supposons  que  P'  vienne  se  confondre  avec  P.  Le  cercle  que  nous 
venons  de  définir  a  pour  limite  un  cercle  passant  par  P  et  Q  et  tangent  en 
chacun  de  ces  points  à  la  courbe  donnée.  D'autre  part,  la  perpendiculaire 
menée  au  milieu  de  PQ  enveloppe,  quand  PQ  tourne  autour  du  point  0,  une 
courbe  déterminée  C,  le  point  de  contact  étant  précisément  le  centre  du 
cercle  bitangent  en  P  et  Q  à  la  courbe  C.  Il  est  clair  que  ce  cercle  est  ortho- 
gonal au  cercle  d'inversion,  c'est-à-dire  au  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O 
et  pour  rayon  R  et  son  centre  décrit  la  courbe  C;  l'enveloppe  de  ce  cercle 
est  la  courbe  C.  Ainsi  toute  anallagmatique  est  l'enveloppe  d'un  cercle 
orthogonal  à  un  cercle  fixe,  et  dont  le  centre  décrit  une  courbe  appelée 
déférente  ;  et  cela  est  vrai  d'autant  de  manières  qu'il  y  a  de  centres  d'inver- 
sion pour  lesquels  la  courbe  se  transforme  en  elle-même. 


Equations  homogènes  par  rapport  aux  paramètres. 

401.   Supposons  que  l'équation  de  l'enveloppée 

(i)  f(^,y,  «.  b,  c)  =0 

soit  homogène  par  rapport  aux  paramètres  a,  b,  c  liés  eux-mêmes 
par  une  équation  homogène 

(2)  o  (a,  b,  c)  =  o. 
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Dans  ce  cas,  il  n'y  a  en  réalité  que  deux  paramètres;  en  efl'et,  si 
nous  posons  «  =  ca,  6  =  c[3,  les  équations  précédentes  pourront 
être  mises  sous  la  forme 

/(^,.r>  a»  ?.  0  =  o,         cp(a,  p,  i)  =  o 

et  nous  devons  écrire  que  les  dérivées  de  ces  deux  dernières  fonc- 
tions sont  proportionnelles,  ce  qui  revient  à  déterminer  un  facteur  A 
tel  que 

Or,  en  vertu  de  l'identité  d'Euler, 

i  «/a  ^  ff/l,  -+-  cf'c  =  infi^x,  y,  a,  b,  c)  =  o, 
{  az,u^  b(ù,,-{-  coc=po(a,  b,  c)  =  o, 

m  et/?  étant  les  degrés  d'homogénéité  des  fonctions /" et  ç>;  en  outre, 
les  équations  (3)  reviennent  à  celles-ci  : 

et,  en  tenant  compte  des  équations  (4),  on  en  déduit/^.^  Xc"*""/'»^. 
De    tout    cela,    il    résulte    que    l'équation    de    l'enveloppe    des 
courbes    (i)   s'obtiendra    en  éliminant  a,   b,   c  entre  les  équations 
(i),  (2)  et  les  suivantes  : 

Ja    Jh^  Jo 

?L    "     ?'/>   ~    O'c' 

Ai)^.   Applications.  —  Si  les   coefficients   u,  v,  w  de  l'équation 
d'une  droite 

(I)  UX  -h  çy  -r-  iVZ  =  o 

sont  liés  par  une  équation  homogène 

cette  droite  a  pour  enveloppe  une  courbe  déterminée  G  dont  on  ob- 
tiendra l'équation  en  éliminant  u,  v,  <v  entre  les  équations  (i),  (•i)el 

X         V         ^ 

J  II  J  V  J  \v 

L'équation  (2)  est  V équation  tangentielle  de  la  courbe  C,  et 
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l'on  voit  que  les  coordonnées  ponctuelles  du  point  de  contact  de 
la  tangente  (m,  v,  w)  sont  proportionnelles  aux  dérivées  du  premier 
membre  de  l'équation  tangentielle. 

403.  Il  convient  de  rapprocher  le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir 
de  celui-ci.  Si  l'on  écrit  sous  la  forme  suivante  : 

uX-\-  i>Y-{-  ivZ  —  o 

l'éqviation  de  la  tangente  au  point  (^,  j',  5)  de  la  courbe  définie  par 
réquation/(a;,  jK,  ;;)  =  G,  on  a 


Jx         Jy         Jz 

404.  Trouver  V équation  ponctuelle  de  la  courbe  ayant  pour 
équation  tangentielle 

(i)  au^-+-  a' v^-h  a"w^-\-  ibvw  -\-  ib' wu  -h  ib" uv  =  o. 

Les  coordonnées  x^y,  z  du  point  de  contact  d'une  droite  dont  les 
coefficients  u,  i',  w  vérifient  l'équation  (i)  avec  son  enveloppe  sont 
assujetties  à  vérifier  les  équations 

au  -h  b"v  -h  b'  iv  —Ix, 
b"  u -T- a' V -^  bw  =\y, 
b' u -h  bv  -^  a"  IV  =::  \  z , 
ux  -\-  vy  -^  wz    =0, 

\  étant  un  paramèti'e  arbitraire;  l'équation  ponctuelle  demandée  est 

donc 

a      b"     b'     X 

b"  a'  b  y 
b'  b  a"  z 
X     y      z      o 


(2) 


L'équation  (i)  représente  donc,  en  général,  une  conique. 

4-00.  Remarques.  —  1°  Si  l'on  considère  Ja  conique  ayant  pour  équation 
ponctuelle 

(3)  kx'^-\-  A>2 -h  A"^2  -h  2 Byz -h  2B' zx  +  1  B"xy  =  o, 

l'équation  tangentielle  de  cette  conique  est  précisément  l'équation  (i),  si  l'on 
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suppose  que  a,  a',  a",  b,  b',  b"  soient  les  mineurs  du  discriminant  A  de  lii 
forme  (3).  Dans  ce  cas,  l'équation  (2)  développée  est  A/(a:,  y.  z)  =  0. 

2°  On  sait  que  si  A  =  o,  la  forme  (i)  est  un  carré  parfait.  Si  l'équation 
f(x,y,z)  =  o  représente  alors  deux  droites  distinctes  D,  D',  les  mineurs 
de  A  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  l'on  a 

au^-\-  aV2-+-  a'w--h  ibvw  -\-  •ib'wu  -+-  ib" uv  =  k{uxQ-\-  vyQ-\-  wzqY, 

k  étant  une  constante  et  aro,  foi  ^0  'es  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  D,  D'.  On  déduit  tie  l'identité  précédente  les  formules  suivantes,  qui 
nous  seront  utiles  : 

xl  ^  yl  ^  fl  ^  ro^  _  f^û^  ^  foTo. 
a  a  a"  b  b'  b" 

406.  Lorsque  les  coefficienls  de  la  forme  (1)  ne  sont  pas  les  mi- 
neurs du  discriminant  d'une  forme  quadratique,  il  peut  arriver  que 
celle  forme  soil  un  produit  de  deux  fadeurs  linéaires  distincts; 
l'éqiialion  (i)  devient  alors 

(«1  M  -+-  61P  4-  Cl  w)  {a^u  -\-  b^v  -\-  c^w )  =  o, 

«,,  6),  C|,  a.y,  b-,,  c-î  étant  des  conslanles;  elle  se  décompose  en  deux. 
L'équation  a,  m  +  6,  p-  +  c,  <ï^  =  o  exprime  que  la  droite  ayant  pour 
équation  ux  H-  çy  H-  wz-  =  o  passe  par  le  point  (rt,,  ^,,  Cj).  L'équa- 
lion  (i)  représente  donc  alors  deux  points. 

■407.  Remarque.  —  Si  l'on  cherche,  par  la  méthode  générale,  l'enveloppe 
de  la  droite  dont  les  coefficients  u,  v,  w  vérifient  l'équation 

«1  u  -\~  bxv  -\-  Ciw  =  o, 
on  doit  éliminer  u,  v,  w  entre  cette  équation  et  les  suivantes  : 

X        y        z 
ux  -\-  vy  -+-  wz  —  o,  —  —  7~  —  — 

Iti  Oy  C'i 

La  dernière  équation  montre  que  l'enveloppe  se  réduit  au  point(ai,  ôj,  Cj). 

Si  l'on  considère  la  droite  ayant  pour  équation 
(1)  ux  -h  vy  -i-  i  =  o, 

et  si  l'on  demande  son  enveloppe,  sachant  que 
(■2)  ua  -^  vb  -h  i  =  o; 

en  écrivant  que  les  dérivées  des   polynômes  (i)  et  (2)  par  rapport  à  m  et 
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sont  proportionnelles,  on  obtient 

(3)  ^==f 

a        b 

Il  reste  à  éliminer  u  ç.\.  v  entre  les  équations  (i),  (s»,),  (3).  Jl  ne  faudrait  pas 
faire  le  raisonnement  suivant  :  l'équation  (3)  ne  contenant  ni  u  ni  v  est  le  résul- 
tat de  l'élimination;  ce  qui  conduirait  à  une  conclusion  évidemment  absurde. 
II  convient  de  se  rappeler  la  définition  exacte  de  l'élimination  :  éliminer  zf  et  v 
entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  c'est  trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  ces  équations  soient  compatibles.  Or,  si  l'équation  (3) 
est  vérifiée,  les  équations  (i)  et  (2)  sont  incompatibles,  à  moins  qu'elles  ne 

soient  identiques,  ce  qui  exige  que  les  rapports  -    et   y  aient  pour  valeur 

commune  l'unité.  Le  résultat  cherché  est  donc  donné  par  les  équations 

^  -  Z  -, 
a~  b   ~    ' 
ou  a;  =  a,  jj^  =  h. 

Développées. 

408.  On  appelle  développée  d'une  courbe  plane,  l'enveloppe  de 
ses  normales. 

La  normale  au  point  M(.r,  jk)  a  pour  équation,  les  axes  étant  rec- 
tangulaires, 

<.)  X-^+j'(Y-jK)-o. 

Pour  trouver  les  coordonnées  du  point  où  cette  droite  touche  son 
enveloppe,  nous  devons  résoudre  le  système  formé  par  cette  équa- 
tion et  par  l'équation 

<2)  _(n_/2)^_y'(Y_jK)  =  o, 

obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  par  rapport  avi  paramètre  x\  y  étant  regardé  comme  une 
fonction  connue  de  x  dont  les  dérivées  première  et  seconde  sont  y' 
«tj". 

En  résolvant  les  équations  (i)  et  (2)  on  obtient 

X  — iP=—  -^^ — ir—^^  Y— j=  j—' 

y  ^  y» 

Le  point  G  ayant  pour  coordonnées  |les  valeurs  de  X,  Y  définies 
par  les  deux  équations  précédentes  se  nomme  le  centre  de  cour- 
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bure.  La  dislance  R  du  point  M  au  cenlre  de  courbure  est  donnée 
par  la  formule 

~        y. 

Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de  rencontre  d'une  nor- 
male avec  la  normale  infiniment  voisine. 

409.  On  nomme  cercle  osculateur  relatif  au  point  M  la  limite  du  cercle 
tangent  en  M  à  la  courbe  donnée  et  passant  par  un  point  infiniment  voisin  M', 
appartenant  à  la  même  courbe.  Il  est  facile  de  voir  que  ce  cercle  a  pour 
centre  le  point  C.  En  effet,  l'équation  générale  des  cercles  tangents  en  M  à  la 
courbe  donnée  est 

(X-  xy-+  {Y  -yy-+l[Y  -jr  -y(X-  x)]  =  o. 

Effectivement,  cette  équation  représente  un  cercle  passant  par  M,  et  ajant, 
avec  le  cercle  de  rayon  nul  représenté  par  l'équation 

(X-xy-+(Y-yy^-o, 

pour  axe  radical  la  tangente  en  M  à  la  courbe  donnée  et,  d'autre  part,  on 
peut  déterminera  de  manière  que  cette  équation  représente  un  cercle  passant 
par  un  point  donné.  Déterminons  X  de  façon  que  le  cercle  considéré  passe  par 
le  point  (x  -+-  Aa-,  y  -+-  ^y)^,  ce  qui  donne 

\x^-\-  \y-{-  X  [A_^  —  y' ^^]  =  o. 

Or  \y — ^' Ajc  =  (y" -t- a ) ,    a  étant  un  infiniment  petit;  l'équation  qui 

détermine  X  est  donc 


2(1-1-  y'^) 
et  à  la  limite,  on  doit  prendre  X  = ^^ — -/' — -  •    L'équation  demandée  est, 

par  suite, 

(X-a-)'+ (Y -^)'- i^i±i^>  [Y  _j  _y(X-^)]  =  o 

[x  -  .  ^  ZWL)]V  (y -^  _  1±/!)' =  li±yî)!. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 
410.  On  étudie   très   facilement  les   développées   par  le   procédé    suivant. 
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L'équation 

(0 
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X  cos  a  H-  jK  sin  a  =  /(  a } 


peut  représenter  la  tangente  à  la  courbe  donnée  G  {fig.  107);  cette  courbe 
est  considérée  comme  l'enveloppe  de  la  droite  mobile  représentée  par  l'équa- 
tion (1).  On  voit  immédiatement  que  la  podaire  de  la  courbe  G,  par  rapport 
à  l'origine,  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

p  étant  le  rayon  vecteur  et  a  l'angle  polaire. 

En  second  lieu,  le  point  de  contact  M  de  la  tangente  (i)  est  sur  la  droite 
définie  par  l'équation 

(2)  — 07  sina  +  j' cosa  =/'(a). 

Cette  équation  représente  la  normale  en  M. 

Si  l'on  peut  éliminer  a  entre  les  équations  (1)  et  ("2),  on  aura  l'équation 
ponctuelle  de  la  courbe  G;  on  peut  du  moins  exprimer  les  coordonnées  du 
point  M  en  fonction  de  a;  les  équations  (i)  et  (2)  résolues  donnent 

X  —  f(  a.)  co?,cL  — /'  (et)  sina,        j'  =  /(a)  sina  +/'(a)  cos  a. 

La  normale  en  M  étant  représentée  par  l'équation  (2),  on  obtiendra  la  dé- 
veloppée de  la  courbe  G  en  éliminant  a  entre  l'équation  (2)  et  sa  dérivée, 
c'est-à-dire 


(3) 


X  cosa  -i-y  sina  =  — /"(a). 


Fif 


Les  équations  (2)  et  (3)  définissent  un  point  N  de  la  développée.  Ge  point 
est  le  point  de  contact  de  la  normale  en  M  à  la  courbe  G  avec  sa  développée. 
La  normale  en  un  point  M'  infiniment  voisin  de  M  coupe  la  normale  en  M  en 
un  point  qui  a  pour  limite  le  point  N.  Les  coordonnées  du  point  N  sont 

(4)      .ri  =  — /'(a)  sina— /"(a)  cosa,        j'i  =/'(a)  cosa  — /"(a)  sina. 

L'équation  (3)  représente  une  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  G, 
menée  par  le  point  N.  Ge  point  est  le  centre  de 
courbure,  et  le  segment  NM,  le  rayon  de  cour- 
bure R  de  la  courbe  G  au  point  M.  On  a 

(5)  R=/(a)-^/"(a). 

Les  formules  (4),  différentiées  par  rapport  à  a, 
donnent 

dxi  =  —  [/'(a)  -f-/"'(°')]  cosa  d(x, 
dji  =  —  [/'(a)  +/'"(«)]  sina  fi^a, 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  l'équation  (5), 

dxi=  —  <iR  cos  a,         dji  —  —  c^Rsina, 
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d'où 

dx]  -r-  cfji  —  C?R^  ; 

donc,  CM  notninanl  Si  l'arc  de  développée  Cùinpté  à  |)artir  d'uiu'  ori^'iiic  arbi- 
traire, 

dsi  =  ±dl\. 

Soit  NN'  un  arc  de  développée;  on  a,  d'après  l'équation  précédente, 

arcNN'=  M'N'— MN. 

On  peut  encore  vérifier  la  construction  de  la  tangente  à  la  podaire.  Soient  P 
un  point  de  la  podaire  et  I  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  la  normale  en  M. 

Les  coordonnées  X2,  y 2  de  P  sont 


celles  de  I  sont 
Or 

par  suite, 


3-3=:— /'(a)sina,        jks  =  /'(5£)  cos; 


dXi  dy 


a,     =r3-j2,  ^^=^-X,^X2, 


dy^  ~~  x-i—  X2' 
ce  qui  prouve  bien  que  la  droite  PI  est  la  normale  en  P  à  la  podaire. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  l'enveloppe  des  positions  d'une  droite  mobile  qui  tourne  unifor- 
mément autour  d'un  de  ses  points  pendant  que  ce  point  se  meut  lui-même 
d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

2.  Trouver  l'enveloppe  des  rayons  lumineux  émanant  d'une  courbe  fixe  A 
et  réfléchis  par  une  courbe  donnée  G  (caustique  par  réflexion).  Démontrer 
que  cette  caustique  est  la  développée  de  la  courbe  obtenue  en  doublant  les 
rayons  vecteurs  de  la  podaire  de  G  par  rapport  au  centre  A;  c'est  aussi  la  dé- 
veloppée de  l'enveloppe  d'un  cercle  variable  dont  le  centre  décrit  la  courbe  G 
et  qui  passe  par  le  point  A.  (Quételet.) 

3.  Caustique  par  réflexion  d'une  droite. 

4.  Gaustique  par  réflexion  d'un  cercle. 

5.  Trouver  la  caustique  par  réflexion  des  rayons  lumineux  perpendicu- 
laires à  l'axe  d'une  parabole  sur  laquelle  se  réfléchissent  les  rayons. 

G.  Étant  donnés  deux  axes  Ox,  Oy  et  un  point  fixe  F  sur  Or,  détermi- 
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ner  une  courbe  telle  que  la  longueur  de  la  normale  MN  soit  dans  un  rapport 
constant  avec  MF,  M  étant  le  pied  de  la  normale  et  N  son  point  de  rencontre 
avec  Oy.  (Ramener  la  question  à  chercher  l'enveloppe  d'un  cercle,  ayant 
son  centre  sur  Oy  et  vu  de  F  sous  un  angle  constant.) 

7.  Un  triangle  ABC  a  un  sommet  fixe  A,  l'angle  A  est  constant,  et  les 
deux  autres  sommets  glissent  sur  une  droite  fixe;  trouver  l'enveloppe  des 
cercles  inscrits  et  exinscrits. 

8.  Etant  donnée  une  conique,  trouver  l'enveloppe  d'une  corde  vue  d'un 
point  fixe  sous  un  angle  droit;  en  déduire  le  lieu  de  la  projection  du  point 
fixe  sur  la  corde. 

9.  Trouver  l'enveloppe  des  droites  menées  par  les  extrémités  de  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  conique. 

10.  Quand  une  droite  se  déplace  dans  un  plan,  les  tangentes  aux  trajec- 
toires de  ses  différents  points,  pour  une  position  déterminée  de  la  droite,  en- 
veloppent une  parabole  ayant  pour  foyer  le  centre  instantané  de  rotation,  et 
pour  tangente  au  sommet  la  droite  elle-même. 

11.  Enveloppe   de  la  courbe  ayant  pour  équation    P  cosç -t- Q  sino  =  R. 

Application  à  —  cos  9  -t-  ■—  sin  ts  —  i . 
a         ^        o         ^ 

12.  Enveloppe  de  la  courbe  P  Chcp  -1-  Q  Shcp  =  R.  Application  à 

—  Ch  ce  —  -^  Sh  o  =  ±  T . 

13.  Enveloppe  de  — -  +  S~  =  R.  —  On  trouve  P3+  Q^=  R^'. 

coso        sin  'ij 

14.  Enveloppe  de  P  cos  cp  H-  Q  sin  cp  =  R  cos  2  cp.  —  On  écrit 

(P  -H  Q)  (coscp  4-sinco)4-(P  —  Q)  (coscp  —  sincp)  =  2R(cos2cs  —  sin^sp) 

ou 

2R  /a.  (Salmon.) 


^«M?+4y        -^^T    .    4 


t: 


P  O 

lo.  Enveloppe  de  7^^ h  kt—  =  i- 

^  '  Chc?        bhcp 


CHAPITRE  XVI. 

POLES    ET    POLAIRES. 

Pôles  et  polaires  dans  les  coniques. 

411.  Soient  A  et  M  deux  points  et  une  courbe  du  second  degré 
donnée  C;  nous  dirons  que  A  et  M  sont  conjugués  par  rapport  à  C  si 
ces  points  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section P,  Q  de  la  droite  AM  et  de  Ja  courbe  C.  Soient  ^o>  J'o?  ^o 
elx,  y,  z  les  coordonnées  des  points  A  et  Met/(a;,^,  2)  =  o  l'équa- 
tion de  la  conique.  L'équation  fi^x^-^-Xx^  JKo  +  ^^JKj  ^0+^^^)  =  o, 
c'est-à-dire 

PA  QA 

ayant  pour  racines  les  rapports  —  'nU''  —  Oivï  ^  ^^  condition 

PA        QA  .        .  .  AP       MP 

Pivï  "^  QM  "^  "'         *^"'  ^^  ^^"^^  '-evient  au  même,         aQ  "^  ÎVÏQ  ^  "' 

s'exprime  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 

^o/i +ro/;  +  5o/^  =0      ou      a?/;^  ^yf'y,-^  -/=„  ^  «' 

dont  les  premiers  membres  sont  identiques. 

On  nomme  polaire  du  point  A.  par  rapport  à  une  conique  (^,  le 
lieu  des  points  conjugués  de  A  par  rapport  à  C.  L'équation  de  la 
polaire  du  point  A  est  donc 

Cette  é({uation  étant  du  premier  degré,  la  polaire  d'un  point  A  est 
une  droite  D  ;  le  point  A  se  nomme  le  pôle  de  la  droite  D.  Quand  le 
point  A  est  sur  la  conique,  sa  polaire  se  confond  avec  la  tangente 
en  A. 
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412.  Discussion  de  Véquatioii  de  la  polaire.  Condition  pour 
que  la  polaire  d' un  point  soit  à  V infini.  —  Supposons  que  —^  —^ 
soient  des  coordonnées  cartésiennes,  l'équation  de  la  polaire  du 
point  A(.«-o,  jKo)  cesse  d'être  du  premier  degré  si  l'on  suppose  que 
^05  JKo  vérifient  les  équationsy^=  o,  /y=  o.  D'ailleurs,  si  ces  con- 
ditions sont  remplies,  et  si  la  conique  ne  dégénère  pas  en  droites, 
on  ne  pourra  supposer  /!„=  o  et,  par  suite,  la  polaire  de  A  sera  re- 
jetée à  l'infini. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  conique  a  un  centre,  la  polaire  du  centre 
est  à  l'infini  et  la  polaire  de  tout  autre  point  du  plan  est  une  droite 
déterminée  et  à  distance  finie.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  polaire 
d'un  point  à  distance  finie  est  toujours  une  droite  à  distance  finie. 

On  établit  facilement  ces  résultats  par  la  Géométrie.  En  effet,  soit  A  un 
point;  pour  qu'une  sécante  passant  par  ce  point  rencontre  la  conique  consi- 
dérée en  deux  points  P,  Q  symétriques  par  rapport  à  A,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  conjugué  de  A  par  rapport  à  la  corde  PQ  soit  rejeté  à  l'infini  et, 
par  suite,  si  le  point  A  est  le  milieu  de  deux  cordes  distinctes  passant  par  A, 
la  polaire  de  A  sera  rejetée  à  l'infini,  d'où  il  résulte  que  toute  corde  passant 
par  le  point  A  sera  partagée  par  ce  point  en  deux  parties  égales.  On  peut 
donc  prendre  pour  définition  du  centre  d'une  conique  un  point  dont  la  polaire 
est  rejetée  à  l'infini.  On  a  ainsi  une  nouvelle  théorie  du  centre. 

413.  Polaire  d'un  point  à  l'injini.  —  Si  l'on  pose  x^  =  a,  jko  =  P)  -Sj  =  o, 
le  point  (a,  p,o)  est  à  l'infini  dans  la  direction  ayant  pour  paramétres  direc- 
teurs a,  P;  la  polaire  de  ce  point  a  pour  équation 

elle  se  confond  alors  avec  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  donnée;  ce  qui 
est  évident  a  priori.  En  effet,  si  un  point  A  est  à  l'infini  dans  la  direction  D, 
sa  polaire  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  direction  D.  On 
peut  ainsi  donner  une  nouvelle  définition  du  diamètre  conjugué  à  une  direc- 
tion donnée.  On  vérifie  aisément  que,  si  la  direction  donnée  est  asymptotique, 
la  polaire  correspondante  est  l'asymptote  parallèle  à  cette  direction.  Dans  le 
cas  de  la  parabole,  la  polaire  d'un  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe 
est  rejetée  à  l'infini. 


PiioBLÈME  INVERSE  :  Trouver  le  pôle  d\ine  droite  donnée.  — 
Soient  ux  -\-  vy  -\-  wz  =  o  l'équation  d'une  droite  D  el/{a:.,y,  z)=^  o 
l'équation  d'une  conique  C.  Cherchons  s'il  y  a  un  point  dont  la 
polaire,  par  rapport  à  G,  soit  la  droite  D.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 
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que  les  coordonnées  ^,  j",  z  du  point  cherché  vérifient  les  équations 

A  étant  un  coefficient  dilTércnt  de  zéro.  l'2n  posant 

/{jp,  y,  :;)  =  Aa:2-f-  x'y2_^_  A"^2_f_  yAiyz  -\-  -iB' zx  -h  iW xy, 
les  équations  précédentes  sont,  sous  forme  explicite, 

(i)  .      A:f   ^-B"j-f-  n'5  r^  Xm, 

(2)  Wx  -^  k'y  -f-B5   =  \v, 

(3)  B'a:  ^  Bj  +  A"^  =  lw. 

Discussion.  —  i"  A  ^  o.  Dans  ce  cas,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  À,  les  équations  précédentes  ont  une  solution;  ces  équations 
déterminent  un  point  et  un  seul.  D'ailleurs,  en  appliquant  les  for- 
mules de  Cramer,  on  obtient  immédiatement 

xf;,  xf;  xf;, 

^•=Ti-'     '>'=-^'      -"=Tr' 

F(«,  i,  (v)  =  o  étant  l'équation  tangcntielle  de  la  conique  donnée. 
Le  calcul  précédent  montre  que  toute  droite  a  un  pôle  déter- 
miné, à  distance  finie  ou  infinie,  par  rapport  à  une  conique  pro- 
prement dite.  Cherchons  dans  quel  cas  ce  pôle  est  à  distance  finie. 

Pour  résoudre  cette  question  importante,  supposons  que   -,  "^  soient 

les  coordonnées  cartésiennes  du  pôle  de  la  droite  D5  pour  que  le 
pôle  soit  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit  que  F'i^,=:  o,  c'est-à-dire 

b'  a  -h  bi>  -{-  a"iv  =  o. 

Supposons  d'abord  a"^  o -,  cette  équation  exprime  que  la  droite 
donnée  doit  passer  par  le  point  ayant  pour  coordonnées  cartésiennes 

X       b'  y        b 

z        a  z         a 

c'est-à-dire  par  le  centre  de  la  conique;  en  second  lieu,  si  a!'=^o, 

c'est-à-dire  si  AA.'  —  B"2z=o,   la  conique  C  est  une  parabole  et  la 

condition 

b'  Il  -\-  bv  =  o 

exprime  que  la  droite  D  est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole. 
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D'ailleurs,  si  l'on  suppose  l'équation  de  la  parabole  mise  sous  la  forme 

(arr4-  ^y)'^ -{-  9.D x  -h  o.Ej  -i-  F  =  o, 

on  voit  que  la  condition  b' u  -h  bv  =  o  peut  s'écrire 

(aE  — pD)(p«  — at^)  =  o; 

le  premier  facteur  étant  différent  de  zéro,  c'est  le  second  qui  doit  être  nul. 

Donc,  toute  droite  ne  passant  pas  par  le  centre  de  la  conique,  ou, 
dans  le  cas  de  la  parabole,  toute  droite  non  parallèle  à  l'axe,  a  un 
pôle  à  distance  finie. 

2°  A  =  o.  Pour  traiter  ce  cas  simplement,  remarquons  que,  si  la  conique  C 
a  un  point  double,  la  polaire  d'un  point  quelconque  y  passe,  car,  si  les  coor- 
données d'un  point  (a!,y,z)  vérifient  les  équations  /^=o,  f^  =  o,  /^  =  o, 
elles  vérifient  aussi,  quels  que  soient  a^y,  yoi  ^o:  l'équation 

^0  fx  +  Jo/r  +  -o/;  =  O. 

Cela  dit,  supposons  que  la  conique  ait  un  seul  point  double,  à  distance 
finie,  c'est-à-dire  que  A  =  o,  a"^  o;  cette  conique  dégénère  en  deux  droites 
concourantes  et  la  polaire  d'un  point  quelconque  passe  par  le  point  de  con- 
cours de  ces  deux  droites.  En  ajoutant  les  équations  (i),  (a),  (3),  après  avoir 
multiplié  les  deux  membres  successivement  par  b',  b,  a",  on  obtient 

\{b' H -\- bv -T- a" w)  =  o, 

et,  comme  on  doit  supposer  X  ^  o,  on  obtient  la  condition 

b'  u  -+-  bi>  -h  a"  w  =  o, 

qui  exprime  que  la  droite  D  doit  passer  par  le  point  double  de  la  conique  C. 
Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la  droite  D  n'a  pas  de  pôle;  suppo- 
sons-la remplie;  alors  l'équation  (3)  est  une  conséquence  des  équations 
(i)  et  (i).  On  n'a  plus  que  deux  équations  pour  déterminer  le  pôle  de  la 
droite  D  :  cette  droite  a  donc  une  infinité  de  pôles  qui  sont  tous  les  points 
de  la  droite  ayant  pour  équation 

équation  obtenue  en  éliminant  X  et  qui  représente  le  diamètre  de  la  co- 
nique C,  conjuguée  à  la  direction  de  la  droite  D  elle-même. 

Si  le  point  double  de  la  conique  G  est  à  l'infini,  cette  conique  se  réduit  à 
deux  droites  parallèles  Di,  D.2  et  la  polaire  d'un  point  quelconque  est  paral- 
lèle aux  droites  Dj,  D2;  le  problème  n'est  donc  possible  que  si  la  droite  D 
est  elle-même  parallèle  à  Di  et  Dj. 

Si  nous  supposons,  par  exemple,  A  ^  o,  nous  pouvons  remarquer  que 
y'  =  A/_^,  h  étant    une   constante;  donc,  on    doit   supposer  v  =.  hu,  ce  qui 
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exprime,  comme  on  le  vérifie  immédiatement,  que  la  droite  D  doit  être  paral- 
lèle aux  droites  Dj,  Dj  qui  constituent  la  conique  C.  Si  cette  condition  est 
remplie,  la  droite  D  a  une  infinité  de  pôles  situés  sur  la  droite  ayant  pour 
équation 

et  qui  est  parallèle  à  Di. 

Enfin,  supposons  que  G  ait  une  ligne  de  points  doubles,  c'est-à-dire  se 
réduise  à  deux  droites  confondues  en  une  seule,  Di;  dans  ce  cas,  la  droite  D 
doit  être  confondue  avec  cette  ligne  et  le  problème  est  évidemment  indéter- 
miné. D'ailleurs,  en  supposant  A  ?!i  o,  on  a,  dans  ce  cas,yj  =  hf'xi  f'z"^  ^*'  fy  ' 
et  l'on  doit  supposer  v  =  hii,  w  =  h' u;  si  ces  conditions  sont  remplies,  la 
droite  D  se  confond  avec  D,  et  son  pôle  est  indéterminé. 

-41o.  Propriétés  des  pôles  et  des  polaires.  —  i"  Si  la  polaire 
d* un  point  k  passe  par  B,  réciproquement,  la  polaire  de  B  passe 
par  A,  car  les  points  A  et  B  sont  conjugués. 

2"  Si  un  point  m  décrit  une  droite  P,  la  polaire  de  m  tourne 
autour  du  pôle  p  de  P.  —  En  effet,  le  point  m  étant  sur  la  droite  P, 
p  et  m  sont  conjugués;  donc  la  polaire  de  m  passe  par/9. 

3**  Si  une  droite  P  tourne  autour  d^ un  point  m,  son  pôle  p 
décrit  la  polaire  M  du  point  m.  —  Cette  proposition  ne  diffère 
pas,  au  fond,  de  la  précédente;  en  effet,  le  point  ni  étant  sur  la 
droite  P,  la  polaire  M  du  point  ni  passe  par/>. 

Les  droites  M,  P,  telles  que  chacune  d'elles  passe  par  le  pôle  de 
l'antre,  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

Ces  propositions  se  vérifient  aisément  par  le  calcul. 

Soient  j^O)  X01  ^0  les  coordonnées  du  point />;  sa  polaire  a  poui- 
équation 

l'équation 

qui  exprime  que  le  point  m(ar,,y,,  :;i)  est  sur  celte  droite,  exprime 
aussi  que  la  polaire  de  m  passe  par/?. 

416.  Corollaires.  —  Le  pôle  d'une  droite  est  à  l'intersection  des 
polaires  de  deux  quelconques  de  ses  points;  la  polaire  d'un  point  est 
la  droite  qui  joint  les  pôles  de  deux  droites  quelconques  passant  par 
ce  point. 

Nous  savons  que  la  polaire  d'un  point  passe  par  les  points  de  con- 
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tact  des  tangentes  issues  de  ce  point.  Cela  résulte  aussi  de  ce  que  le 
pôle  d'une  tangente  est  son  point  de  contact,  de  sorte  que  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  est  la  polaire  de 
leur  point  de  concours. 

Si  l'on  représente  par  P),  Po  les  premiers  membres  des  équations 
des  polaires  de  deux  points  (:r,.  y,,  5,),  [x^-.  y-y-,  ^-i),  1^  polaire  du 
point  Xi  +  \x2,  y\  -|-  ^-J'2j  ^1  +  "^^^2  îi  pour  équation  P,  +  aPo  =  o. 
On  voit  que  si  \  varie  de  — oo  à  +  co,  la  polaire  du  point  \  tourne 
toujours  dans  le  même  sens. 

417.  Condition  pour  que  deux  droites  soient  conjuguées  par  rapport 
à  une  conique  donnée.  —  Soient 


Vy 


WZ  =^  0, 


vy 


les  équations  des  deux  droites.  Pour  que  le  pôle  de  la  première  soit  sur  la 
seconde,  il  faut  qu'il  y  ait  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  x,  y,  z,  X  qui  vé- 
rifient les  équations 

kx  -H  B"jK-i-  B'5  =  \u, 

Wx-{-K'y-^Bz  =^lv, 
B'x  -+-  By  -+-  A" z  —  Xiv, 
u'x  -+-  v' y  -+■  w' z  =  o, 

ce  qui  donne  la  condition 

A  B"  B'  u   ] 

B"  K'  B  V    .   _ 

B'  B  M'  w\   ^  "■ 

u'  v'  w'  o    \ 

La  symétrie  de  cette  relation  prouve  que,  si  le  pôle/)  d'une  droite  P  est  sur 
la  droite  P',  le  pôle  p'  de  P'  sera  sur  la  droite  P.  On  peut  mettre  cette  rela- 
tion sous  une  forme  très  utile.  Les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  {u,  p,  w) 
sont,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  proportionnelles  à  F^^,  F[,,  F^.  La 
condition  pour  que  ce  point  soit  sur  la  seconde  droite  est  donc 

u'  F'„  H-  p'  F;.  -f-  (v'  F^  =  o  ; 
c'est  d'ailleurs  ce  qu'on  obtient  en  développant  le  déterminant  précédent. 

418.  Théorème.  —  Deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 
donnée  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  à  cette 
conique  menées  par  leur  point  d'intersection,  et  réciproquement. 


En  effet,  soient 
P  :=  ux 


vy 


O, 


P'es  u'x 


V  y 
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les  équations  de  deux  droites  D,  D'.  L'équation 

(u-+-  'Ku')x  -H  (c  -h  y^v')y  ■i-{w-^'kw')z  =  Q 

représentera    une    tangente   passant    par  le    point    d'intersection  A   de    ces 
droites,  si  X  est  racine  de  l'équation 

F(m  +  lu',  v-i-lv',w-^'kw')  =  o 

ou,  en  développant, 

F{u,v,  iv)-h'k{u'Fu  -i-v'Fl+  «''Fiv)  ■+-  1^F{u',  v',  w' )  =  o. 

Si  X',  X"  sont  les  racines  de  cette  équation,  les  tangentes  issues  du  point  A 
sont  définies  par  les  équations 

P-f-X'P'=o,        P  +  X"P'  =  o; 

pour  que  ces  tangentes  formant  un  faisceau  harmonique  avec  les  droites  P,  P', 
il  faut  et  il  suffit  que  X'-H  X"=  o,  c'est-à-dire  que 

u'F'u-{-i>'F'^.-hw'F'^  =  o, 

ou  que  les  droites  P,  P'  soient  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

La  proposition  est  d'ailleurs  évidente  par  la  Géométrie;  car,  si  les 
droites  P,  P'  sont  conjuguées,  la  droite  pp'  qui  joint  leurs  pôles  est  la  polaire 
de  leur  point  de  rencontre  A;  elle  passe  donc  par  les  points  de  contact  g,  q' 
des  tangentes  issues  de  A,  et,  comme  les  points/?,  p'  sont  conjugués,  la  divi- 
sion />,  />',  q,  q'  est  harmonique.  Réciproquement,  si  cette  division  est  har- 
monique, p  est  le  pôle  de  P,  etc. 

Il  résulte  de  là  que,  par  tout  point  A,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

En  particulier,  pour  avoir  deux  droites  rectangulaires  conjuguées,  il  suffira 
de  mener  les  bissectrices  de  l'angle  des  tangentes  issues  du  point  donné  A. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  conique,  la  tangente  en  A  et  une  droite 
quelconque  menée  par  A  sont  conjuguées. 

419.  Construction  de  la  polaire  d^un  point.  —  Soit  P  un  point 
donné  {fig-  io8);  menons  deux  transversales,  PA,  PB,  rencontrant 
la  conique  donnée  en  des  points  A,  A'  et  B,  B'  respectivement.  La 
polaire  de  P  passe  par  le  point  de  rencontre  M  des  cordes  AB,  A'B' 
et  par  le  point  de  rencontre  M'  des  cordes  AB',  BA'. 

En  effet,  la  droite  MM'  est  la  polaire  de  P  par  rapport  à  l'angle 
BMB';  elle  rencontre  donc  PA  et  PB  aux  points  Q,  R  qui  sont  conju- 
gués de  P;  donc  MM'  est  la  polaire  de  P  par  rapport  à  la  conique 
donnée. 

Il  est    d'ailleurs    facile    d'établir  cette    proposition   par  le   calcul.   Soient 
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^0)  JKo)  -So  les  coordonnées  du  point  P  et  f(cc,  y,z)  =  o  l'équation  de  la  co- 
nique. Donnons-nous  l'équation  de  la  droite  AB  : 
ux  -h  çy  -{-  wz  =  o  ,  et  formons  l'équation  du  fais- 
ceau PA,  PB.  Pour  cela,  soient  x,  y,  z  les  coordon- 
nées d'un  point  pris  sur  l'une  de  ces  droites,  sur  PA 
par  exemple.  Les  coordonnées  d'un  second  point  de  la 
droite  PA  étant  Xq-^Xx,  ya-^'ky,  Z(,-t-\z,  expri- 
mons que  ce  point  est  sur  AB,  ce  qui  donne 


Dn 


XD  =  o. 


en  posant  ux  -¥  vy  -^  wz  =  D,  ux^-^  ^fa-^  ««^^o  =  Dq. 
En  exprimant  que  le  môme  point  est  sur  la  conique, 
on  obtient 

Si  l'on  élimine  X  entre  les  deux  équations  précédentes,  on  obtient 
D V(:ro,  jKo,  ^o)  -  DoD (a-/;^  ^yf^^+^f^j  +  D^/(:r,  y,z)=  o. 
C'est  l'équation  du  faisceau  des  droites  PA,  PB.  De  là  résulte  que  l'équation 

DV(^o,7o,^o)- DoD(^/;^-i-j/;,-^  .-/:j  =  o, 

qui  est  une  combinaison  linéaire  de  l'équation  de  ce  faisceau  et  de  l'équation 
de  la  conique  donnée,  représente  une  conique  passant  par  les  points  com- 
muns A,  B,  A',  B'  à  cette  conique  et  à  ce  faisceau.  Mais,  D  étant  en  facteur, 
l'équation 

R/(^o,  yo,  ^o)  —  D,j  (.r/;^  +  j/;^+  ^/.'J  =  o 

représente  la  droite  A'B',  et  l'on  reconnaît,  à  l'aide  de  cette  équation,  que 
A'B'  passe  par  le  point  de  concours  de  AB  et  de  la  polaire  de  P,  ce  qui 
revient  à  dire  que  cette  polaire  passe  par  le  point  de  concours  de  AB  et 
de  A'B'. 

On  verrait  de  même  que  la  polaire  de  P  passe  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  AB'  et  BA'.  * 

La  construction  précédente  permet  de  tracer  avec  la  règle  seule  les  tan- 
gentes menées  par  un  point  donné  à  une  conique  supposée  tracée. 

Cette  construction  s'applique  encore  quand  le  point  P  est  à  l'infini  dans 
une  direction  donnée;  on  peut  donc  déterminer  par  le  même  procédé  les  tan- 
gentes parallèles  à  cette  direction. 

420.  Positions  relatives  du  pôle  et  de  la  polaire.  —  i°  La  co- 
nique donnée  est  une  ellipse. 

Nous  supposerons  que  le  point  M  se  déplace  sur  un  diamètre  de 
rellipse,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x,  l'axe  des  y  étant  le 
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diamètre  conjugué.  Dans  celle  hypothèse,  l'ellipse  ayant  pour  équa- 


tion 


I  =  0, 


la  polaire  de  M(:r„,  o)  est  définie  par  l'équation  xx^  =  a'-  ;  elle  a  wnc, 
direction  conjuguée  au  diamètre  0\1.  Si  Xq  varie  de  o  à  +00, 
X  varie  de  +  00  à  o  ;  quand  x^  =  a',  on  a  aussi  x  =  a'. 

2°  Si  la  conique  est  une  ellipse  imaginaire  représentée  par  l'équa- 
tion 

la  polaire  du  point  (xq,  o)  a  pour  équation  ^^0+  a'-=  o;  elle  est 
réelle  et  symétrique  de  la  polaire  du  même  point  par  rapport  à  l'el- 
lipse réelle  conjuguée  de  l'ellipse  donnée. 

3°  La  conique  est  une  hyperbole.  Si  le  point  M  est  sur  un  dia- 
mètre transverse  de  l'hyperbole,  les  résultats  sont  les  mêmes  que 
pour  l'ellipse.  Supposons,  au  contraire,  que  le  point  M  se  déplace 
sur  un  diamètre  non  transverse,  l'équation  de  l'hyperbole  étant 

la  polaire  du  point  (o,  y^)  a  pour  équation  yj/-o  =  —  b'-.  On  voit  que 
si  y^  varie  de  o  à  H-  00,  y  varie  de  —  oo  à  o  ;  si  j^^  :=  ^',  on  a  aussi 
y=  b' ;  donc  la  polaire  d'un  point  de  l'hyperbole  conjuguée  est  tan- 
gente à  cette  hyperbole  au  point  diamétralement  opposé  au  premier. 

4°  Cas  de  la  parabole.  —  Nous  ferons  glisser  le  point  M  sur  un 
diamètre  de  la  parabole.  En  prenant  pour  axes  ce  diamètre  et  la 
tangente  qui  lui  est  conjuguée,  l'équation  de  la  parabole  sera 
y-  —  2/?.r  =  o,  et  celle  de  la  polaire  du  point  (xq,  o)  sera  x-i-Xo  =  o; 
elle  est  donc  parallèle  à  la  tangente  considérée,  et  cette  tangente  est 
à  égale  distance  de  M  et  de  sa  polaire. 

La  propriété  précédente  est  caractéristique;  en  effet,  la  polaire  du 
point  (xq,  o)  par  rapport  à  la  conique 

y^ —  ipx  —  qx^=  o 
a  pour  équation 

p(x  -h  Xo)-\-  qxxQ. 

Cette  équation  ne  se  réduit  à  l'équation  x  ~  Xq=  o  que  ?,\  q  =  o. 
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Considérons  encore  deux,  points,  A.{xi,yi),  B(x2,  y^).  Leurs  polaires  ont 
pour  équations  respectivement 

elles  rencontrent  l'axe  des  x  en  des  points  P,  Q,  ayant  pour  abscisses 
—  37),  —  X2,  de  sorte  que  PQ  =  x^  —  x^-  La  projection  de  AB  sur  l'axe  des  x, 
faite  parallèlement  à  l'axe  desj^,  a  pour  valeur  A'B'=  x^  —  .ri,  donc 

PQ  =  — ÂTb"'. 

421.  Former  r équation  du  faisceau  des  tangentes  à  une  conique  telles 
que  les  points  de  contact  soient  sur  une  droite  donnée.  —  Soient 

f{x,y.,z)=^o,         ux -\- vy -\- wz  —  o 

les  équations  de  la  conique  et  de  la  corde  des  contacts.  Nous  savons  que  le 
point  qui  a  pour  coordonnées  x^  =  F'„,  jko  =  Fjo  ^^o  =  F^»  ^ {u-i  v,  w)  étant  le 
premier  membre  de  l'équation   tangentielle  de  la  conique/",  est  le  pôle  P  de 
la  droite  (a,  p,  w). 
Or 

/;^  =  2  (  A  3-0  +  B>o  +  B'zo  )  =  2  (  AF'„  +  B"  F;  +  B'  F'^  ) 

et,  par  conséquent, 

De  même, 

En  second  lieu, 

/(a^o,  jo,  ^o)  =  i(^o/;„-+-ro/;„  +  ^o/;„)  =  4  a  F(a,  t^,  w). 

Il  en  résulte  que  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  issues  de  P  est  la  sui- 
vante : 

f{x,y,z)¥{u,v,w)  —  t>.{ux  -\-  vy  -\-  w zY^  o. 

Si  l'on  suppose  m  =  o,  v  =  o,  w  =  i,  on  obtient  l'équation  du  faisceau  des 
asymptotes. 

Remarque.  —  L'identité /(iPo,  jKo»  -So)  =  4  A  F(a,  p,  w)  montre  que 

A/(a70,r0>-20) 

a  le  même  signe  que  F(m,  v,  w)\  on  retrouve  ainsi  la  condition  pour  que  le 
point  370,^^0)  ^0  soit  extérieur  à  la  conique/",  savoir  :  A/"o<  o. 

Autre  méthode.  —  On  peut  poser 

et,  par  suite,  le  faisceau  des  tangentes  issues  de  P  a  pour  équation 

(2)  f{oc,  y,z)f{xo,yQ,Zo)  —  'k^-{ux-\-  vy  -^wzy=o. 
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Or 

(3) 


ix^-^vy^-^wzo=  ^  {^o/r,-^ro/y^+So/^J  =  j^/o, 


en  posant/(a7o,7o>^o)  =/o- 

L'élimination  de  Xq,  j-q,  zq  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donne  immédiate- 
ment 

A      B"     B'     lu 

B"     A'     B      X  V 

B'     B      A"     Iw 

/o 

U         V         w       — 

On  déduit  de  là,  par  un  procédé  bien  connu  :  ^/q=  X'  V{u,  v,  w);  donc,  en 
éliminant  X^  entre  cette  équation  et  l'équation  (-2),  on  obtient  l'équation 
cherchée. 


Pôles  et  polaires  dans  les  courbes  algébriques  d'ordre  quelconque. 

422.  Considérons  deux  points,  A(a7o,/o)  *o)  6t  M(x,y,  z),  et  une  courbe  G, 
algébrique  et  d'ordre  m  définie  par  l'équation  f{x,y,z)  =  o.  Nous  savons 
comment  la  détermination  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la 
droite  AM  dépend  de  la  résolution  de  l'équation 


(I) 


/(xo-h  Xa7,7o-i-  ly,  Zo-\-lz)  =  o. 


On  sait,  en  outre,  que 

En  particulier. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  X  dans 
l'équation  (i),  on  obtient  les  équations  de  m  —  i  courbes  qui  ont  reçu  les 
noms  de  courbes  polaires  du  point  A  et  qui  sont  susceptibles  de  définitions 
géométriques.  Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

représente  une  courbe  de  degré  /?,  qui  a  reçu. le  nom  de  (/n — pY^"*'  po- 
laire de  A  par  rapport  à  la  courbe  G.  Nous  savons  que  si  Xyt  est  une  racine 
de  l'équation  (t),  le  point  P^,  qui  a  pour  coordonnées  x^-k-Xk^i  yo-^^kj, 
Zq-\-  "kk^,  est  l'un  des  m  points  communs  à  la  courbe  G  et  à  la  sécante  AM. 
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en  outre,  1/c  est,  à  un  facteur  constant  près  /  ce  facteur  est  égal  à  —  —  1  > 

P/.A 
égal  au  rapport      '      •  Il  en  résulte  que  la  {m — py™^e  polaire,  ou  polaire  de 

degré  p,  est  le  lieu  des  points  M  tels  que  la  somme  des  produits  m  — p  à 
m — p  des  racines  de  l'équation  (i)  soit  nulle,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  M 
tels  que  la  somme  des  produits  m — p  à  m — p  des  rapports  de  division  du 
segment  AM  par  la  courbe  G  soit  nulle. 

En  particulier,  la  première  polaire  est  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels 

Pi  A        P2A    ,  P„^A  _ 

Pj,  P2,  ...,  P/«  étant  les  points  d'intersection  de  la  sécante  AM  et  de  la 
courbe  G,  l'équation  de  cette  première  polaire,  ou  polaire  principale  du 
point  A(a7o,  JKo,  -o);  est 

La  {m  —  ly'me  polaire,  ou  polaire  rectiligne  de  A  est  le  lieu  des  points  M  pour 
lesquels  la  somme  de  produits  m  —  i  à  /n  —  i  des  rapports  précédents  est 
nulle;  c'est  donc,  si  l'on  préfère,  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  la  somme 
des  inverses  de  ces  rapports  est  nulle,  de  sorte  que 

Pi  M       P2M  ^  P,„M  _ 

pTâ^  P2A  ^•••'^p;;;â:  "''• 

Mais,  en  vertu  de  l'identité  PM  -+-  MA -h  AP  =  o,  on  peut  remplacer  PM  par 
AM  —  AP  et,  par  suite,  écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

Y  AM  —  AP 

2â    AM.AP    ~^ 
ou 

m    _      I  I  I 

AM  ~  AP7  "^  AP;  ^  ■  ■  ■  "^  ÂP7/ 

On  dit  alors  que  le  point  M  est  le  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport 
aux  points  d'intersection  de  AM  et  de  la  courbe  G;  on  peut  dire  plus  simple- 
ment que  M  est  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  la  courbe  G  et  dé- 
finir la  polaire  rectiligne  de  A,  le  lieu  des  conjugués  harmoniques  du 
point  A  par  rapport  à  la  courbe  G. 

L'équation  de  la  première  polaire  de  A  exprime  que  la  polaire  harmonique 
de  M  passe  par  le  point  A.  Gette  propriété  est  générale  :  la  {m  —  p)'™"  po- 
laire du  point  A  est  le  lieu  des  points  M  dont  la  />'*'""'  polaire  passe  par  A. 

On  voit  encore  aisément  que  la  première  polaire  de  A  par  rapport  à  sa 
première  polaire  est  la  seconde  polaire  de  A  par  rapport  à  G  ;  la  q'"""  polaire 
de  A  par  rapport  à  sa  p'™«  polaire  relative  à  G  est  sa  {p  -\-  ^)'"^™<'  polaire  par 
rapport  à  G.  Remarquons  encore,  en  particulier,  que  la  première  polaire 
de  A  par  rapport  à  sa  polaire  conique  relative  à  G  est  la  polaire  rectiligne 
de  A  relative  à  G. 
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EXERCICES. 

1.  Deux  points  a,  b  ont  pour  polaires,  par  rapport  à  une  conique,  deux 
droites  A,  B.  Montrer  que  le  rapport  des  segments  déterminés  par  une 
droite  G  sur  ab  est  avec  le  rapport  des  distances  du  pôle  c  de  CD  aux 
droites  A,  B  dans  un  rapport  constant. 

2.  Étant  donnée  une  conique,  par  deux  points  A,  B  de  celte  courbe  on  fait 
passer  un  cercle  variable  qui  la  coupe  en  P  et  Q.  Lieu  du  pôle  de  PQ  : 
1°  par  rapport  à  la  conique,  ï°  par  rapport  au  cercle  variable. 

3.  Étant  données  les  équations  d'une  conique  et  d'une  droite  D,  on  mène 
par  un  point  fixe  G  une  sécante  qui  coupe  la  conique  en  P  et  Q;  lieu  du 
point  de  rencontre  des  droites  PB,  QA,  A  et  B  étant  les  points  de  rencontre 
de  la  conique  et  de  la  droite  D. 

•4.  Étant  données  une  conique  G  et  une  droite  D  qui  ne  la  coupe  pas,  on 
prend  sur  D  deux  points  conjugués  M,  M'.  Il  y  a  dans  le  plan  deux  points  fixes 
d'où  l'on  voit  MM'  sous  un  angle  droit.  Déterminer  ces  deux  points  fixes  et 
chercher  leur  lieu  géométrique  quand  MM'  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même. 

5.  Étant  donnés  un  triangle  et  une  conique,  les  droites  qui  joignent  les 
pôles  de  chaque  côté  au  sommet  opposé  sont  concourantes. 

6.  Soit  f{x,  j)  =  o  l'équation  d'une  conique.  Abaissons  d'un  point 
M(a^o>.Xo)  tlu  plan  de  cette  conique  MP  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  M, 
P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire.  Soient  A  et  B  les  points  de  rencontre 
de  MP  avec  les  deux  axes,  B  étant  sur  le  petit  axe  s'il  s'agit  d'une  ellipse,  ou 
sur  l'axe  imaginaire  s'il  s'agit  d'une  hyperbole.  Démontrer  que 

/(^o,ro)  =  ^.MP.MA  =  ^'.MP.MB, 

k  et  k'  étant  des  constantes. 

7.  Les  deux  foyers  F,  F'  de  la  conique  et  les  points  B,  P  sont  sur  un 
cercle  (mêmes  notations  qu'au  n"  6).  Prouver  que  /(oto,  j^'o)  est  propor- 
tionnel à  la  puissance  de  M  par  rapport  à  ce  cercle. 

8.  Étant  donné  un  point  P  dans  le  plan  d'une  conique,  trouver  le  lieu 
de  M  tel  que  sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  soit  perpendiculaire  à  MP. 

9.  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  sont  vues  de  leur  pôle 
sous  un  angle  constant. 

10.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  trois  coniques 
données  sont  concourantes.  Montrer  que  le  point  de  concours  des  polaires  est 
un  point  du  lieu.  Le  lieu  trouvé  se  nomme  le  jacobien  du  système  des  trois 
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coniques  données.  Si  les  trois  coniques  ont  deux  points  communs,  le  jacobien 
se  réduit  à  la  droite  qui  les  joint  et  à  une  conique  qui  passe  par  ces  deux 
points.  (Voir  Salmon,  t.  I,  p.  6i3  et  suivantes,  a®  édition  de  la  traduction 
française  des  Sections  coniques.) 

H.  Trouver  les  polaires  d'un  point  par  rapport  à  un  système  de  trois 
droites.  Construire  géométriquement  la  polaire  rectiligne. 

12.  Montrer  que  les  diamètres  conjugués  égaux  d'une  ellipse  constituent 
le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  cette  ellipse  et  au  système 
de  ses  axes  de  symétrie  sont  parallèles.  Former  l'équation  du  faisceau  des 
diamètres  conjugués  égaux  d'une  ellipse  rapportée  à  deux  axes  de  coor- 
données quelconques. 

Théorème  de  Frégier. 

423.  Toutes  les  cordes  d'une  conique  vues  sous  un  angle  droit  d'un 
point  donné  sur  cette  conique  rencontrent  la  normale  en  ce  point  en  un 
point  fixe.  —  L'équation  de  la  conique  donnée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Aa?^-!-  "Qxy  -i-jK^-t-  Da;  =  o, 

en   prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au  point 

donné.    Soit    ux  -h  vy  —  [  =  o    l'équation    d'une 
Fig.  109.  corde  MM' (y?^.  109).  Le  faisceau  des  droites  OM, 

OM'  a  pour  équation 

(1)     Ax^-hBxy -h-y^-i- Dx(ux -h  vy)  =  0. 

La  condition  pour  que  l'angle  MOM'  soit  droit, 
savoir 


(2) 


-h  A-H  Dm  =  o, 


exprime   que  MM'  rencontre  l'axe   des  x,  c'est- 
à-dire  la  normale  en  0,  en  un  point  fixe  ayant  pour  abscisse r  • 

•'         ^  I  -H  A 

Cas  particulier.  —  Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère  :  i  -l-  A  =  o, 
donc  la  corde  MM'  est  parallèle  à  la  normale  Ox.  On  peut  remarquer  que 
si  OM  et  OM'  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère,  M  et 
M'  sont  à  l'infini,  d'où  il  suit  que  la  corde  MM'  est  elle-même  à  l'infini  et, 
comme  le  point  fixe  P  est  sur  MM',  il  est  à  l'infini.  Réciproquement,  si  une 
conique  circonscrite  à  un  triangle  rectangle  est  tangente  à  la  hauteur  issue 
du  sommet  de  l'angle  droit,  cette  conique  est  une  hyperbole  équilatère,  car 
l'équation  (2)  donne  i-h  A  =  o  quand  on  suppose  u  =  o.  Nous  avons  ainsi 
obtenu  ce  cas  particulier  du  théorème  de  Frégier  : 


Quand  un  triangle  rectangle  est  inscrit  à  une  hyperbole  équilatère, 
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la  normale  à  cette  hyperbole  au  sommet  de  Vangle  droit  est  parallèle 
à  l'hypoténuse,  et  réciproquement. 

Généralisation.  —  Cherchons  la  condition  pour  que  la  corde  MM'  passe 
par  un  point  fixe  (^o>^o)>  de  sorte  que 

(3)  uxo-h  vyo—i  =  o. 

L'équation  (i)  fournit,  entre  les  coefficients  angulaires  m,  /?i' des  droites  OM, 
OM',  les  relations 

(4)  m -f- /«'-(- B -+- Dp  =  o, 

(5)  mm' — A  —  Da=o. 

La  condition  demandée  s'obtient  en  éliminant  m  et  p  entre  les  équations 
(3),  (4)  et  (5);  ce  qui  donne 

XQ.mm'  —  ^o("'  -+-  »î')  —  (  Aa^o-f-  Bj^o-r-D)  =  o. 

Il  en  résulte  que  les  droites  OM,  OM'  doivent  former  un  faisceau  involutif 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  doivent  avoir  des  directions  conjuguées  par  rap- 
port à  une  conique  G  dont  les  asymptotes  ont  des  directions  déterminées 
quand  le  point  (xo,  yo)  est  donné. 

Si  yo=  o,  le  produit  mm'  est  constant;  si,  au  contraire,  Xo=:  o,  c'est  la 
somme  m  -+-  m'  qui  doit  avoir  une  valeur  constante. 

Lorsque  la  droite  MM'  passe  par  un  point  fixe,  son  pôle  décrit  une  droite 
fixe.  Si  l'angle  MOM'  est  droit,  la  polaire  du  point  de  Frégier  passe  par  les 
points  communs  (autres  que  O)  à  la  conique  donnée  et  au  cercle  de  rayon 
nul  ayant  son  centre  au  point  O;  car,  en  retranchant  membre  à  membre  les 
équations  de  la  conique  et  de  ce  cercle,  on  obtient 

(A  —  ])x^-h  Bxy  -h  Dx  =  o, 

équation  qui  se  décompose  en  a;  =  o  et  (A  —  i)x  -+-  By  -f-  D  =  o.  Cette  der- 
nière représente  bien  la  polaire  du  point  P.  On  arrive  à  ce  résultat  en  remar- 
quant que  les  droites  isotropes  sont  les  rayons  doubles  de  l'involulion  définie 
par  les  côtés  de  l'angle  droit  MOM'. 

Dans  le  cas  général,  la  polaire  du  point  de  Frégier  est  la  corde  commune 
à  la  conique  donnée  et  aux  parallèles  aux  asymptotes  de  la  conique  C,  menées 
par  le  point  O. 

EXERCICES. 

i.  Trouver  le  lieu  du  point  de  Frégier  relatif  à  chacun  des  points  d'une 
conique  donnée. 

2.  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  de  Frégier  dans  les  mêmes 
conditions. 
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424.  Considérons  une  courbe  plane  quelconque  C  et  une  conique  D  tracée 
dans  le  même  plan;  on  peut  déterminer  l'enveloppe  C  des  polaires  des  points 
de  la  courbe  C  par  rapport  à  la  conique  directrice  D;  je  dis  que,  réciproque- 
ment, C  est  l'enveloppe  des  polaires  des  points  de  C  par  rapport  à  D. 

En  effet,  soient  m  un  point  de  C,  M'  sa  polaire;  p  un  point  de  C  infiniment 
voisin  de  m,  et  P'  la  polaire  de  /?.  Le  point  de  rencontre  des  droites  P',  M'  est 
le  pôle  de  la  droite  nip.  Si  l'on  suppose  que  p  tende  vers  m,  la  droite  mp  a 
pour  limite  la  tangente  M  en  m  à  la  courbe  C  ;  le  point  (P',  M')  a  pour  limite 
le  point  de  contact  m'  de  la  tangente  M'  à  la  courbe  C.  Il  en  résulte  que 
m'  est  le  pôle  de  M,  ce  qui  démontre  la  proposition.  Pour  cette  raison,  les 
courbes  C,  C  sont  appelées /?o^ajVe,y  réciproques. 

Etant  donnée  une  figure  F  quelconque  composée  de  points  a,  b,  ...  et  de 
droites  A,  B,  ...,  on  peut  considérer  la  figure  P'  formée  par  les  droites 
A',  B',  ...  polaires  de  a,  6,  . . .  et  les  points  a' ,  b' ,  ...  pôles  de  A,  B,  . . .  par 
rapport  à  la  conique  D;  ces  figures  sont  nommées  polaires  réciproques  ou 
corrélatives.  A  toute  propriété  de  la  première  figure  correspond  une  propriété 
de  la  seconde.  Le  passage  d'une  figure  à  l'autre  constitue  la  transformation 
par  polaires  réciproques. 

42o.  A   des  points  a,  b,  c,  d  situés   sur  une  droite  L   correspondent   des 

droites  A'j  B',  C,  D'  passant  par  un  point  /';  le  rapport  anharnionique  de  la 

division  a,  b,  c,  d  est  égal  au  rapport  anharmonique  du  faisceau  A',  B',  C,  D'. 

En  effet,  soient  Pj  =  o,  P2=o  les   équations   des   polaires   des   points  a,  b, 

.  ca  ..     da  ,  ,  •         1  ,      , 

nous  avons  vu  que  si  -r  =  —  À,  -y^-  =  —  a,  les  polaires  de  c  et  de  d  ont  pour 
en  db 

équations,  respectivement.  Pi  H-  XP2=  o,  Pj-i-  [ji,P2  =  o;  les  rapports  anhar- 

■  j,    ,                       ,           ,            ,         À 
moniques  considères  sont  tous  deux,  égaux  an • 

En  particulier,  si  à,  b,  c,  d  est  une  division  harmonique,  le  faisceau  A',  B', 

G',  D'  sera  un  faisceau  harmonique.  Si  le  point  d  s'éloigne  à  l'infini  sur  la 

droite   L,  la   droite   D'   s'obtiendra    en  joignant   le  point  /'  au  centre  de  la 

conique  directrice  (ou  en  menant  par  l'  une  parallèle  à  l'axe  de  cette  conique 

ca 
si  c'est  une  parabole);  le  rapport  —j-  est  alors  égal  au  rapport  anharmonique 

(A',B',C',D'). 
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Pour  montrer  une  application,  considérons  un  quadrilatère  complet  form»'- 
par  quatre  droites  A,  B,  G,  D;  la  figure  corrélative  sera  formée  par  les  quatre 
pôles  a',b',c',d'  de  ces  droites;  cette  figure  se  nomme  un  quadrangle. 
Chacune  des  diagonales  du  quadrilatère  complet  est  coupée  harmoniquement 
par  les  deux  autres.  On  en  conclut,  par  exemple,  que  si  e'  est  le  point  de 
concours  des  droites  a' d' ,  b' c' ;  f  le  point  de  concours  des  droites  a'b',  e' d' , 
et  enfin  g'  le  point  de  concours  de  b' d'  et  a'  c\  les  droites  e'f,  c  g'  sont  conju- 
guées par  rapport  à  a' d'  et  b' c'.  Au  fond,  cette  propriété  ne  diffère  pas  de 
la  précédente  et  le  quadrangle  donne  la  même  figure  qu'un  quadrilatère 
complet. 

426.  Relation  entre  le  degré  d'une  courbe  algébrique  et  la  classe  de 
sa  polaire  réciproque.  —  La  polaire  réciproque  d'une  courbe  algébrique  est 
évidemment  algébrique.  Soient  m,  \l  le  degré  et  la  classe  de  la  courbe  C,  et 
m',  [i.'  le  degré  et  la  classe  de  sa  polaire  G'.  Le  nombre  des  tangentes  menées 
d'un  point  a  à  la  courbe  G  est  égal  au  nombre  des  points  d'intersection 
de  G'  avec  la  polaire  A'  de  a;  donc  \x  =  m'  tl  pareillement  ni  =  [/.'. 

Ainsi  la  classe  d'une  courbe  est  égale  au  degré  de  sa  polaire  réci- 
proque. 

II  en  résulte  immédiatement  qu'une  courbe  de  la  seconde  classe  est  une 
conique.  En  effet,  si  la  courbe  G  est  de  la  seconde  classe,  G'  sera  du  second 
degré  et,  par  suite,  aussi  de  la  seconde  classe,  d'où  il  résulte  que  G  est  du 
second  degré.  On  voit  en  même  temps,  par  ce  raisonnement,  que  la  polaire 
réciproque  d'une  conique  est  une  conique. 

Remarque.  —  Si  /n  =  2,  on  a  m  =  m'=  \i  =  \x'  =  2.  G'est  le  seul  cas  dans 
lequel  (i.  =  m  (m  —  i)  et  [jl'=  m' {m' —  i). 

En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  a  m  =  ni'(ni'—  1)  et  m' =  ni(m  —  i);  donc, 
m  et  m'  étant  différents  de  zéro, 

1  =  (/«  — 1)('"' —  0 

et,  comme  m  —  i  et  m'—  i   sont  des  entiers,  il  faut  que  ni  —  1  =  ni'  —  i  =  i 
et,  par  suite,  m  =  m' =  2. 

De  là  résulte  cette  conclusion  :  si  une  courbe  G  de  degré  supérieur  à  2  n'a 
aucun  point  multiple,  sa  polaire  réciproque  en  a  nécessairement.  Il  en  résulte 
que  la  courbe  G  a  des  tangentes  multiples,  c'est-à-dire  des  droites  qui  sont 
tangentes  en  plusieurs  points.  En  effet,  supposons  que  a' soit  un  point  double 
de  G' avec  tangentes  distinctes  B',  G';  la  droite  A  sera  tangente  à  G' aux  deux 
points  b,  c  pôles  de  B',  G'. 

427.  Former  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  conique  C  par 
rapport  à  une  conique  D.  —  Soit  0{cc,y)  =  o  l'équation  de  la  conique  D; 
on  aura  l'équation  de  la  polaire  réciproque  G'  de  la  conique  G,  en  exprimant 
que  la  polaire  du  point  (cp,y,  s)  est  tangente  à  la  conique  G  et,  par  suite, 
si  F{u,  V,  iv)  =  o  est  l'équation  tangentielle  de  G,  l'équation  cherchée  est 

F(o:„o;,o:)  =  o. 
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Discussion.  —  Supposons  d'abord  que  D  soit  une  conique  à  centre  et 
rapportons  cette  conique  à  ses  deux  axes  de  symétrie,  de  sorte  que 

l'équation  cartésienne  de  G'  sera 

a/>2  372  -t-  2  b"pq xy  ■+-  a'  q'^y^  + . .  .  =  0, 

le  discriminant  des  termes  du  second  degré  a  le  signe  de  aa' — b'"^,  c'est- 
à-dire  de  A"  A.  Or  la  condition  pour  que  l'origine  soit  extérieure  à  la  conique  G 
étant  A"A  <  o,  on  voit  que  G'  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  para- 
bole, suivant  que  le  centre  de  D  sera  intérieur  ou  extérieur  à  G  ou  sur  cette 
conique. 

Ge  résultat  s'obtient  par  la  Géométrie.  En  effet,  pour  que  le  pôle  d'une 
tangente  à  la  conique  G  soit  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  tangente 
passe  par  le  centre  de  D.  La  conique  G'  a  donc  autant  de  points  à  l'infini 
qu'on  peut  mener  à  G  de  tangentes  par  le  centre  de  D.  Soit  A  une  tan- 
gente à  G  passant  par  le  centre  de  D,  et  soit  a  son  point  de  contact.  Le 
pôle  a'  de  A  est  à  l'infini  dans  la  direction  conjuguée  de  A  par  rapport  à  D 
et  l'asymptote  correspondante  est  la  droite  A',  polaire  de  a.  Il  en  résulte  que 
le  centre  de  G'  est  le  pôle,  par  rapport  à  D,  de  la  polaire  du  centre  de  D, 
par  rapport  à  G.  Ge  raisonnement  suppose  que  G'  soit  une  hyperbole;  mais 
la  vérification  par  le  calcul  n'offrirait  pas  de  difficulté  et  d'ailleurs  le  calcul 
devant  réussir  a  priori  quand  G'  est  une  hyperbole,  il  est  évident  qu'il  réussira 
aussi  si  G'  est  une  ellipse,  puisque  le  signe  du  discriminant  des  termes  du 
second  degré  relatifs  à  G'  n'intervient  pas  dans  ce  calcul. 

Supposons  en  second  lieu  que  D  soit  une  parabole  et  rapportons-la  à  son 
axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  en  posant  6(37,  _;')=j2 — ipx.  L'équation 
de  G'  est,  dans  ce  cas, 

a  p'^x'^  —  2  bp  xy  -t-  a' y''-  -f- .  . .  =  0  ; 

le  genre  de  G'  dépend  du  signe  de  a'  a!' —  b'^  ou  A  A.  On  voit  d'abord  que,  si 
l'on  suppose  a"=  o,  c'est-à-dire  si  G  est  une  parabole,  G'  sera  une  hyperbole, 
à  moins  que  l'axe  de  G  ne  soit  parallèle  à  celui  de  la  parabole  D,  car  dans  ce 
cas  A  =  0  et,  par  suite.  G'  est  aussi  une  parabole  ayant  même  direction  d'axe. 
Supposons  en  second  lieu  a"^  o;  G  est  une  conique  à  centre. 

La  condition  pour  qu'on  puisse  mener  à  cette  conique  deux  tangentes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  x  est  AA<o.  Donc  G'  sera  :  une  ellipse  si  l'on  ne  peut 
mener  aucune  tangente  à  G  qui  soit  parallèle  à  l'axe  de  D;  une  hyperbole  si 
l'on  peut  lui  en  mener  deux  (par  exemple,  si  G  est  une  ellipse);  une  para- 
bole si  l'on  n'en  peut  mener  qu'une  (A  =  o). 

La  discussion  géométrique  n'offre  aucune  difficulté, 

428.  Cas  où  la  conique  directrice  est  un  cercle  D.  —  Dans  ce  cas,  l'angle 
de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  rayons  du  cercle  D  qui  passent  par  les 
pôles  de  ces  droites.  Voici  une  application  de  cette  remarque.  Transformons 
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ce  théorème  :  les  bissectrices  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même  point; 
deux  bissectrices  extérieures  et  une  bissectrice  intérieure  sont  également  con- 
courantes. Prenant  pour  conique  directrice  D  un  cercle,  on  obtient  ce  théo- 
rème :  Joignons  un  point  O  aux  sommets  a,  b,  c  d'un  triangle  et  traçons  les 
bissectrices  des  angles  ainsi  formés.  Trois  de  ces  bissectrices,  convenablement 
choisies,  rencontrent  les  côtés  qui  leur  correspondent  en  trois  points  situés 
en  ligne  droite. 

La  polaire  réciproque  d'un  cercle  G  par  rapport  à  un  cercle  D  est  une 
conique  ayant  un  foyer  au  centre  O  du  cercle  D,  la  directrice  correspondante 
étant  la  polaire  Q.'  du  centre  w  de  G  par  rapport  à  D.  En  effet,  soit  M  une 
tangente  au  cercle  G  et  soit  m'  le  pôle  de  M;  si  l'on  nomme  p  et  0  les  dis- 
tances de  m'  au  centre  0  et  à  la  droite  Q',  on  a,  en  vertu  du  théorème  de 


Salmon,  d  désignant  la  distance  des  centres  de  G  et  D, 


P  _ 


d 


,  ce  qui  prouve 


que  le  rapport  i^   est  constant;   le   lieu   de  m'  est  donc   une   conique   ayant 

un  foyer  en  O  et  pour  excentricité  -  ;  ce  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 

une  parabole,  suivant  que  le  centre   O  de  D  sera  intérieur,   extérieur  au 
cercle  G  ou  sur  es  cercle. 

Réciproquement,  la  polaire  d'une  conique  par  rapport  à  un  cercle  ayant 
son  centre  en  un  foyer  de  la  conique  est  un  cercle  dont  le  centre  est  le  pôle 
de  la  directrice.  La  démonstration  se  fait  comme  celle  de  la  proposition 
directe. 


âSâ.  Gonsidérons  une  courbe  quelconque  G  et  la  tangente  M  en  un  de  ses 
points  m  {fig.  iio).  Soit  jo  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  M,  du  centre  O  d'un 
cercle  D  de  rayon  R;  le  pôle  rt^  de  M  est  situé 
sur  0/>  et  défini  parla  condition  O  ni'  .Op  =  R^. 
Il  en  résulte  que  la  polaire  réciproque  de  G 
par  rapport  à  D  est  Vinverse  de  la  podaire 
de  G,  le  cercle  d'inversion  étant  le  cercle  D 
lui-même.  La  tangente  en  m'  à  la  polaire  réci- 
proque G'  est  la  droite  M',  menée  par  m'  et  per- 
pendiculaire à  Om.  On  sait  que  les  tangentes 
en  p  et  m'  aux  deux  courbes  inverses  décrites 
par  ces  points  forment  un  triangle  isoscèle/j^rm' 
ayant  pour  base  jom'.  Il  en  résulte  que  la  tangente  en />  à  la  podaire  de  G  est 

la  tangente  au  cercle  circonscrit  au  triangle  0  mp,  car  les  angles  Opq  et  O  mp 
sont  égaux.  On  retrouve  ainsi  la  construction  de  la  tangente  à  une  podaire. 


398  CHAPITRE    XVJI. 

EXERCICES. 

1.  Transformer  par  polaires  réciproques  les  théorèmes  suivants  : 

La  polaire  d'an  point  par  rapport  à  un  angle  est  une  droite  passant  parlj 
sommet. 

Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes. 

Le  lieu  des  sommets  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  conique  à  centre 
est  un  cercle.  En  prenant  pour  conique  directrice  un  cercle  concentrique,  on 
retrouve  cette  propriété  :  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  deux  dia- 
mètres rectangulaires  est  constante. 

Le  théorème  de  Desargues  [triangles  homologiques  (i55)]. 

Les  trois  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  trois  points  fixes  et 
deux  des  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes;  le  troisième  sommet  décrit 
une  conique. 

Si  la  polaire  de  a  par  rapport  à  une  conique  passe  par  a' ,  a  et  a' sont  con- 
jugués par  rapport  à  cette  conique. 

Les  axes  radicaux  de  deux  cercles  pris  deux  à  deux  se  coupent  en  un 
même  point. 

Quand  deux  sommets  d'un  triangle  circonscrit  à  une  conique  glissent 
sur  deux  droites  fixes,  le  troisième  sommet  décrit  une  conique  ayant  un 
double  contact  avec  la  conique  donnée. 

Dans  une  conique,  le  produit  des  segments  qu'une  tangente  quelconque 
détermine  sur  deux  tangentes  fixes  et  parallèles  est  constant.  —  On  prendra 
pour  conique  directrice  une  parabole. 

2.  Trouver  un  cercle  par  rapport  auquel  la  cissoïde  de  Dioclès 

x{x--+-y-) — ■  ay"^  =  o 
se  transforme  en  elle-même,  par  polaires  réciproques.  (G.  Fouret.) 

3.  Etant  donnés  deux  triangles  de  référence  et  en  désignant  par  a?,  jr,  -s; 
a,  p,  Y  respectivement  les  coordonnées  de  deux  points  variables  rapportées  à 
ces  triangles,  à  une  droite  D  ayant  pour   équations  ux  -\-  vy  -i-  wz  ^^  o^  on 

peut  faire   correspondre   le    point  <5?'(a.  S,  v),   tel    que    -  =  -  =  — •    Si  un 

'  u         V        w 

point  {x' ,  y' ,  z')  décrit  la  droite  D,  la  droite  ax' -{-  pj^'-HY^'—  ^  passe  par 

le  point  d' .  Ghasles  nomme  ce  point  d'  le  pôle  de  la  droite  D.  Montrer  que, 

si  ce  point  décrit  une  courbe  d'ordre  m.  la  droite  D  enveloppe  une  courbe  de 

classe  m. 
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i.  Transformer  par  polaires  réciproques  les  théorèmes  suivants,  en  prenant 
pour  conique  directrice  D,  un  cercle  : 

Les  diamètres  d'un  cercle  sont  vus  sous  un  angle  droit  d'un  point  a  de  ce 
cercle;  on  placera  le  centre  de  D  au  point  a. 

La  tangente  à  un  cercle  est  perpendiculaire  à  l'exlrrniilt'  du  r.iyon  qui  passe 
par  le  point  de  contact. 

La  droite  qui  joint  le  pùlc  d'une  droite  par  rapport  à  un  cercle,  au  centre 
de  ce  cercle,  est  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  un 
cercle  est  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  ces  tangentes. 

Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  à  trois  cercles  sont  con- 
courantes est  le  cercle  orthotomique. 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  concourants  à  une  conique  est  le 
cercle  de  Monge. 

La  somme  des  distances  d'un  point  donné  aux  côtés  d'un  polygone  régu- 
lier reste  la  même  si  le  polygone  tourne  autour  de  son  centre;  on  place  le 
centre  de  D  au  point  donné. 

L'enveloppe  d'une  corde  d'un  cercle  de  longueur  constante  est  un  cercle 
concentrique  au  premier. 

Le  lieu  du  pôle  d'une  corde  d'un  cercle  ayant  une  longueur  constante  est 
un  cercle  concentrique  au  premier. 

o.  Transformer  deux  cercles  de  manière  que  les  coniques  obtenues  aient 
leurs  foyers  communs. 

6.  Transformer  l'exercice  10  du  Chapitre  précédent. 


Équations  tangentielles  relatives  aux  coniques. 

•430.  11  y  a  une  relation  simple  entre  les  courbes  C,  G'  définies  respective- 
ment par  les  équations  /{x,y,z)  =  o  etf{u,  ç,  w)  =  o,  c'est-à-dire  par  une 
même  équation  homogène  dont  les  variables  désignent  des  coordonnées  ponc- 
tuelles (courbe  C)  ou  des  coordonnées  tangentielles  (courbe  G').  Prenons 
pour  conique  directrice  la  conique  imaginaire  D  ayant  pour  équation 

a;2_,_^2_f_  -2=  o. 

On  voit  (427)  que  la  polaire  réciproque  de  G'  par  rapport  à  D  a  pour  équa- 
tion /{x,  y,z)  =  o  et  par  conséquent  les  courbes  G  et  G'  sont  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  D. 

On  peut  encore  obtenir  un  résultat  simple  avec  une  conique  réelle  Dj  ayant 
pour  équation  x^-hy^ — ^2  =  0.  Dans  ce  cas,  la  polaire  réciproque  de  G'  a 
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pour  équation  y( 37,  y,  —  z)  =  o  et,  par  suite,  si  les  coordonnées  ponctuelles 
sont  des  coordonnées  cartésiennes,  C  est  symétrique,  par  rapport  au  centre 
de  Di,  de  la  polaire  réciproque  de  G'.  Ces  remarques  permettent  d'interpréter 
immédiatement  toute  relation  entre  des  coordonnées  tangentielles. 

431.  Toute  équation  du  premier  degré  de  la  forme  au  -h  b{'  ^  cw  =  o 
représente  un  point.  On  le  voit  en  appliquant  la  remarque  précédente;  mais 
on  voit  directement  que  cette  équation  exprime  que  la  droite  ayant  pour 
équation  ponctuelle  ux  -+■  vy  -+-  wz  =  o  passe  par  le  point  {a,  b,  c).  On  voit 
aussi  que  toute  équation  du  premier  degré  représente  un  point  en  coordon- 
nées tangentielles.  En  particulier,  l'équation  de  l'origine  des  coordonnées  ou 
du  point  (x  =  o,  y  —  o)  est  w  =  o. 

■432.  Si  (u',  v',  w')  et  (u",  p",  w")  sont  les  coordonnées  tangentielles  de  deux 
droites  A',  A",  toute  droite  A  passant  par  le  point  commun  à  ces  deux  droites 
a  pour  coordonnées  u'-+-\u",  p'+Xp",  w'-\-1w"  et  réciproquement.  Les 
coordonnées  ponctuelles  du  point  de  concours  des  droites  A',  A"  sont  : 
v'w" — w'v",  w' II" — u'w",  u'v" — v'u". 

Si  l'on  suppose  w'=w"=ï,  ces  expressions  deviennent  v' — v",  u" — m', 
u'v" —  v'u".  On  peut  donc  dire  que  les  coordonnées  homogènes  du  point  de 
concours   des   droites  {u,  v')  et  {u",  v")  sont  proportionnelles  aux  nombres 

^v'  ,Ap' 

—  -— , ,   I ,  M   -.— ,  —  (^ . 
Au  Au 

Il  en   résulte  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  {u',  v')  à  la  courbe 

définie  par  l'équation  tangentielley"(a,  ç,  i)  =  o,  a  pour  coordonnées 

/U"'> v' i),  fl{"-\ v',  0>    —  [«7,V(«'> ^\  0 -t- v'f^.{u\  v\  I )], 

ou 

/;.(«',  P',w'),    fl.{u',v',w'),    /[^•{u',v',w'). 

Ce  résultat  nous  a  déjà  été  fourni  par  la  théorie  des  enveloppes. 

433.  Trouver  l'équation  tangentielle  des  points  d'intersection  d'une 
droite  Do(moî  ^'o;  v^o)  avec  la  conique  ayant  pour  équation  tangentielle 

F(m,  f,  (v)  =  o. 

Une  droite  quelconque  D  ayant  pour  coordonnées  u,v,w,  les  coordonnées 
d'une  droite  D'  passant  par  le  point  de  concours  de  Dq  et  D'  seront  Uo-\-\u, 
vq-\-  Xc,  (fo-+-  Xw  et,  par  suite,  D'  sera  tangente  à  la  conique  donnée  si  X  est 
racine  de  l'équation  F(Mo-t-XM,  Vo-h\v,  WQ-k-\w)  =  o.  Pour  que  le  point 
commun  aux  droites  D  et  Dq  soit  syr  cette  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
racines  de  cette  équation  soient  égales,  ce  qui  donne  l'équation  cherchée 

^¥ {u,  V,  w ) .¥  {uo,  Vo,  wo)  —  {uq¥[^-^  Vo¥'^-\-  WQV'^y  =  o. 

On  vérifie  aisément  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  en  remarquant 
que,  si  les  coordonnées  ponctuelles  d'un  point/»  sont  «o»  ^o»  ^oj  l'équation 


Fi£ 
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précédente  définit,  en  coordonnées  ponctuelles,  le  faisceau  des  tangentes 
issues  de  p,  à  la  conique  ayant  pour  équation 
ponctuelle  Y{u,v,w)  =  o.  Or,  si  l'on  trans- 
forme par  polaires  réciproques  la  figure  for- 
mée par  les  tangentes  A,  B  à  la  conique  C, 
issues  du  point  p,  leurs  points  de  contact 
étant  a,  b  et  la  polaire  de  p  la  droite  P,  on 
obtient  une  figure  de  même  nature.  Les  let- 
tres placées  sur  la  Jig.  ni  expliquent  suffi- 
samment la  correspondance  établie  entre  les  éléments  transformés. 


434.  Trouver  le  centre,  les  axes,  les  asymptotes  d'une  conique  définie 
par  son  équation  tangentielle  F(<<,  t',  iv)  =  o;  trouver  la  polaire  d'un 
point  {a,  b,  c).  —  Supposons  que  l'équation  d'une  droite  étant 

UX  -^  VJ'  -(-  (V5  =  o, 
X       Y 

les  coordonnées  cartésiennes  soient  -  ?  —  ;  en  d'autres  termes,  supposons  que 

z      z 

la  droite  de  l'infini  ait  pour  équation  z  =  o.  Le  centre  d'une  conique  est  un 
point  tel  que  le  pôle  de  toute  droite  qui  y  passe  est  à  l'infini;  il  en  résulte 
que  Véquation  du  centre  est  F',^,=  o,  c'est-à-dire 

b'  u  ^  bv  -<!-  a" (V  =  o. 

Donc,  les  coordonnées  ponctuelles  du  centre  sont  b',  b,  a" ;  résultat  connu.  On 
arrive  encore  à  ce  résultat  en  cherchant  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  qui  a 
pour  coordonnées  0,0,  i.  Rappelons  que  a"=  o  exprime  que  la  conique  est 
une  parabole,  pourvu  toutefois  que  le  discriminant  de  ¥{u,v,w)  soit  diffé- 
rent de  zéro. 

Plus  généralement,  si  la  droite  de  l'infini  a  pour  équation  roL  -i-  r'^  -i-  /-"y  =  o 
et  que  l'équation  d'une  droite  quelconque  soit  wx-ir  v^  -\-  w^^  —  o,  l'équation 
du  centre  est  /-F'^-f-  r'F^-i-  /•'F'w=  o. 

Pour  déterminer  les  axes,  nous  remarquerons  qu'un  axe  est  un  diamètre 
perpendiculaire  à  la  direction  dans  laquelle  son  pôle  est  à  l'infini.  Soient  m, 
V,  w  les  cordonnées  d'un  axe.  Le  pôle  de  cette  droite  est  à  l'infini;  par  suite, 


(0 


b'  u  -^  bv  -\-  a"  w  =z  o. 


Les  coordonnées  ponctuelles  du  pôle  sont  F'„,  F[,,  o;  donc,  si  6  désigne  l'angle 
des  axes  de  coordonnées  cartésiennes,  * 


(•^) 


F'„  -I-  F'  cos  8        F;  -H  F'  cos  0 


Les  équations  (i)  et  (2)  définissent  les  axes. 

Les  asymptotes  sont  les  tangentes  issues  du  centre;  elles  sont  donc  définies 
NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  26 
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par  le  système 

au^-\-  a'p2-}-  a" w'^-T-  ibvw  -{-  ih'  wu  -\-  ib" iiv  =  o. 
b'  ii-h  bi>  -h-  a"  w  =  o. 

Les  directions  des  asymptotes  sont  donc  foui'nies  par  l'équation  obtenue  en 
éliminant  w, 

(3)  (aa' —  b'^)u--T-  i{a!' b" —  bb')uv  -f-  (a' a" —  b''')v''-  ~  o  ; 

elles  sont  réelles  et  distinctes  quand  on  suppose 

( a" h"  —bb'Y—i eut!'  —  b'^-){a' a"  —  b''-)':>  o. 

Cette  inégalité  ne  diffère  pas  de  celle-ci,  déjà  connue  :  8  >  o. 

Quand  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  l'équation  F(a,  c,  w)  =  o 
représente  un  cercle  si  les  asymptotes  sont  isotropes,  c'est-à-dire  si  l'équa- 
tion (3)  est  vérifiée  quand  on  suppose  u-=i,  p  =  I  et  M  =  —  t,  p  =  i,cequi 
donne  les  conditions  d' b" — bb'^=:o,  aa" — b'-  =  a'a" — b^\  c'est-à-dire 
B"=o,   A  =  A'. 

Le  pôle  de  la  droite  {u,  c,  w)  a  pour  coordonnées  F'„,  ¥'^,^  ^'w'i  il  en  résulte 
que  l'on  déterminera  les  coordonnées  u,  v,  w  de  la  polaire  du  point  (a,  b,  c) 

F'         F'        F' , 

au  moyen  des  équations  ~"  —  ~r"  =  —~')  e"  particulier,  la  polaire  du  point 

(o,  o,  i)  est  déterminée  par  les  équations  F'„=  o,  F'^=  o. 

EXERCICES. 

J.  Le  premier  membre  de  l'équation  tangentielle  d'une  conique  eft  un  inva- 
riant. Il  en  résulte  que,  si  l'on  forme  l'équation  tangentielle  d'une  conique 
ayant  pour  équation  ponctuelle  f{x,  y)  -\-  \g{x,  y)  =  o,  le  coefficient  de  X 
sera  un  invariant  simultané.  Montrer  qu'en  égalant  cet  invariant  à  zéro,  on 
obtient  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  ux  -hvy-+-  wz  =  o 
coupe  la  conique  /  et  la  conique  g  en  quatre  points  conjugués.  En  déduire 
que  l'enveloppe  d'une  pareille  droite  est  une  conique  dont  on  connaît  huit 
tangentes. 

2.  Transformer  la  proposition  précédente  par  polaires  réciproques. 

3.  Au  lieu  de  représenter  une  droite  par  l'équation  ux -\- vy  —  i  =  o,  on 

peut  la  représenter  par  -  -\-  —  —  i  =  o.  Une  équation  de  la  îorm&f{p,  q  )  =  o 

détermine  une  courbe.  Former  l'équation  relative  à  une  conique.  Cas  où  la 
conique  est  tangente  aux  axes. 

4.  On  peut  déterminer  une  droite  en  donnant  les   distances  p,  q  k  deux 
points  fixes  o,  o',  pris  sur  deux  droites  A,  A'  concourantes  ou  non,  des  traces 
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de  cette  droite  sur  les  droites  A,  A'  respectivement.  Interpréter  une  équation 
algébrique /(/),  ^)  =  o, 

;i.  Discuter  l'équation  générale  tangenticlle  du  second  ordre  par  la  résolu- 
lion  de  l'équation  par  rapport  à  l'une  des  variables  ou  par  la  décomposition 
en  carrés. 

6.  Déterminer  les  longueurs  des  axes  d'une  conique  à  centre  définie  par 
son  équation  tangenticlle. 

7.  Même  question  pour  le  paramètre  d'une  parabole. 

8.  Résoudre  le  problème  du  n°  366  au  moyen  de  l'équation  tangenticlle  de 
la  conique  donnée. 

9.  Déterminer  la  distance  de  deux  points  représentés  par  une  équation  du 
second  degré /(m,  v,  w)  =  o. 

10.  Former  l'équation  du  cercle  admettant  pour  diamètre  la  droite  joignant 
les  deux  points  représentés  par  l'équation  _/( m,  v,  w)  =  o. 

11.  Discuter  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation 

11"^-+-  -ic- —  {"k-  —  i)w'2 —  Q.Xvw  ■+  1UW  —  "iXuv  =  o 
quand  le  paramètre  X  varie. 

12.  Deux  triangles  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique  sont 
homologiques  et  réciproquement. 

13.  Trouver  l'équation  tangenticlle  des  coniques  ayant  pour  centre  le 
point  Xq,  yo  et  pour  diamètres  conjugués  deux  droites  de  coefficients  angu- 
laires m,  m'. 

iÂ.  Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  AiBiGj;  par  les  points  A,  B,  G  on 
mène  les  droites  respectivement  conjuguées  de  BjCj,  Ci  A,,  AjBj  par  rapport 
à  une  conique.  Si  ces  droites  passent  par  un  même  point,  les  droites  passant 
par  Aj,  Bi,  Gj  et  respectivement  conjuguées  de  BC,  GA,  AB  se  coupent  aussi 
au  même  point.  Gas  où  la  conique  se  réduit  aux  deux  points  cycliques. 

lo.  Equation  tangenticlle  générale  des  coniques  ayant  pour  centre  le 
point   xo,  yo- 

16.  Étant  donnée  l'équation  tangentielle  d'une  ellipse,  trouver  l'équation 
de  l'ensemble  des  deux  diamètres  conjugués  égaux. 

Les  exercices  de  9  à  16  sont  empruntés  aux  Leçons  sur  les  coordonnées 
tangentielles  de  M.  G.  Papelier. 
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CONIQUES  PASSANT  PAR  DES  POINTS  DONNÉS  OU  TANGENTES 
A  DES  DROITES  DONNÉES. 


4-35.  Equation    générale    des    coniques    circonscrites    à    un 
triangle  donné.  —  Soient 

ax  -{-  by  +  cz  —  o,         a' x  -\-  b'y  -H  c' z  =  o,         a"x  +  b"y  -\-  c" z  =  o 

les  équations  des  trois  côtés  d'un  triangle,  x^^y,  z  désignant  des 
coordonnées  homogènes;  si  l'on  pose 

ax  -\-  by  -\-  cz  —  a,  a  x  -4-  b'y  -\-  c' z  =  p,         a" x  -+-  b'y  -+-  c" z  =  y, 

on  peut  exprimer  x^^y,  z  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  a,  |i,  y 
et,  par  suite,  l'équation  d'une  conique  quelconque  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

(i)  Aa2+A'p2+A"Y2-t-2B;ÎY  +  '-^ï^'T^-+-^'B"ari  =  o, 

et,  réciproquement,  une  équation  de  cette  forme  représente  une 
courbe  du  second  degré. 

Pour  que  l'équation  (i)  représente  une  courbe  passant  par  A,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  vérifiée  quand  on  pose  ^  =  o,  y  =  o, 
a^o;  ce  qui  donne  la  condition  A  =  o.  Pareillement,  A'^=  o 
exprime  que  la  conique  passe  par  le  sommet  B,  et  A"=:o  qu'elle 
passe  par  le  sommet  G.  L'équation  d'une  conique  circonscrite  au 
triangle  ABC  est  donc  de  la  forme 

(2)  B^Y-t-B'Y^^  +  l^''^?  =0- 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  une 
courbe  du  second  degré  passant  par  les  sommets  du  triangle  donné. 
On  voit,  en  outre,  que  cette  équation  ne  se  décompose  en   deux 
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équations  du  premier  degré  que  si  l'un  des  coefficients  B,  B'  ou  B" 
est  nul. 

L'équation  tangentielle,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que  l'équation 

«  a  -h  r  p  -1-  w  Y  =  o 

représente  une  tangente  à  celte  conique  est 

(3)  B2«2-^  B'2v>2+  B"2h'2—  2B'B"t>a'  —  ^^"Bwu—iBB'uv  =  o. 

436.  C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  établir  par  une  autre  méthode  qu'il 
est  bon  de  connaître.  En  effet,  cherchons  d'abord  l'équation  de  la  droite 
passant  par  deux  points  (a',  P',  y'),  (a*,  P",  y*)  appartenant  à  la  conique.  Cette 
équation  est 

«(?'y''-t'P'')-+-P(t'='''-«'t'')  +  t^«'P"-?'«")  =  o- 

Mais,  par  hypothèse, 

Bp'Y'-f-B'Y'a'-i-B'a'^'=o,         B^'y^^  B'Y'a''^  B"a"^''=:  o; 

donc 

B  _  B'  _  B' 

^^^^-CTYf)  -  ^'^"(Y'a-a'Y")  ~  y'ï"(«'?"-  ?'«")' 

d'où  il  résulte  que  l'équation  de  la  corde  considérée  est 

—-     JLP     ËJf  _ 

et,  par  conséquent,  la  tangente  au  point  (a',  3',  y)  a  pour  équation 

Ba        B'8        B'y 

Cela  posé,  si  l'on  identifie  cette  équation  avec  celle-ci  : 

«a  H-  t-p  -H  M'Y  "=  ^' 
on  obtient 

wx-  _  v^'^  _  «'y'^ 

Les    coordonnées    du    point   de    contact    sont    donc    proportionnelles    à 

,  /B      /B'      /Ir  .     „, 

4  /  -  >  {/  ~f  {/  —  et,  par  suite,  1  équation  tangentielle  est 
v/bH  ■+-  s/BV  -h  \/W^'  =  o. 
En  rendant  cette  équation  rationnelle,  on  retrouve  l'équation  (3). 
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437.  Equation  générale  des  coniques  inscrites  à  un  triangle 
donné.  —  Le  triangle  donné  étant  pris  pour  triangle  de  référence, 
l'équation  tangentielle  d'une  conique  quelconque  est  de  la  forme 

a  u'^-T-  a' v--\-  a" w^-^  i b v (v  -h  9. 0' w  u  -h  ih" uv  =■  o. 

Pour  que  le  côté  a  ^  o  soit  tangent  à  la  conique,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'équation  précédente  soit  vérifiée  quand  ç'  =  o,  <v  =  o,  «  ^  o  ; 
donc  a  =  o  exprime  la  condition  pour  que  la  conique  soit  tangente 
au  côté  BC  et  de  même  pour  les  autres  côtés  ;  il  en  résulte  que  l'équa- 
tion d'une  conique  inscrite  au  triangle  donné  est  de  la  forme 

(4)  hvw-^h'wu^h"uv-=o^ 

et  réciproquement. 

L'équation  tangentielle  étant  connue,  on  en  déduit  l'équation 
ponctuelle 

(5)  è2a2-^^»'2p+^,"2Y2  — 266'ap  — 26'6"Py  — 26"6Ya  =  o. 

438.  On  peut  arriver  directement  à  cette  équation.  En  posant 
a  =  o,  l'équation  (i)  donne 

A'p24-A"Y2+.aBpY  =  o: 

c'est  l'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  le  sommet  A  aux 
points  d'intersection  du  côté  BC  et  de  la  conique  représentée  par 
l'équation  (i).  Pour  que  la  conique  soit  tangente  au  côté  BC,  il  faut 
que  ce  faisceau  soit  composé  de  deux  droites  confondues  en  une 
seule,  ce  qui  donne  la  condition 

A'A"=B2. 

De  même,  on  doit  avoir 

A"A=B'2,      AÂ'=B"2. 

On  ne  peut  supposer  B  =:  o,  car  on  en  déduirait  A'A"=  o  ;  soit, 
par  exemple,  A"=  o;  cette  équation  entraîne  B'=i:  o;  l'équation  (i) 
se  réduit,  dans  ce  cas,  à  la  suivante  : 

Aa2-{- A'p2+2B"a[i  =  o. 

Ecartant  cette  hypothèse,   on  déduit  des  équations  précédentes 
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A^A'2A"2=  B2B'2B"2  5  donc,  AA'A"=  eBB'B"  et,  par  suite, 
.  B'B'  .,        BB  .„         BB' 

de  sorte  que  l'équalioa  de  la  conique  est  de  la  forme 

B"2  "^  B^  "^  B^V  "^  ^  BI?  '^  ^  B'TJ  "^  ^  BB'  ~  °' 


En  rejetant  l'hypothèse  s  =  +  i  qui  correspond  à  un  carré  parfait  et 
en  posant  ^=bj  ^r-,  =  6',  —,  =  b",  on  retrouve  l'équation  déjà 
obtenue. 


439.  Remarque.  —  L'équation  (5)  peut  prendre  une  forme  remarquable. 
En  effet,  on  peut  d'abord  l'écrire  ainsi  : 

(6)  (b'x  —  b'^  —  b"yy-—4b'b''^^(  =  o, 

d'où  

ba  =  6'  p  -+-  6"  Y  -t-  2  v/^'  ^"  PT  ; 


6«  =  (v/6'p  +  /6"Y)^ 


ou  encore 
ou  enfin 

(7)  V/^ -h  v/6^  4- v/6V  =  o, 


les  radicaux,  étant  pris  d'ailleurs  avec  des  signes  quelconques. 

Les  coefficients  b,  b' ,  b'  étant  supposés  réels,  l'équation  (6)  montre  que, 
pour  tout  point  réel  de  la  conique  représentée  par  l'équation  (5),  on  a 
6'p.6"Y  >  o.  On  trouverait  de  même  boc.b'^  >  o;  donc  6a,  b'^,  6"y  sont  de 
même  signe. 

Gela  étant,  l'équation  (7)  équivaut  à  quatre  équations  : 

-f-  \fbÔL  -+-  \/b' p  -H  /^'y  =  o, 

—  v/6  a  -h  y/^'  P  4-  \/b'^(  =  o, 

4-  /6  a  —  /*'  P  -t-  /ô"  Y  =  o, 

+  ^ba  -h  \/W^  —  /^'y  =  ^• 

Il  est  évident  que  la  première  équation  ne  peut  convenir  à  aucun  point 
réel  de  la  conique.  Chacune  des  trois  autres  ne  convient  qu'à  une  portion 
déterminée  de  cette  conique.  Supposons,  pour  simplifier,  que  a,  p,  y  repré- 
sentent des  coordonnées  normales.  On  peut  toujours  supposer  chacune  des 
quantités  ba,  b'^,  6*y  positive.  La  seconde  équation,  par  exemple,  ne  con- 
viendra qu'aux  points  pour  lesquels  on  a 

/ZTâ  —  /ô^  >  o        et        \/bâ  —  \/V^  >  o, 


4o8 
c'est-à-dire 
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6a  — 6'3  >  o 


et 


^>a  — 6"y>o. 


Or,  si  la  conique  touche  les  côtés  du  triangle  de  référence  aux  points  A', 
B',  G'  respectivement,  ces  deux  équations  sont  celles  des  droites  GC  et  BB'; 
on  pourra  donc  déterminer  dans  quelles  régions  se  trouve  l'arc  représenté 
par  l'équation  considérée. 

On  peut  d'ailleurs  raisonner  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  la  co- 
nique soit  une  ellipse,  et  supposons  l'origine  des  coordonnées  cartésiennes  à 
l'intérieur  du  triangle  A'B'G'  {fig-  112). 

Appelons  a',  P',  y'  les  distances  d'un  point  aux  côtés  du  triangle  A'B'G'.  La 
conique  étant  circonscrite  au  triangle  A'B'G', 
rig.  112.  gQjj  équation  est  de  la  forme 


B' 


B" 

-7=0, 
ï 


mais  elle  est  tangente  en  B'  et  G'  aux  côtés  AG 
et  AB;  donc  son  équation  est  de  la  forme 

a'2=  A.3y, 

h  étant  une  constante  (392)  et,  comme  à  l'intérieur  du  triangle  ABG,  a,  p,  y 
ont  le  même  signe,  on  doit  supposer  A  >  o;  nous  écrirons  donc 


De  même,  on  a 


a'2=  A-a^Y- 
P'2  =  V'-^^'x        et        Y' 


Supposons   qu'il  s'agisse   d'un   point  appartenant  à  l'arc   G'MB';  pour  ce 
point,  il  faudra  supposer,  par  exemple,  a'<  o  et  P'>  o,  y>-  o  et)  P^n"   suite, 

on  devra  poser  a' =  —  >^"/i^Y,  P'  =  -t-^/PY'  Y— "^^/y^'  ''"'  ^'  "^  étant  des 
nombres  positifs;  donc,  en  supposant  les  constantes  B,  B',  B"  déterminées, 
l'équation  de  l'arc  B'MG'  sera 


B' 


-f- 


B" 


^V?Y     Vy^     "V*? 


By/g 


bV^  ^b-Zy 


/ 


440.  Equation  de  la  droite  passant  par  deux  points  (a',  p',  y'),  (si",  P'jY") 
de  la  conique  représentée  par  l'équation  (7).  —  La  droite  considérée  a 
pour  équation 

«(P'y"-  y'?")  +  P(y'^"-  =''y")  +  y(^'!3"-  P'^")  =  0. 

Mais  on  suppose 
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donc 

s/b sfb' s/jl_ . 

l'équation  de  la  corde  demandée  est,  par  suite, 

Il  en  résulte  que  la  tangente  au  point  (a',  p',  y')  a  pour  équation 


■i/I-Vf-V7=- 


Théorème  fondamental. 

4-41.  Théorème.  —  Par  cinq  points,  on  peut  faire  passer  une 
conique  et  une  seule,  pourvu  que  trois  au  plus  de  ces  points 
soient  en  ligne  droite. 

Remarquons  tout  d'abord  que  si  les  cinq  points  sont  sur  une 
njênie  droite  A,  tout  système  de  deux  droites  dont  l'une  est  la 
droite  A  constitue  une  conique  passant  par  les  cinq  points  donnés. 
En  second  lieu,  si  quatre  seulement  des  points  sont  sur  une  ligne 
droite  A  ne  passant  pas  par  le  cinquième  point  E,  la  droite  A  et  une 
droite  A',  assujettie  à  passer  par  E,  mais  ayant  une  direction  arbitraire, 
forment  une  conique  passant  par  les  cinq  points  donnés.  Dans  le  pre- 
mier cas,  l'équation  des  coniques  satisfaisant  à  la  question  sera  de  la 

forme 

F{ax  -r-  by  -^  cz)  =  o, 

P  r=  o  étant  l'équation  de  A  et  a,  b,  c  trois  coefficients  arbitraires, 
de  sorte  que  l'équation  renfermera  deux  paramètres  arbitraires;  dans 
le  second  cas,  l'équation  sera  de  la  forme 

P[7— Jo—  /n(x~To)]  =  o 

et  ne  renfermera  plus  qu'un  seul  paramètre. 

Enfin,  si  trois  points  seulement  A,  B,  C  sont  sur  A,  la  conique 
cherchée  est  évidemment  déterminée  et  se  compose  de  la  droite  A  el 
de  la  droite  A'  qui  passe  par  les  deux  autres  points  D,  E. 

En  laissant  de  côté  le  premier  cas,   dans  lequel  les  cinq  points 
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donnés  sont  en  ligne  droite,  nous  pouvons  toujours  choisir  trois  des 
points  donnés  formant  un  triangle  ajant  ces  points  pour  sommets. 
Supposons  que  les  points  A,  B,  C  satisfassent  à  cette  condition  et 
prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence.  En  désignant 
par  a  =  o,  [^  =i  o,  y  =  o  les  équations  des  trois  côtés  de  ce  triangle, 
l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC  est 

AjBv-H  BYa-4- Cap  =  o. 

Exprimons  maintenant  que  la  courbe  représentée  par  cette  équa- 
tion passe  par  le  point  D  (a',  p',  y')  et  par  le  point  E(a",  [B",y"); 
nous  aurons,  pour  déterminer  A,  B,  C,  les  deux  équations  homo- 
gènes 

Ap'Y'+  By'a'-H  Ga'P'=  o,         A.^"f-^Bf7."-^  Ga"p"=:  o. 

Si  le  point  D  est  sur  l'un  des  côtés,  par  exemple  sur  BC,  on 
a  7/^0;  la  première  équation  se  réduit  à  A  =0  et,  par  suite,  la 
conique  demandée  se  compose  de  deux  droites. 

Supposons  les  six  coordonnées  des  points  D,  E  différentes  de 
zéro  ;  alors  les  équations  précédentes  détermineront  les  rapports 
de  A,  B,  C  et  si  aucun  des  déterminants  ^'y" — y' ,3",  y' a" — a'y", 
oi"^" —  |j'a"  n'est  égal  à  zéro,  aucun  de  ces  coefficients  ne  sera  nul  : 
on  obtiendi^a  une  conique  proprement  dite  passant  par  les  cinq 
points  donnés,  et  l'on  n'en  obtiendra  qu'une  seule.  Si  l'on  observe 
que  la  condition  [i'y" — y'|i"=o,  par  exemple,  exprime  que  les 
points  A,  D,  E  sont  en  ligne  droite,  on  voit  que  la  proposition  est 
entièrement  démontrée. 

442.  Autre  méthode.  —  Soient  [xh-,  yh,  Zh)  les  coordonnées  des 
cinq  points  donnés,  l'indice  h  variant  de  i  à  5.  Il  s'agit  de  déter- 
miner les  coefficients  A,  B,  G,  D,  E,  F  de  sorte  que  les  cinq  équa- 
tions homogènes  à  six  inconnues 

ï  h.x]+  Bxiyx-\-  G_xf-t-  D 37,^1+  Ey^z^  -^  Fsf  =  o, 

(0    Y"""^ ^'' 

\  h.x\-\- —  o 

soient  vérifiées.  Or,  on  sait  qu'un  pareil  système  d'équations  admet 
toujours  des  solutions  non  toutes  nulles.  11  s'agit  de  discuter  ces 
solutions. 


CONIQUES    PASSANT    PAU    DES    POINTS    DONNÉS.  4" 

1°  Il  peul  arriver  qu'une  solution  soit  de  la  forme  A  =  o,  B  :=  o, 
G  =  o,  les  autres  inconnues  D,  E,  F  n'étant  pas  nulles  toutes  les 
trois.  Alors  une  solution  du  problème  serait  représentée  par  l'équa- 
tion 


(2) 


;{Ba;-hEy-hFz)  =  o. 


Si  les  cinq  points  donnés  sont  à  distance  finie,  ils  seraient  tous 
les  cinq  sur  la  droite  ayant  pour  équation 

Da^  +  E/  -I-  F  =  o. 

Dans  ce  cas,  il  j  aurait  une  infinité  de  coniques  répondant  à  la 
question  :  ces  coniques  seraient  composées  de  deux  droites  et  repré- 
sentées par  une  équation  de  la  forme 

(Da;  -4-  Ey  ■+-  Fz)  (Ix  -h  [xy  -t-  vs)  =  o, 

).,  !JL,  V  étant  arbitraires. 

11  peut  arriver  que  l'équation  (2)  représente  la  solution  générale; 
c'est  ce  qui  a  lieu  si  trois  des  points  donnés  sont  à  l'infini,  ou  si, 
deux  seulement  étant  à  l'infini,  les  trois  autres  sont  sur  une  droite 
déterminée. 

Si  quatre  des  points  étaient  à  l'infini,  le  cinquième  ayant  pour 
coordonnées  (:z"o?  J^o)?  la  solution  la  plus  générale  serait  de  la  forme 

-[^^(r  — Jos)^  lJ.(x  —  Xoz)]  =  o. 

Enfin,  si  tous  les  points  étaient  à  l'infini,  il  n'y  aurait  d'autre  solu- 
tion que  ;;-=  o. 

Tous  ces  cas  particuliers  étant  écartés,  supposons  d'abord  que  le 
déterminant  principal  du  système  (i)  soit  du  cinquième  degré.  Dans 
ce  cas,  les  rapports  mutuels  des  inconnues  A,  B,  .  . . ,  F  sont  déter- 
minés et  il  y  a  une  seule  conique  répondant  à  la  question.  On  peul, 
d'ailleurs,  former  son  équation  qui  est  évidemment 


^      ^f     y      ^^      y^      ^ 

x\     x^y^    y\     ar,3,     y^z^     z\ 


x\     x-iys    yl     X'^Zi    y-^z^     zl 
Il  convient  de  remarquer  que,  dans  ce  cas,  trois  des  points  donnés 
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peuvent  être  en  ligne  droite,  mais  pas  davantage,  sans  quoi  le  pro- 
blème aurait  une  infinité  de  solutions. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  déterminant  principal  soit  du 
quatrième  degré.  Dans  ce  cas,  deux  des  inconnues  sont  arbitraires 
et  les  autres  sont  des  fonctions  déterminées,  linéaires  et  homogènes 
de  ces  deux  inconnues,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  solution  la  plus 
générale  est  de  la  forme 

A  =  la -h  Va',         B='kb-hl'b',         ..,,         F  =  X/+)//', 

<7,  a',  ...,/,/'  étant  des  nombres  déterminés  et  )>,  )/  deux  arbi- 
traires. L'équation  demandée  est  donc  de  la  forme 

y  et  y,  étant  deux  polynômes  déterminés.  11  y  a,  dans  ce  cas,  une 
infinité  de  coniques  passant  par  les  cinq  points,  chacun  de  ces 
cinq  points  appartenant  aux  deux  coniques  particulières/,  y,  ;  donc, 
ces  coniques  se  décomposent  en  droites,  une  droite  leur  étant  com- 
mune. Quatre  des  cinq  points  sont  sur  la  droite  commune  et  le  cin- 
quième est  l'intersection  des  droites  non  communes. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  le  déterminant  principal  soit  du  troi- 
sième degré.  Dans  ce  cas,  les  inconnues  sont  des  fonctions  linéaires 
et  homogènes  de  trois  arbitraires  \,  )/,  à";  il  y  a  une  infinité  de 
coniques  passant  par  les  cinq  points  donnés  et  représentées  par  une 
équation  de  la  forme 

Les  cinq  points  donnés  appartiennent  alors  à  chacune  des  co- 
niques y,  y,  Jo-  11  en  résulte  nécessairement  que  ces  coniques  sont 
formées  de  couples  de  droites  ayant  une  droite  commune  sur  laquelle 
se  trouvent  les  cinq  points  donnés;  en  effet,  les  cinq  points  apparte- 
nant à  y  et  y,  quatre  d'entre  eux  sont  sur  une  droite  qui  appartient 
aussi  à  fo.  Si  le  cinquième  point  n'était  pas  sur  cette  droite,  l'équa- 
lion  ne  contiendrait  qu'un  seul  paramètre  arbitraire. 

Il  reste  à  prouver  que  le  déterminant  principal  est  au  moins  du 
troisième  degré.  Or,  en  supposant  les  cinq  points  donnés  distincts 
et  à  distance  finie,  il  y  en  a  au  moins  trois  qui  ont  des  abscisses  ou  des 
ordonnées  distinctes,  car  si  l'on  suppose,  par  exemple,  ;r,  =  ^o  =  ^s, 
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on  aura^,  ^^apîéya.  Supposons  donc,  par  exemple,  celte  dernière 
condition  remplie;  dans  ce  cas,  le  déterminant 

ri  y-i 
y'i  ja 

est  différent  de  zéro.  Or,  c'est  un  déterminant  formé  avec  les  élé- 
ments du  Tableau  des  coefficients  des  inconnues  A,  ...,F.  La 
proposition  est  donc  démontrée. 

443.  Théorème  corrélatif.  —  En  transformant  le  théorème  pré- 
cédent par  polaires  réciproques,  on  voit  que  cinq  tangentes  déter- 
minent une  conique  et  une  seule,  pourvu  qiCon  ne  puisse  trouver 
trois  de  ces  droites  passant  par  un  même  point. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  droites  données  ;  leurs  pôles 
étant  «',  b',  c' ,  d",  e',  on  suppose  que  trois  quelconques  de  ces  cinq 
points  ne  sont  pas  en  ligne  droite.  On  peut  donc  faire  passer  une 
conique  et  une  seule  par  les  cinq  points;  la  polaire  réciproque  de 
celte  conique  est  tangente  aux  cinq  droites  données;  réciproquement, 
à  toute  conique  tangente  à  ces  cinq  droites  correspond  une  conique 
passant  par  leurs  pôles.  Il  y  a  donc  une  solution  et  une  seule.  Si 
deux  des  droites  passaient  par  un  point  m  et  les  trois  autres  par  un 
point  p,  les  pôles  des  cinq  droites  seraient  placés  :  deux  sur  la 
polaire  M'  de  m  et  les  trois  autres  sur  la  polaire  P'  de/?;  la  conique 
passant  par  les  pôles  des  cinq  droites  serait  composée  des  deux  droites 
M'  et  P'  et,  par  suite,  la  polaire  réciproque  du  couple  de  ces  deux 
droites  serait  le  système  des  deux  points  m,  p.  Il  n'y  aurait  donc  pas 
de  conique  véritable  tangente  aux  cinq  droites  données,  ce  qui  est 
évident  a  priori. 

4ii.  On  peut  traiter  la  question  directement.  En  prenant  pour  triangle  de 
référence  le  triangle  formé  par  trois  des  tangentes,  l'équation  tangentielle  de 
la  conique  serait  de  la  forme 

a  vw  -H  b.wu  -\-  CUV  =  o. 

Soient  {u,  v',  w')  et  (u",  v",  w")  les  coordonnées  des  deux  autres  tangentes, 
on  doit  résoudre  le  système 

a  .v'  w'  -i-  ô .  iv'  u' -h  c .  u  v'  =  o,        a .  p"  w"  -t-  6 .  iv"  a"  H-  c .  a  V  =  o. 
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En  supposant  m',  v',  w',  u",  v",  w"  différents  de  zéro,  c'est-à-dire  en  suppo- 
sant qu'aucune  des  deux  dernières  tangentes  ne  passe  par  le  point  commun 
à  deux  des  trois  premières,  les  rapports  de  a,  6,  c  seront  déterminés  et  aucun 
de  ces  cdefficients  ne  sera  nul  si  aucun  des  déterminants 

v' w" — w' a" ,         w' II" — II' w" ,         u' v" — v' II" 

n'est  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  si  le  point  de  concours  des  deux  dernières  tan- 
gentes ne  se  trouve  sur  aucune  des  trois  premières. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


Faisceau  ponctuel  de  coniques. 

4io.  Equation  générale  des  coniques  passant  par  tes  points 
communs  à  deux  coniques.  —  Soient  f(^x,  y)  =  o,  g(x,  y)  =:  o 
les  équations  de  deux  coniques  G,  G'  se  coupant  en  quatre  points 
distincts  A,  B,  G,  D.  L'équation 

(i)  a/(r,jK)+P^(ar,/)=  o 

représente,  pour  un  système  de  valeurs  données  a  et  p,  une  conique 
passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières. 

Je  dis  que  l'on  peut  déterminer  a  et  [S  de  manière  que  cette  équa- 
tion représente  une  conique  déterminée  G)  choisie  parmi  toutes  les 
coniques  passant  parles  points  communs  à  G  et  G'.  En  effet,  prenons 
sur  d  un  point  E,  distinct  des  points  A,  B,  G,  D.  La  conique  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  passera  par  E  si  l'on  suppose 

(2)  ■  af{xi,yi)-^^g{xi,yi)  =  o, 

X|,  yt  étant  les  coordonnées  du  point  E.  On  vérifie  l'équation  (2) 
en  posant  a  =  g^Xi^y^),  ^  ^^ — /(x,,jKi)  etj  en  remplaçant  dans 
(i)  a  et  ^  par  ces  valeurs,  on  obtient  l'équation 

(3)  /(^,7)  ^(^i.jKi)  —  gi^,r)/(^iryi)  =  o 

qui  représente  une  conique  ayant  avec  G)  cinq  points  communs;  et, 
par  suite,  cette  équation  est  celle  de  la  conique  G(  elle-même. 
L'équation  (i)  est  donc  l'équation  générale  des  coniques  passant 
par  les  points  communs  à  G  et  G'. 

.  D'une  manière  générale,  quels  que  soient  les  points  com- 
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inuns  à  deux  coniques  C,  C,  l'équation 

dans  laquelle  \  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  une  infinité 
de  coniques  passant  par  les  points  communs  à  ces  deux  coniques; 
elle  défmit  un  faisceau  ponctuel  de  coniques^  dont  C  et  C  sont  les 
bases.  Il  résulte  immédiatement  de  la  forme  de  cette  équation  qu'il 
passe  par  chaque  point  du  plan  une  conique,  et  une  seule  apparte- 
nant au  faisceau  qu'elle  définit. 

Deux  coniques  quelconques  du  faisceau  (C,  C)  peuvent  être  choi- 
sies pour  bases.  En  effet,  si  l'on  pose 

U  ^f{x,y)  +  \'g{x,y),        V  =f{x,y)  +  l"g{x,y), 

on  en  tire,  en  supposant  A'^  V, 

X'V-XUJ  .       .      u-v 

et,  par  suite, 

(X  — X")U-^(X'— X)V 


/(^•>J')-*-^^^(^.J')  = 


/'  — X" 


u              .          X'— X      ^                  ,             X'-X       X-X"      X'— x* 
bjTi  posant  iK  =  s— 7p  '  et,  par  conséquent,  = = , 

on  a  identiquement 

V-^-n\^{i  +  lx)[f(x,y)  +  lffix,y)]. 
L'équation  du  faisceau  est  donc  aussi  U  +  [xV  =  o. 

447.  Cela  posé,  je  dis  que,  si  deux  coniques  f,  g  se  touchent  en  un 
point  M,  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau  seront  tangentes  en  M. 
En  effet,  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M;  par  hypothèse,  A'  dési- 
gnant une  constante,  on  a 

^=A-^,         ^l=k^A,         ^I^k^I. 
dx  dx  dy  dy  Oz  Oz 

et,  par  suite,  la  tangente  en  M  à  la  conique /+  \g  a  pour  équation 
X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes.  Cette  équation  disparaît 
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si  k  =  —  k;  mais  l'équation  f — kg^o  représente  deux  droites 
passant  par  M.  • 

448.  Il  est  utile  d'approfondir  davantage  le  cas  que  nous  venons  d'examiner. 
Pour  cela,  prenons  pour  côtés  du  triangle  de  référence  la  tangente  en 
M  :  (a  =  o),  une  droite  passant  par  M  :  (^  =  o)  et,  pour  troisième  côté  (y  =  o), 
une  droite  quelconque.  Les  équations  des  deux  coniques  prennent  la  forme 

F  =  a a^  +  a'  p2 ^_  è"a^  ^  ^>'aY  =  o,         G  =  « i  a^  +  a\  ^2  +  b'[  a,3  +  b\  ay  =  o. 

Les  points  communs  à  ces  coniques  sont  sur  la  conique  représentée  par 
l'équation  a',  F  —  a'G  =  o  qui  se  décompose  en  a  =  o,  représentant  la  tan- 
gente en  M  et 

{aa\  —  a\  a')oc  -+-  (b"a\  —  èj  a')  ^  -t-  (b'a\  —  b\  a')'(  =  o. 

Cette  équation  représente  une  droite  D  sur  laquelle  se  trouvent  les  points 
communs  P,  Q  autres  que  le  point  de  contact  M.  On  voit  ainsi  que  deux 
coniques  tangentes  en  un  point  ont,  en  général,  deux  points  communs  autres 
que  le  point  de  contact  (qu'il  faut  compter  pour  deux). 

Mais  il  peut  arriver  que  la  droite  D  passe  par  le  point  de  contact  M,  ce  qui 
exige  que  b' a\  —  6ja'=  o.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  a  identiquement 

«'i  F  —  a'G  ES  a(  Aa -1- A'P), 

h  et  h'  étant  deux  constantes.  Si,  en  outre,  on  suppose  b" a\  —  b'[  a'  =  o,  alors 

a'[  F  —  a'G  Bs  Aa^. 

Dans  le  premier  cas,  l'un  des  points  P  ou  Q  est  venu  se  confondre  avec  INl 
et  les  deux  coniques  n'ont  plus  qu'un  point  commun  autre  que  M,  que  l'on 
peut  considérer  comme  la  réunion  de  trois  points.  On  dit  alors  que  les 
coniques  ont  en  M  un  contact  du  second  ordre.  Dans  le  second  cas,  les 
coniques  n'ont  qu'un  seul  point  commun  M,  qu'on  peut  regarder  comme  étant 
la  réunion  de  quatre  points.  On  dit  alors  que  les  coniques  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  ou  qu'elles  sont  osculatrices. 

En  revenant  aux  coordonnées  primitives,  on  voit  qu'il  y  a  une  valeur  de  X 
telle  que 

P  =  O  représentant  la  tangente  commune  et  Q  =  o  une  droite  passant  par  les 
autres  points  communs.  Si  Q  =  o  représente  une  droite  passant  par  le  point 
de  contact,  les  deux  coniques  ont  un  contact  du  second  ordre;  et,  dans  le 
cas  du  contact  de  troisième  ordre,  il  y  a  une  valeur  de  X  telle  que 

/+X^^P2, 

p  =  o  représentant  la  tangente  commune. 

On  aura,  dans  chacun  de  ces  cas,  en  conservant  les  notations  déjà  employées, 

U-f-{JLV  =  (n-[x)PQ 
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OU 

U-t-|JLV  =  (i  +  îJi)P2; 

ce  qui  prouve  que  si  deux  coniques  particulières  du  faisceau  ont  un  contact 
du  premier,  du  second  ou  du  troisième  ordre,  il  en  est  de  même  de  deux 
coniques  quelconques  du  faisceau. 

Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère. 

449.  Soient  a=:o,  ^  =  0,  y  =  o,  0  =  0  les  équations  des  cotés 
AB,  BC,  CD,  DA  d'un  quadrilatère.  Les  équations 

ay  =  0,         ^0=0 

représentent  deuï  coniques  particulières  passant  par  les  quatre  som- 
mets. Donc 

a-;  +  X  ^  0  =  o 

est  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au  quadrilatère 
donné. 

Cette  équation  exprime  que  le  lieu  du  point  dont  le  produit 
des  distances  à  deux  droites  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  des  distances  du  même  point  à  deux  autres  droites 
est  une  conique  passant  par  les  points  oii  4es  deux  premières 
droites  rencontrent  les  deux  autres. 

Ce  théorème,  dû  à  Pappus,  a  été  généralisé.  Étant  données  n  droites  a,  =  o, 
a^  =  o,  . . . ,  a,i  =  o  et  />  autres  droites  J3,  =  o,  32=0,...,^/,  =  o,  le  lieu  du 
point  tel  que  le  rapport  du  produit  de  ses  distances  aux  n  premières 
droites  au  produit  de  ses  distances  aux  p  autres  droites  soit  constant  est 
représenté  par  l'équation 


Dans  sa  Géométrie,  Descartes  donne  le  premier  la  solution  de  ce  problème 
que  les  géomètres  de  l'antiquité  n'avaient  pu  résoudre  que  dans  des  cas  parti- 
culiers. 

4o0.  Equation  générale  des  coniques  circonscrites  au  triangle 
ABC  et  tangentes  en  un  sommet  à  une  droite  donnée.  —  Prenons 
le  triangle  donné  pour  triangle  de  référence  ;  l'équation  d'une  conique 

circonscrite  étant 

ApY-^BYa  +  Ca^  =  o, 

la  tangente  en  A  a  pour  équation  By  H-  C  ^  ^  o. 

NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  a- 
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Si  0  =  o  représente  une  droite  donnée  passant  par  A,  la  tangente 
en  A  sera  confondue  avec  cette  droite  si  l'on  détermine  B  et  C  de 
façon  que  BY  +  C|3^/i.o,  h  étant  une  constante.  L'équation  de- 
mandée est  donc 

A  Py  -I-  Il  a.rj  =  o 
OU 

Py  -^-  ^^^3  =  o. 

On  obtient  cette  équation  en  considérant  la  figure  formée  par  le  triangle 
ABC  et  la  tangente  en  A  comme  un  quadrilatère  dont  deux  sommets  seraient 
confondus  avec  le  point  A,  l'un  des  côtés  de  ce  quadrilatère  limite  étant  la 
tangente  donnée. 

431.  Equation  générale  des  coniques  bitangentes  à  une  co- 
nique donnée,  la  corde  des  contacts  étant  donnée.  —  Cherchons 
d'abord  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  deux  droites 
P  =  o,  Y  =  o  aux  points  où  ces  droites  sont  coupées  par  la  droite 
a  =  o. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé  par  les  trois 
droites  données;  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  B  et  C 

étant 

A «2  _(_  2 B  j^Y  +  •>.  B' Y»  ■+■  2 B"a(3  =  o, 

la  tangente  en  B  a  pour  équation 

By  H-  B"a  =  o. 

Pour  que  cette  tangente  se  confonde  avec  le  côté  AB,  il  faut  poser 
B"=  o.  De  la  même  manière,  B'=  o  exprime  que  la  tangente  en  C 
est  la  droite  AC5  l'équation  demandée,  que  nous  avons  obtenue  déjà 
par  une  autre  méthode  (392),  est  donc 

Aa2-T-aB!BY  =  o. 

Cela  posé,  soient  /=:  o,  g=^o  les  équations  de  deux  coniques 
bitangentes  en  B  et  C;  on  a  identiquement 

/=Aa2+2B!3Y,         ^E=  A'a'^4-2B'PY' 

d'où 

B'/— B^  =  (AB'— BA')a2, 

ce  qui  prouve  que  l'équation  g  =  o  est  de  la  forme 

/+  Aa-  =  o, 
k  étant  une  constante. 
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Réciproquement,  toute  équation  de  celte  forme  représente  une 
conique  bitangenle  à/aux  points  d'intersection  avec  la  droite  a  =  o; 
la  vérification  est  immédiate. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  quelconques  des  coniques 
(lu  faisceau  représenté  par  l'équation  y+ A^»"  =  o  sont  bitangentes 
aux  mêmes  points  que  les  coniques  f  ei  g, 

432.  Nous  pouvons  reprendre  maintenant  d'une  manière  complète  la  ques- 
tion traitée  au  n°  445. 

1°  Supposons  que  les  coniques^",  g  aient  trois  points  communs  A,  B,  G  et 
soient  tangentes  en  A.  Nous  dirons  qu'une  conique  passe  par  les  points  com- 
muns aux  deux  coniques  données  si  elle  passe  par  les  points  A,  B,  G  et 
est  tangente  en  A  à  ces  coniques.  Si  nous  prenons  le  triangle  ABG  pour 
triangle  de  référence  et  si  o  =  o  est  l'équation  de  la  tangente  en  A,  commune 
aux  deux  coniques  f,  g]  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  communs  kf  et  g  est 

PY  -+-  [jiao  =  o. 

Cette  équation  représente  le  faisceau  ayant  pour  bases  les  coniques  singu- 
lières Py  =  o,  ao  =  o.  Or 

«/=  ^Y  ■+"  l^''^^'         bff  =  ?Y  +  [-«-"a^i 

a,  b,  \x',  jj."  étant  des  constantes;  les  coniques  /,  g  font  donc  partie  de  ce 
faisceau  et,  par  conséquent,  l'équation  de  ce  faisceau  est  aussi  f  -{-  \g  =  o. 
X  étant  arbitraire. 

2"  Si  les  coniques  y,  g  sont  bitangentes,  la  corde  des  contacts  ayant  pour 
équation  a  =  o  et  les  tangentes  communes  ayant  pour  équations  p  =  o,  y  =  o. 
on  dit  qu'une  conique  passe  par  les  points  communs  a/  cl  g,  si  elle  est  tan- 
gente aux  mêmes  droites  et  aux  mêmes  points  et,  par  suite,  a  pour  équation 
PY -+- M-a'-s=  o.  Or,  les  coniques  y  et  g  peuvent  être  représentées  par  les 
équations  ^^(  -\-  [x  x^  =  o,  ^'^ -\- [i!' t- =^  o  \  elles  font  donc  partie  du  faisceau 
dont  les  bases  sont  définies  par  les  équations  Py  =  o,  ct^—o.  Il  en  résulte 
que  l'équation  ^y  "+"  î^^"  =  o  peut  se  mettre  sous  .la  forme 

f-^Kg  =  o. 

3°  Considérons  enfin  deux  coniques  /,  g  ayant  en  A  un  contact  du  second 
ordre.  Si  a  =  o  est  l'équation  de  la  tangente  en  A  et  3  =  o,  celle  de  la  droite 
menée  de  A  au  point  commun  B  difi'érent  de  A,  on  a  vu  qu'il  existe  une  con- 
stante X'  telle  que 

f^Vg^a.'^. 

Si  une  troisième  conique,  U  =  o,  a  avec  la  première  en  A  un  contact  du 
second  ordre  et  passe  en  outre  par  le  point  B,  on  trouvera  de  même  deux 
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constantes  X", //  telles  que 

L'équation  U  =  o  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

f — /ia!3  =  o         ou        f{\  —  h)  —  \' hg  =^  o. 

On  peut  donc  affirmer  encore  que  l'équation  générale  des  coniques  passant 
par  les  points  A,  B  et  ayant  en  A  un  contact  du  second  ordre  avec/"  et  g, 
c'est-à-dire  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs 
à  f  et  g  est  encore  de  la  même  forme  f-\-\g  =  o.  On  arrive  à  la  môme  con- 
clusion dans  le  cas  du  contact  du  troisième  ordre. 

4°  Cas  particulier.  —  Lorsque  les  coniques  f  el  g  ont  un  point  double 
commun  M,  c'est-à-dire  quand  ces  coniques  sont  dégénérées  en  couples  de 
droites  se  coupant  au  même  point,  l'équation  /-+-  \g  =  o  n'est  pas  l'équation 
générale  des  coniques  ayant  un  point  double  en  M  ;  en  effet,  cette  équation 
représente  alors  évidemment  un  faisceau  involutif,  comme  on  s'en  assure  en 
plaçant  l'origine  des  coordonnées  au  point  M,  puisque /-t- X^  prend  alors  la 

forme 

(  A  +  X  \')x'-  +  •2( B  -4-  X B')  r^  -H  ( G  4-  X  G')72  =:  o, 

et  l'on  voit  bien  que  cette  équation  n'est  pas  l'équation  générale  des  couples 
de  deux  droites  passant  par  l'origine. 

4S3.  Théorème  de  Desargues.  —  Les  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
déterminent  une  involution  sur  une  droite  quelconque. 

Nous  venons  de  voir  que  cette  propriété  est  vraie  dans  le  cas  particulier 
où  les  coniques  ont  un  point  double  commun.  Dans  le  cas  général,  les  points 
d'intersection  d'une  conique  quelconque  du  faisceau  avec  la  droite  menée  par 
un  point  (a^o,  jKo)  et  ayant  pour  paramètres  directeurs  a,  p,  correspondent  aux 
racines  de  l'équation  /(a^o -H  ap,  jo-^  P?) -H  X^(a7o-l- ^tp,  _yo-t- ??)  =  o-  0'" 
les  coefficients  de  cette  équation  du  second  degré  en  p  sont  des  fonctions 
linéaires  du  paramètre  X  :  donc  les  points  qu'elle  définit  appartiennent  à  une 
involution.  Les  points  doubles  de  cette  involution  sont  évidemment  les  points 
de  contact  des  coniques  du  faisceau  tangentes  à  la  sécante  considérée;  donc 
il  y  a  deux  coniques  du  faisceau  tangentes  à  une  droite  donnée. 

4o4.  Les  polaires  dUirt  point  fixe  par  rapport  à  toutes  les 

coniques  cT un  faisceau  sont  concourantes.  —  En   effet,   si  l'on 

pose 

df  àf  àf       „  dg  dg  dg        _ 

on  voit  que  la  polaire  du  point  (^o>  JKo?  ^o)  par  rapport  à  la  conique 
/  -\-  \g  a  pour  équation  P-|-  XQ  =  o. 
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En  particulier  les  diamètres  conjugués  à  la  direction  donnée  con- 
courent en  un  même  point. 

■435.  On  peut  démontrer  directement  qu'il  y  a  deux  coniques  du  faisceau 
tangentes  à  une  droite  donnée  :  cela  résulte  de  ce  que  l'équation  tangentielle 
de  la  conique  f-+-\g  est  de  second  degré  en  X.  Cela  posé,  soient  A,  B  les 
points  de  contact  de  la  droite  AB  avec  les  deux  coniques  qui  lui  sont  tan- 
gentes. La  polaire  de  A  par  rapport  à  celle  de  ces  coniques  qui  touche  AB 
en  A  est  la  droite  AB  elle-même;  la  polaire  de  A  par  rapport  à  la  seconde 
conique  passe  par  B;  donc  les  polaires  de  A  par  rapport  aux  coniques  du 
faisceau  passent  par  B  et  réciproquement.  Les  points  A  et  B  sont  donc  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  à  tous  les  couples  de  points  d'intersection 
de  AB  avec  les  coniques  du  faisceau;  donc  ces  couples  forment  une  invo- 
lution.  On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Desargues.  Cette  démonstration  est 
due  à  M.  H.  Picquet. 

Cercle  du  faisceau. 

4o6.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  points  communs  à 
deux  coniques  soient  sur  un  cercle.  —  Il  s'agit,  d'un  manière  plus 
précise,  de  chercher  à  quelles  conditions  il  se  trouve  un  cercle 
parmi  les  coniques  d'un  faisceau. 

Supposons  que  l'une  des  deux  coniques  y,  g  soit  une  conique  à 
centre  unique,  et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  sj- 
métrie  de  celte  conique.  Les  équations  des  deux  coniques  étant 

Xx^-\-  Gj--h  F  =  o,         A.'x'^-h  Q.B'xf  -+-  C'y--\-. . .  =  o, 

une  conique  quelconque  G  du  faisceau  aura  pour  équation 

(A'+XA)x2-t-2B':r7  +  (C'-F-XC)72-|-...=  o. 

Cette  conique  sera  un  cercle  si  B'^  o  et  si  A'-hÀA  =  (7+  ).C.  Il 
faut  encore  supposer  A'4-)vA^o,  C'-t-)vG^o,  ce  qui  exige 
AC'-CA'^o. 

Donc,  pour  que  les  points  d  intersection  de  deux  coniques 
soient  sur  un  cercle,  il  faut  et  il  sujfit  que  les  axes  de  symétrie 
de  ces  coniques  soient  parallèles,  pourvu  que  ces  coniques  ne 
soient  pas  homothé  tiques. 

Quand  les  coniques  données  sont  homothétiques,  il  n'j  a  aucun 
cercle  parmi  les  coniques  du  faisceau  qu'elles  déterminent,  à  moins 
qu'elles  ne  soient  toutes  deux  des  cercles,  et  dans  ce  cas  le  faisceau 
n'est  composé  que  de  cercles. 
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Supposons  mainlenant  que  les  coniques  données  soient  deux  para- 
boles. L'une  de  ces  paraboles  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet,  les  équations  des  deux  coniques  sont 

Gy^  -+- 1  \ix  =  o,        A':r-  -t-  1  B'^T/  -+-  C'jK^  -+-...=  o  ; 

l'équation  d'une  conique  du  faisceau  est 

A':f2-+-  iWxy  4-  (G'-f-  XG)j2h-.  .  .  =  o. 

Cette  équation  représente  un  cercle  si  B'=:o  et  A'=C'-+-)>C.  La 
seconde  conique  étant  une  parabole,  la  condition  B'=  o  entraîne 
A'=:o  ou  G'=:o.  On  doit  rejeter  l'hypothèse  A' =  o  à  laquelle  ne 

A' 
correspond    pas    de    cercle   et   prendre   C'=  o,  \-=z-^i  d'où  cette 

proposition  :  Pour  que  les  quatre  points  cV intersection  de  deux 
paraboles  soient  sur  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  les  axes  de 
ces  deux  paraboles  soient  rectangulaires. 

Si,  cette  condition  étant  remplie,  on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les 
axes  de  symétrie  des  deux  paraboles,  les  équations  de  ces  courbes  deviennent 

et  celle  du  cercle  passant  par  leurs  points  communs  est 

a;2  _i_  j/2  —  'ipx  —  1  qy  —  X  —  [JL  =  o  ; 
les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  donc/)  et  q. 

457.  Dans  le  cas  général,  on  voit  que,  si  les  points  communs  à 
deux  coniques  f,  g  sont  sur  un  cercle,  on  peut  mettre  l'équation 
d'une  conique  du  faisceau  (/,  g^  sous  la  forme 

(A  +  X  A')a?2+ (G -H  X  C')jK"2  +  . . .  =  o, 

ce  qui  montre  que  toutes  les  coniques  du  faisceau  ont  alors  leurs  axes 
parallèles  et  par  suite,  si  deux  coniques  quelconques  du  faisceau  se 
coupent  aux  quatre  points  A,  B,  C,  D,  les  droites  AB,  CD  étant 
deux  coniques  particulières  du  faisceau,  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  ces  droites  sont  parallèles  aux  axes  des  coniques  du  fais- 
ceau; en  d'autres  termes,  AB  et  CD  font  avec  ces  axes  des  angles 
égaux  et  de  signes  contraires;  réciproquement,  si  cette  condition  est 
remplie,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  un  cercle. 
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io8.  Application.  —  Former  V équation  générale  des  cercles 
passant  par  les  points  communs  à  C ellipse  et  à  la  droite  ayant 
pour  équations 

■^2  -1/2 

^-+-4t  —  i  =  o,         y  —  mx  —  h  —  o. 

La  droite  passant  par  les  deux  autres  points  communs  à  l'ellipse 
et  à  l'un  des  cercles  considérés  a  pour  coefficient  angulaire  — m; 
il  en  résulte  que  l'équation  demandée  a  la  forme 

X^  y2 

Cette  équation  représente  un  cercle  si  l'on  suppose 

—  —  Àm2=  —  -f-  l, 

d'où  l'on  lire 

—  c2 

A  = 


a262(/n2-t-i) 
ce  qui  donne  l'équation 

( m^ -h \) (  b^ x^ -{-  a^ y^  —  a"- b"-)  —  c^-(y—  mx  —  h)  ( y  -+-  mx -{-  /.  )  =  o, 

/■•  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

io9.  Equation  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  ellipse.  —  La 
tangente  au  point  donné  X{Xo',yo)  et  la  droite  AB,  B  désignant  le  point  d'in- 
tersection autre  que  A  du  cercle  osculateur  et  de  l'ellipse,  faisant  avec  les 
axes  de  l'ellipse  des  angles  égaux  et  de  signes  contraires,  l'équation  demandée 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


avec  la  condition 


d'où 


K^--i^-)[<^— 'S -<>-->•«)  ^^]=» 


«2  rt*         b^  b^ 


.  _        a^b^c^ 


b'^xl-^a^yl 


Hyperbole  équilatùre  du  faisceau. 

460.  Parmi  les  coniques  d'un  faisceau  ponctuel,  il  y  a  une 
hyperbole  équilatère,  ou  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  des 
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hyperboles  équilatères.  —  La  condition  pour  que 

(A-j-XA')a72-t-2(B-+-XB')rx^-(C  ^\C')y^-^. .  .=  o 
représente  une  hyperbole  équilatère  est,  en  supposant  les  axes  rec- 

A  +  C-+-X(A'+C')  =  o; 

cette  équation  admet  une  solution  et  une  seule  (finie  ou  infinie), 
excepté  quand  on  a  A  +  C  =  o  et  A'+  C'=  o.  Alors  les  coniques 
données  sont  des  hyperboles  équilatères  et  toutes  les  coniques  pas- 
sant parleurs  points  communs  sont  aussi  des  hyperboles  équilatères. 

461.  Applications.  —  i°  Soit  H  le  point  de  concours  de  deux  des  hauteurs 
d'un  triangle  ABC.  On  peut  considérer  les  systèmes  de  droites  (BG,  AH), 
(AC,  BH)  comme  formant  deux  hyperboles  équilatères  passant  par  A,  B,  C,  H. 
Il  en  résulte  que  toute  conique  passant  par  ces  quatre  points  est  une  hyper- 
bole équilatère;  en  particulier,  il  en  est  ainsi  pour  le  système  des  droites 
(AB,  CH),  ce  qui  prouve  que  GH  est  la  troisième  hauteur.  On  retrouve  ainsi 
un  théorème  connu. 

•1°  Toutes  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  ABG  passent 
par  l'orthocentre  H.  En  effet,  soit  G  l'une  des  hyperboles;  la  droite  AH  la 
rencontre  en  A  et  en  un  second  point  H';  mais  la  conique  (BG,  AH')  étant 
une  hyperbole  équilatère,  il  en  résulte  que  BH'  est  perpendiculaire  sur  AG  ; 
ce  qui  prouve  que  H'  se  confond  avec  H. 

3°  Gette  remarque  permet  d'exprimer  que  l'équation 

représente  une  hyperbole  équilatère,  car  il  suffit  d'écrire  que  cette  équation 
est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  l'orthocentre  du  triangle  de  référence.  Si 
a,  p,  Y  désignent  des  coordonnées  normales,  la  condition  demandée  est 

A  cosA  -1-  k  cosB  -+-  l  cosC  =  o. 

462.  Supposons  que  le  faisceau  donné  ne  renferme  qu'une  seule  hyperbole 
équilatère  H;  alors,  parmi  les  coniques  du  faisceau,  il  y  en  a  une  dont  les 
axes  de  symétrie  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  H.  En  effet,  prenons, 
comme  le  fait  M.  G.  Kœnigs,  pour  axes  de  coordonnées,  les  asymptotes  de 
cette  hyperbole  et  soient 

Q,cry  -h  h  =  o,         \x'^-^  iBxy  +  Cy'^-\-  iTfx  -+■  lEy  -f-  F  =  o 

les  équations  de  H  et  d'une  seconde  conique  du  faisceau. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 

Air2-i-  2(B-i-iJL)a77+  Cy^^ilix  +  iEy  -^  F-t-  [jiA  =  o 
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représente  une  conique  F  satisfaisant  à  la  condition  donnée  est  |jt  =  —  B.  Si 
l'on  prend  celte  conique  F  et  l'hyperbole  II  pour  bases  du  faisceau,  ce  der- 
nier sera  défini  par  une  équation  de  la  forme 

A x^ ■+-  Gy-  +  •?.'kxy  -h  iDx-h'i Ey  -+-V-\-lh  =  o. 

Parmi  les  coniques  du  faisceau  se  trouvent  deux  paraboles.  En  effet, 
l'équation  précédente  représente  une  parabole  si  X2=  AG.  Donc,  les  deux 
paraboles  du  faisceau  sont  réelles  quand  la  conique  F  est  une  ellipse,  et  réci- 
proquement. Les  axes  des  paraboles  sont  parallèles  aux  droites  définies  par 
les  équations 

X  y/A  ±  y  /g  =  o 

et  l'on  reconnaît  que  ces  droites  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués 
égaux  de  l'ellipse  F. 

Si  l'on  nomme  a  et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse  particulière  F,  en  supposant 
A2<  G,  A  et  G  positifs,  on  a 

a^—b^-  A 

a'  L 

mais  l'une  des  racines  de  l'équation  en  S  est  moindre  que  A  et  l'autre  est 
supérieure  à  G.  On  peut  donc  les  représenter  par  G  -+-  a  et  A  —  a.  Si  a'  et 
b'  sont  les  demi-axes  d'une  ellipse  du  faisceau  autre  que  F,  on  a 


ce  qui  prouve  que  l'excentricité  de  l'ellipse  F  est  un  minimum. 

Lieu  des  centres  des  coniques  du  faisceau. 

463.  En  conservant  les  mêmes  notations,  le  centre  d'une  conique  du  fais- 
ceau est  défini  par  les  équations 

Aa7-H  Xj'-i- D  =  o,         Kx  -^  Cy  -\-E  —  o; 

le  lieu  des  centres  est  donc  une  conique  S  ayant  pour  équation 

A  372  —  Gj-ï -h  D  J7  —  Ej  =  o. 

Cette  conique  est  une  hyperbole  quand  la  conique  F  est  une  ellipse  et 
inversement.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  si  |jl  et  [jl'  sont  les  coefficients  an- 
gulaires des  asymptotes  du  lieu  des  centres,  on  a 


o»         ¥-\^  =  — 


G' 


ce  qui  prouve  que  toutes  les  coniques  du  faisceau  admettent  un  même  système 
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de  directions  conjuguées,  qui  sont  les  directions  des  asymptotes  du  lieu  des 
centres.  , 

46i.  Remarques  relatives  au  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau 
ponctuel.  —  En  représentant  le  faisceau  donné  par  l'équation  f  -\-  \g  =  o,  on 
trouve,  pour  le  lieu  S  des  centres,  l'équation /^.^^—/^.i>-^=:  o.  Cette  équa- 
tion donne  lieu  à  plusieurs  remarques. 

1°  Les  diamètres  conjugués  à  une  direction  (a,  P)  par  rapport  aux  deux 
coniques  y,  g-  ayant  pour  équations 

^J-f'x -+-  ?/j  =  o,         ag'^^'^g'y=o, 

le  lieu  de  leur  point  de  concours,  quand  la  direction  donnée  varie,  est  préci- 
sément la  conique  S. 

1°  Il  résulte  de  cette  propriété  que  la  conique  S  passe  par  le  milieu  de 
chaque  corde  commune  à  deux  quelconques  des  coniques  du  faisceau,  puisque 
le  milieu  d'une  corde  commune  est  le  point  de  rencontre  des  diamètres  conju- 
gués à  sa  direction. 

3"  Si  les  coniques/,  g  sont  tangentes  en  un  point  M,  ce  point  appartient 
à  S  et,  réciproquement,  si  les  coniques/,  g,  S  ont  un  point  commun  M,  les 
deux  premières  sont  tangentes  en  ce  point;  c'est  ce  que  montre  la  forme  de 
l'équation  de  S. 

4°  Si  l'on  remplace/ et  g  par  des  coniques  respectivement  homothétiques 
et  conceùtriques,  c'est-à-dire  si  l'on  considère  le  faisceau  défini  par  l'équation 

/-+-A-f-X(^+A-)  =  o, 

h  et  k  désignant  des  constantes  arbitraires,  quelles  que  soient  les  valeurs  attri- 
buées à  A  et  A",  ce  qui  donne  une  double  infinité  de  faisceaux,  la  conique  S  est 
toujours  le  lieu  des  centres.  En  particulier,  considérons  une  conique /et  un 
cercle  g  ayant  pour  centre  un  point  donné  P.  Quel  que  soit  le  rayon  de  ce 
cercle,  le  lieu  des  centres  des  coniques  du  faisceau  (/,  g)  est  une  conique 
déterminée  S,  passant  par  P  et  rencontrant/ en  quatre  points  A,  B,  C,  D.  Le 
cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PA  est  tangent  en  A  à /,  de  sorte  que  PA  est 
une  normale  à /issue  de  P  et,  réciproquement,  S  passe  par  le  pied  de  toute 
normale  à /issue  de  P.  Donc,  on  peut  mener  de  P  quatre  normales  à/ (re- 
marques dues  à  M.  Mannheim). 

5°  Lorsque  l'une  des  coniques  du  faisceau  est  un  cercle,  S  est  une  hyper- 
bole dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  la  seconde  conique. 

465.  Lorsque  les  coniques/,  g  se  coupent  en  quatre  points  réels 
A,  B,  G,  D,  on  peut  prendre  pour  axes  de  coordonnées  deux  droites 
non  parallèles  passant  par  ces  quatre  points.  Supposons  que  AD  soit 
l'axe  des  x  et  CD  l'axe  des  y,  et  soient  a,  a'  les  abscisses  de  A  et  B; 
bf  6' les  ordonnées  de  C  et  D.  Soit 

A  :r2  _|_  J3  ^j  4_  GjK^ -H  Da7  4- Ej' -1- F  =  o 
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l'équation  d'une  conique.  L'axe  des  x  rencontre  cette  conique  en 
deux  points  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation 

Aa:2-f-D^4-  F  =  o; 

ces  points  coïncident  avec  A  et  B  si  l'on  pose 

D  ,  1<  , 

—  -r  =  a  -\-  a  ,  -^  =  aa  . 

Pareillement,  pour  que  la  conique  passe  par  C  et  D,  il  faut  que 

—  -  =  b  +  b,         -  ^bb  ; 
on  lire  de  ces  équations 

na  \a        a!)  bb  \b        b  ) 

donc,  l'équation  d'une  conique  passant  par  les  quatre  points  donnés 
est 


— ,  -^\xy  ^  ~-Y-,—x  {  — i ,\  —y  (  -  -1-  -  -  )  -+-  I  =  o, 

aa!  -^        bh  \a        a  }       "^   \b        b  ] 

où  l'on  a  posé  ^  =  A.  Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme 

représente  une  conique  passant  par  les  points  donnés.  L'équation 
précédente  est  donc  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  ces 
quatre  points. 

On  peut  encore  remarquer  que,  toute  conique  du  faisceau  étant 
circonscrite  au  quadrilatère  ABCD,  son  équation  est  de  la  forme 

(  X       y  \   [  X         Y 

''^y-^\-a^~b-')\ii-^v- 

En  remplaçant  le  paramètre  arbitraire   pi  H /^  "+"  /"">  P''*'  ^j  O" 

retrouve  la  même  équation  que  plus  haut. 

Les  paraboles  du  faisceau  sont  réelles  si  aa' bb'  est  positif,  c'est- 
à-dire  si  le  quadrilatère  ABCD  est  convexe. 

Lorsque  —  =  j-,  =  o,  l'équation  obtenue  devient  l'équation  géné- 
rale des  hyperboles  passant  par  A  et  B  et  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  à  Ox  et  O^;  le  lieu  des  centres  est  alors  la  droite  joignant 
le  point  O  au  milieu  de  AB. 

Si   a  =  «',  b=b',  l'équation  représente  les  coniques  tangentes 
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aux  axes  en  A  et  B.  Le  faisceau  ne  contient  alors  qu'une  parabole 
proprement  dite  ayant  pour  équation 

466.  Considérons  les  hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points  A,  B,  C. 
Prenons  pour  axes  de  coordonnées  le  côté  BC  et  la  hauteur  correspondante 
du  triangle  ABC.  L'équation  d'une  hyperbole  équilatère  est  de  la  forme 

37-  —  y^-+-  iBxy  -\-  o.Y)x  -\-  '2.Ejr  -+-  F  =  o. 

Les  abscisses  des  points  B,  G  étant  les  racines  de  l'équation 

x--h  -iDa:  -{-  F  =  o, 

les  coefficients  D  et  F  sont  déterminés.  L'axe  des  ^  coupe  l'hyperbole  en  deux 
points  dont  les  ordonnées  sont  les  racines  de  l'équation 

— j2+ aEj' -+- F  =  o. 

Le  point  A  étant  l'un  de  ces  deux  points,  l'une  des  racines  est  connue; 
mais  F  est  donné,  donc  l'autre  racine  est  aussi  déterminée.  On  reconnaît 
ainsi  directement  que  les  hyperboles  équilatères  passant  par  les  sommets  d'un 
triangle  rencontrent  toutes  l'une  des  hauteurs  en  un  point  déterminé  qui  est, 
par  suite,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs.  Le  seul  paramètre  variable 
dans  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  est  le  coefficient  B.  Le  lieu  des 
centres  a  pour  équation 

x--hy--+-  D^  —  EjK  =  o; 

c'est  le  cercle  des  neuf  points,  puisqu'il  passe  par  le  pied  d'une  quelconque 
des  hauteurs. 

Faisceau   tangentiel. 

467.  Deux  coniques  données  ont,  en  général,  quatre  tangentes  communes, 
comme  cela  résulte  de  la  discussion  du  système  formé  par  les  équations  tan- 
gentielles.  On  le  voit  d'une  manière  nette  en  transformant  par  polaires  réci- 
proques. En  effet,  à  toute  tangente  commune  à  deux  coniques  C,  Ci  correspond 
un  point  commun  à  leurs  polaires  réciproques  C,  C',,  et  réciproquement. 
Supposons  qu'il  s'agisse  de  deux  coniques  proprement  dites.  Si  les  coniques 
C,  G'i  ont  quatre  points  communs,  les  coniques  C,  Gj  ont  quatre  tangentes 
communes.  En  examinant  tous  les  cas,  on  voit  que  deux  coniques  données 
peuvent  avoir  une,  deux,  trois  ou  quatre  tangentes  communes. 

Cela  posé,  si  f{u,  v,  w)  =  o,  g{u,  f ,  «^)  =  o  sont  les  équations  tangentielles 
des  deux  coniques  données,  l'équation 

(l)  f{U,V,W)-]r\g{u,V,w)  =  0 

représente  ce  que  l'on  nomme  un  faisceau  tangentiel.  C'est  le  faisceau  des 
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coniques  tangentes  aux  tangentes  communes  aux  deux  coniques  données.  En 
effet,  si  les  équations  des  deux  coniques  sont  vérifiées  par  m  =  Mj,  v  =  Vi, 
w  =  iVi;  on  aura  aussi,  quel  que  soit  ^,  /{iti,Vi,  Wi)  -hlg{ui,  Vi,  Wi)  =  o. 
Quand  on  regarde  u,  v,  w  comme  des  coordonnées  ponctuelles,  l'équation  (1) 
représente  toutes  les  coniques  passant  par  les  points  communs  aux  coniques 
représentées  par  les  équations  f  =  o,  g-  =  o;  donc,  en  coordonnées  tangen- 
tielles,  l'équation  (1)  est  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux 
tangentes  communes  aux  coniques  y  et  ff. 

L'équation  du  faisceau  étant  linéaire  en  X,  il  y  a  une  conique  du  faisceau 
et  une  seule  tangente  à  une  droite  donnée. 

On  verra,  comme  dans  le  cas  du  faisceau  ponctuel,  qu'on  peut  remplacer 
f  et  g  par  deux  coniques  quelconques  du  faisceau. 

468.  Application  :  Equation  générale  des  coniques  inscrites  à  un  qua- 
drilatère. —  Si  l'on  représente  pary(a,  c,  w)  =  o  le  couple  formé  par  deux 
sommets  opposés  a,  c  du  quadrilatère  donné  et  par  g{u,  v,  w)  =  o  le  couple 
formé  par  les  deux  autres  sommets  b,  d;  l'équation  demandée  est 

f{u,v,  w)-^  Igiu,  V,  (v)  =  0. 

Effectivement,  si  l'équation  d'un  côté  du  quadrilatère,  du  côté  ab  par 
exemple,  est  UiX-\-Vij^-\-ifi  =  o,  on  a  f{ui,  Vi,  wi)  =  o,  puisque  ab  passe 
par  a  et  g(ui,  Vi,  wi)  =  o,  puisque  ab  passe  par  b.  La  conique  représentée 
par  l'équation  précédente  pour  une  valeur  donnée  de  X  est  donc  inscrite  au 
quadrilatère  donné  et  l'on  peut  déterminer  X  de  façon  que  cette  conique  soit 
tangente  à  une  cinquième  droite. 

L'équation  précédente  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique; 
elle  exprime  que  le  produit  des  distances  de  deux  sommets  d'un  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique  à  une  tangente  quelconque  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  produit  des  distances  à  celle  tangente  des  deux  autres  som- 
mets. On  arrive  aussi  à  cette  proposition  en  transformant  par  polaires  réci- 
proques le  théorème  de  Pappus  relatif  au  quadrilatère  inscrit. 

On  peut  facilement  obtenir  l'équation  ponctuelle  des  coniques  considérées. 
Nous  savons,  en  effet,  que  l'on  peut  représenter  les  quatre  cotés  d'un  quadri- 
latère donné  par  les  équations  oL-h  ^-h  -^  =  o,  a-f-p  —  Y  =  ")  *  —  P+T  —  *^'' 
—  x-h  ^  -h  '(  =  o  quand  le  triangle  de  référence  est  formé  par  les  diagonales 
de  ce  quadrilatère.  Les  équations  des  sommets  en  coordonnées  tangentielles 
sont  donc  v  —  w  —  o,  v  -h  w  =  o  et  u  —  v  =  o,  u  -h  v  =  o.  U  en  résulte  que 
l'équation  tangentielle  demandée  est  alors 

Xk2h-(i  —  X)l>2=  (V2 

et,  par  suite,  l'équation  ponctuelle  sera 

X  ^  i-X      ^ 
469.  Autre  solution.  —  En  prenant  toujours  pour  triangle  de  référence  le 
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triangle  formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère,  et  en  exprimant  que  l'équa- 
tion  tangentielle  du  second  degré  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  quatre 
côtés  du  quadrilatère,  on  obtient  les  équations 


a  +  a'  +  a"  4-  2  6  -H  i  6'  -(-  a  b" 

=  o. 

a  -\-  a' -{-  a"  —  1  b  —  'ib'  -{-  -i  b" 

==  0, 

a  +  a' -h  a" —  -^b  ~\-  -xb'  —  i  b" 

=  f>. 

d'où 


a  -+■  a' -+-  a" -\-  ib  —  xb'  —  ■>. b"  = 
a  -r-  a'  -t-  a"  =  o,         b  =^  b'  ^=  b" 
L'équation  ponctuelle  est  donc  de  la  forme 


r- 


L'un  des  coefficients  est  arbitraire  :  posons  a"  =  —  i  et,  par  suite,  a  -\-  a' 
ce  qui  donne 

h  — t- 

a         I  — 


T^ 


Fis;.  ii3. 


470.  La  forme  de  l'équation  obtenue  montre  que  les  diagonales  d'un  qua- 
drilatère circonscrit  à  une  conique  forment  un  triangle  dont  chaque  sommet 
est  le  pôle  du  côté  opposé.  On  dit  qu'un  pareil  triangle  est  conjugué  à  la 
conique  ou  est  autopolaire. 

On  peut  établir  cette  propriété  importante  par  la  Géométrie. 
Considérons,  en   effet  {Jig.  ii3),  un    quadrilatère  abcd  circonscrit  à   une 

conique  et  soient  /n, />,  q,  r 
les  points  de  contact;  g,  h,  k 
les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  et  des  diago- 
nales du  quadrilatère  mpqr. 
Il  est  évident  que  le  trian- 
gle ghk  est  conjugué  à  la 
conique  considérée.  Or,  le 
point  e  étant  le  pôle  de  qm 
est  sur  la  polaire  de  k,  c'est- 
à-dire  sur  gh;  il  en  est  de 
même  de  /.  Enfin,  bd  est  la 
polaire  de  A;  donc,  bd  passe 
par  les  points  k  et  g;  de 
même,  ac  passe  par  k  et  h.  Il  en  résulte  que  hk,  kg,  gh  sont  les  diagonales 
du  quadrilatère  abcd. 

On  remarquera  que,  quelle  que  soit  la  conique  inscrite  au  quadrilatère  abcd, 
les  cordes  de  contact  passent  deux  à  deux  par  des  points  fixes;  ainsi  rq  etpm 
passent  par  A,  mr  et  pq  par  g  et  enfin  qm,  rp  par  k.  Il  en  résulte  qu'on 
peut  se  donner  arbitrairement  l'un  des  points  de  contact,  m  par  exemple,  les 
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autres,  /?,  q,  r  s'en  déduisent  en  s'appuyant  sur  la  remarque  qu'on  vient  de 
faire.  Enfin,  les  deux  quadrilatères  abcd  et  nipqr  sont  polaires  réciproques 
par  rapport  à  la  conique  considérée. 

471.  Lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  un  faisceau  taii- 
ffentiel.  —  En  transformant  par  polaires  réciproques  le  théorème  du  n°  465, 
nous  obtenons  ce  théorème  : 

Les  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  coniques  d' un  faisceau 
taiigentiel  sont  sur  une  droite  fixe. 

La  solution  analytique  n'oiïre  aucune  difficulté.  Les  coordonnées  du  pôle 
de  la  droite  «a  •+- pp -f- wy  =  o,  par  rapport  à  la  conique  f-^-^^g  étant 
f'n-\-  ^g'itifi  H-  ^g's,^f'w  -^  ^S'w^  on  voit  bien  que  ce  pôle  est  sur  la  droite  fixe 
passant  par  les  pôles  de  la  droite  donnée  par  rapport  aux  deux  coniques  /,  g. 

En  particulier,  si  la  droite  est  à  l'infini,  on  obtient  ce  théorème  dû  à 
Newton  :  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  quadrilatère  est 
une  droite.  —  Soient  arj,  yi;  x^,  y^',  X3,  y^;  x-,,  y^  les  coordonnées  carté- 
siennes des  sommets  a,  6,  c,  d  du  quadrilatère  donné;  l'équation  tangentielle 
des  coniques  y  inscrites  est 

(«Ti-H  vyi  -+-  iv)  {UX3-+-  vys-h  «')  ■+■  X(«x.2  -i-  vy^-h  iv)  {ux^  -+-  l'y^-h  w)  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  conique  représentée  par  l'équation  précé- 
dente sont 

_  r  -  -4-  3^3  -f-  )v  (  .r,  -)-  X;  )  _  J'i  -i-  ■K3  -+-  ^  (y»  -^  J'4  ^ 

Le  lieu  des  centres  est  donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

472.  Démonstration  directe  du  théorème  de  Newton.  —  Prenons  pour 
axes  de  coordonnées  deux  des  tangentes  ;  l'équation  tangentielle  d'une  conique 
du  faisceau  doit  être  vérifiée  quand  u  =  o,  w  =  o,  et  quand  v  =  o,  w  =  o; 
elle  est  donc  de  la  forme 

a" n'--+-  ibvw  -+-  'ib'iv u  -h  ab" uv  =  o. 

Or  on  connaît  deux  tangentes  («1,  fj,  i)  et  («2)  ^'2;  0>  ^*^  sorte  que 

a" -+-  x bv\  -h  'ib' Ui-h  1  b" «1  (^j  =  o, 
a" -h  ibv^-h  ib' u%-\-  ib  uiv^^  o, 

d'où,  en  éliminant  b" , 

a"  {uiVi —  u-iVi)  -{-  "xbvi^ii  Ui —  «0)  -1-  2  6'«i  «2(''i  —  ''2)  =  "• 
Or  le  centre,  c'est-à-dire  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  a  pour  coordonnées 
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b' ,  b,  a\  d'où  il  résulte  que  le  Heu  des  centres  a  pour  équation 

OU 

MiCi(i  +  iii^x  +  iv^_y)  —  U'2,Vi{\  +  lu^x  -\-  iv^y). 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  lieu  est  une  droite  qui  passe  par  le  milieu 
de  la  droite  joignant  l'origine  au  point  de  concours  des  tangentes  («i,  Pi,  i), 
(if2;  v%^  1).  En  écrivant  l'équation  précédente  sous  l'une  des  deux  formes 

où 

V\{Uy—  U-i)  (l  -r-  2C^2j)  -t"  «îC^'l ^^2)  (l  +  1U\X)  =  O, 

on  voit  que  le  lieu  passe  par  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé 
par  les  quatre  tangentes  données. 

473.  Corollaire.  —  Etant  données  cinq  droites,  les  cinq  droites  joignant 
les  milieux  des  diagonales  des  cinq  quadrilatères  que  l'on  peut  former 
avec  les  droites  données  se  coupent  en  un  même  point  qui  est  le  centre 
de  la  conique  tangente  aux  cinq  droites  données. 

474.  Théorème  corrélatif  du  théorème  de  Desargues.  —  En  transfor- 
mant par  polaires  réciproques  le  théorème  de  Desargues,  on  obtient  celui-ci  : 

Les  tangentes  menées  par  un  point  fixe  aux  coniques  d'un  faisceau 
tangentiel  forment  une  involution.  Les  rayons  doubles  sont  les  tan- 
gentes aux  coniques  du  faisceau  qui  passent  par  le  point  donné. 

On  voit  d'ailleurs  directement,  en  formant  l'équation  ponctuelle,  qu'«7 
passe  deux  coniques  du  faisceau  par  un  point  donné. 

Coniques  rapportées  à  un  triangle  autopolaire. 

475.  En  exprimant  que  chaque  sommet  du  triangle  de  référence  est  le  pôle 
du  côté  opposé,  on  trouve  immédiatement  que  l'équation  d'une  conique  rap- 
portée à  un  triangle  autopolaire  est  de  la  forme 

(i)  Aa5+B^2+CY-=o. 

L'équation  tangentielle  est  donc 

,    V  u-        p2        w- 

On  voit  que  si  la  droite  {u,  v,  w)  est  tangente,  il  en  sera  de  même  de  chacune 
des  droites  (±  m,  àiv,  ±w),  ce  qui  s'explique  en  remarquant,  par  exemple, 
que  les  équations 

îta-!- t^P -i- (P'Y  =  0,       —  jta-i- p^  H- (.i^Y  =  o,       a  =  o,       v'^-\-w^(  =  o 

représentent  un  faisceau  harmonique. 
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On  déduit  de  là  une  nouvelle  méthode  pour  obtenir  l'équation  générale  des 
coniques  inscrites  à  un  quadrilatère.  En  prenant,  en  effet,  pour  triangle  de 
référence  les  diagonales  du  quadrilatère,  ce  triangle  étant  conjugué,  toute 
conique  du  faisceau  est  représentée  par  l'équation  (i),  et  les  côtés  du  quadri- 
latère ayant  pour  coordonnées  (::t  i,  ^i^i,  ±  i),  l'équation  {■}.)  donne 

I         I  I    _ 

Â  "^  B  -^  C  ~  ^'^ 

On  achève  comme  plus  haut. 


Théorèmes  de  Chasles. 

476.  Le  point  d'intersection  de  deux  rayons  homologues  appartenant 
à  deux  faisceaux  liomographiques  décrit  une  conique,  et  réciproquement. 

En  effet,  soient  a  —  o,  p  =  o  les  équations  de  deux  rayons  d'un  faisceau,  et 
Y  =  o,  0  =  0  les  équations  des  rayons  correspondants  d'un  faisceau  homo- 
graphique  du  premier.  En  disposant  convenablement  des  coefficients  de  0, 
par  exemple,  on  peut  représenter,  comme  nous  l'avons  vu  (189),  deux  rayons 
homologues  par  les  équations  a  — X:,  ^  =  o,  y  —  ^0  =  o.  On  obtient  l'équation 
du  lieu  du  point  de  concours  de  ces  deux  rayons  en  éliminant  k  entre  les  deux 
équations  précédentes,  ce  qui  donne 

ao  —  Py  =  o, 

équation  d'une  conique   passant  par  les  sommets  A,  B  des  deux   faisceaux 
a  —  o,  p  =  o  et  Y  =  o,  8  =  o)    et    aussi    par   les    points    (a  =  o,  y  =  o)    et 
(P  =  o,  0  =  o).  La  tangente  en  A.  a  pour  équation  a8'—  Py'  =  o,  0'  et  y'  étant 
ce  que  deviennent  S  et  y  quand  on  y  substitue 
aux   coordonnées   courantes   celles  du  point  A. 
Cette  équation  représente  la  droite  du  premier 
faisceau  qui  est  l'homologue  de  BA  considérée 
comme  appartenant  au  second  faisceau.  Résultat      ^ 
analogue  pour  la  tangente  en  B  {fig.  ii4)- 

Réciproquement,  toute  conique  peut  être  con- 
sidérée comme  engendrée  par  le  mode  précé- 
dent. En  effet,  soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une  conique;  en  représen- 
tant par  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o,  0  =  o  les  équations  des  droites  AG,  AD,  BC,  BD 
et  disposant  convenablement  des  coefficients,  l'équation  de  la  conique  peut 
se  mettre  sous  la  forme  ao  —  pY  =  o.  Sous  cette  forme  on  reconnaît  qu'elle 
est  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  représentées  par  les  équations 
a  —  Â:P  =  o,  Y  —  Ao  —  o,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

-477.   Corollaire   :   Description  organique  des  coniques  (Newton).  — 
Soient  A,  B  deux  points  fixes;  un  point  P  (Jig.  ii5)  se  déplace  sur  une  droite 
NiEWENGLOwsKi.  —  G.  an.,  l.  28 


434  CHAPITRE   XVIII. 

fixe  A.  On  mène,  pour  chaque  position  du  point  P,  une  droite  AM  faisant 

avec  AP  un  angle  fixe  a  et  une  droite  BM  faisant 
Fig.  ii5.  avec  BP  un  angle  fixe  p.  Les  rayons  AM,  BM  dé- 

crivent évidemment  deux  faisceaux  homographi- 
t^^- — — /\  /^ '"      ques;  donc  leur  point  de  rencontre  M  décrit  une 

conique  qui  passe  par  les  points  A  et  B. 

478.  Le  rapport  anharnxonique  du  faisceau 
formé  en  joignant  quatre  points  fixes  d'une 
conique  à  un  cinquième  point  variable  pris  sur  la  même   conique   est 
constant  et  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'intersec- 
tion des  tangentes  aux  quatre  points  fixes  avec  une  tangente  variable. 

Pour  démontrer  simplement  ce  théorème,  prenons  deux  tangentes  fixes  et 
la  corde  des  contacts  pour  former  un  triangle  de  référence  auquel  nous 
rapporterons  la  conique  donnée.  L'équation  de  cette  conique  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


Fig.  ii6. 


a=co,  P  =  o,  Y  =  o  étant  les  équations  des  deux  tangentes  et  de  la  corde  des 

contacts.  Gela  étant,  soient  Mi,  M2,  M3, 
M4  {fig.  116)  quatre  points  de  la  co- 
nique. Si  l'équation  de  BMi  esta  —  «ly» 

celle  de  AMj  sera  ^  =  —  y. 
a\ 

Soient  «i,  a^,  as,  ai,  les  paramètres 

relatifs  aux  points  Mj,  M2,  M3,  M4;  on  a 


(B.MiMaMsMij  -r 


«1 


a^     «2  —  <^s 


pour  calculer  le  rapport  (A. M1M2M3M4), 
il  faut  remplacer  les  paramètres  «1,  a^, 
«3,  «4  par  leurs  inverses,  ce  qui  ne  change  pas  l'expression  du  rapport  an- 
harmonique;  donc 

(B.M1M2M3M4)  =  (A.MiMoMsMi). 
La  tangente  au  point  Mj  a  pour  équation 


-f-  p<Xi  —  ay  ~  ^• 


Soit  Ti  sa  trace  sur  le  côté  AG;  la  droite  BTi  a  pour  équation  a  =  2aiy. 
Il  en  résulte  immédiatement  que  (B.T1T2T3T4)  —  (B.MiM2M3M4). 

479.  GoROLLAiRE.  —  Une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes 
fixes  à  une  conique  deux  divisions  homographiques. 
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Ce  résultat,  évident  géométriquement,  se  déduit  aisément  de  l'équation 
tangentielle  d'une  conique  tangente  aux  axes  Ox,  Oy.  Cette  équation  est, 
en  elTet,  de  la  forme 

a" »>^-\-  o-bvw  -•-  'i.b'  ivu  -•-  ib" uv  —  o. 

Si  l'on  remplace  u  par  -5  *>  par  ^  et  tv  par  — i,  a  et  p  sont  l'abscisse  et 
l'ordonnée  des  traces  sur  les  axes  de  la  droite  définie  par  l'équation 

X        y 

-  -H  -^  —  I  =  o  ; 

l'équation  précédente  devient,  par  cette  transformation, 

a'.a^  —  26a  —  26'p  —  -ib"  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition.  Pour  que  la  conique  soit  une  parabole,  il 
faut  que  a"  —  o;  dans  ce  cas,  la  relation  entre  a  et  ^  se  réduit  à 

boi-^b'^--b"^o; 

elle  exprime,  comme  on  le  vérifie  aisément,  qu'une  tangente  mobile  à  une 
j)arabole  divise  en  segments  inversement  proportionnels  les  longueurs  de 
deux  tangentes  fixes,  ces  longueurs  étant  comptées  depuis  leur  point  de 
concours  jusqu'à  leurs  points  de  contact,  ou  encore,  l'équation  de  la  corde 
des  contacts  de  la  conique  relativement  aux  axes  étant  bx~b'y —  b"  —  o, 
la  condition  relative  à  la  parabole  exprime  que  la  corde  des  contacts  des 
deux  tangentes  Ox,  Oy  passe  par  le  quatrième  sommet  du  parallélogramme 
dont  les  trois  autres  sommets  sont  les  points  de  concours  des  tangentes  fixes 
et  de  la  tangente  mobile,  et  cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  conique  soit  une  parabole. 


EXERCICES. 

1.  Si  trois  coniques  ont  un  triangle  autopolaire  commun,  leur  jacobien  se 
réduit  à  trois  droites. 

2.  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  coniques  d'un 
faisceau  ponctuel. 

3.  Enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  coniques  d'un 
faisceau  tangentiel. 

4.  Exprimer  que  Aa*-i-  Bp^-h  Gy*  =  o  représente  une  hyperbole  équilatère. 

.1.  Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  hyperboles  équilatères 
conjuguées  à  un  triangle  donné, 

6.  Toute  parabole  conjuguée  à  un  triangle  donné  est  inscrite  au   triangle 
ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  premier  triangle. 
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7.  Si  deux  triangles  sont  conjugués  à  une  même  conique,  leurs  sommets 
sont  sur  une  conique  et  leurs  côtés  sont  tangents  à  une  autre  conique,  et 
réciproquement. 

8.  Trouver  l'enveloppe  des  axes  d'un  faisceau  ponctuel  de  coniques. 

9.  Trouver  l'enveloppe  des  asymptotes  d'un  faisceau  ponctuel  de  coniques. 

10.  Par  quatre  points  formant  un  quadrilatère  convexe  on  peut  faire  pas- 
ser deux  paraboles;  un  cinquième  point  détermine,  avec  les  quatre  premiers, 
une  hyperbole  s'il  est  intérieur  ou  extérieur  aux  deux  paraboles;  une  ellipse, 
s'il  est  intérieur  à  l'une  et  extérieur  à  l'autre. 

H.  Étant  donné  un  triangle  conjugué  à  une  ellipse,  on  lui  circonscrit  un 
cercle;  prouver  que  la  tangente  menée  à  ce  cercle  du  centre  de  l'ellipse  est 
égale  à  y/a^-i-  6^. 

12.  Étant  donnée  une  ellipse  inscrite  à  un  triangle,  on  trace  le  cercle  con- 
jugué à  ce  triangle;  la  tangente  menée  du  centre  de  l'ellipse  à  ce  cercle  a 
pour  longueur  sja"^  -+-  6^. 

13.  Un  triangle  est  inscrit  à  une  conique;  deux  de  ses  côtés  passent  par 
des  points  fixes  :  enveloppe  du  troisième  côté  et  lieu  de  son  pôle. 

14.  Étant  données  une  conique  et  deux  tangentes  à  cette  conique,  on  joint 
deux  points  fixes  aux  points  d'intersection  d'une  tangente  mobile  et  des  deux 
tangentes  fixes  :  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  obtenues. 

lo.  Étant  données  deux  coniques  bitangentes  G,  G',  on  mène  une  tangente 
fixe  T  à  la  conique  G;  par  un  point  variable  P  pris  sur  cette  même  conique  on 
mène  des  tangentes  à  G  et,  par  les  points  où  elles  rencontrent  T,  on  mène  de 
nouvelles  tangentes  à  G';  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

16.  Étant  données  deux  coniques  G,  G',  on  mène  une  tangente  à  G  et,  par 
les  points  oîi  cette  droite  rencontre  G',  on  mène  de  nouvelles  tangentes  à  G, 
lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

17.  Soit  f  -\-\g  =^  o  l'équation  d'un  faisceau;  si  l'on  considère  les 
polaires  d'un  point  M  par  rapport  à  quatre  coniques  du  faisceau  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  \y,  X2,  X3,  X4  du  paramètre,  le  rapport  anharmonique  du 
faisceau  formé  par  ces  quatre  polaires  est  indépendant  de  la  position  du 
point  M. 

18.  La  conique  K  ayant  pour  équation  ^2 — ^^^  —  ^  ggj  l'enveloppe  des 
droites  définies  par  l'équation  am^+pw-t-Y^o.  Les  tangentes  issues  d'un 
point  M  (a',  P',  y')  correspondent  aux  valeurs  de  m  qui  sont  les  racines  de 
réquation  a'm^-\-  '^'m-i-^'  —  o.  En  nommant  p,  pi  ces  racines,  on  a 

^,^ L_^  Jl. 

p  H-  pi  ppi 


et  si  l'on  fait 
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On  peut  regarder  p,  pi  comme  des  coordonnées  de  m  (G.  Darboux).  Dans  ce 
système,  la  conique  K  a  pour  équation  (p  — pi)2  =  oet  une  conique  double- 
ment tangente  à  K  a  une  équation  de  la  forme  Appt  -4-  B  p  h-  G  pi  -f-  D  =  o.  Si 
B  =  G,  cette  équation  représente  une  droite. 

19.  Trouver  le  degré  d'une  courbe  déterminée  par  une  équation  algé- 
brique/(p,  p,)  =  o.  On  distinguera  deux  cas  suivant  que  l'équation  donnée 
est  symétrique  ou  non  par  rapport  à  p  et  pj. 

20.  Si  une  courbe  d'ordre  n  passe  par  l'intersection  des  deux  faisceaux  de 
n  droites  Ai,  A2,  . . . ,  A„  ;  Bi,  Bj,  . . . ,  B,j  tangentes  à  K,  son  équation  est  de 
la  forme 

Al  A2  ...Art=ABiB2...Brt; 
en  posant 

A,-=  aa?-+-  pa/-T-Y  =  «(««—?)(««—  pi), 

B,  =  a  6|  -  p  6,-+-  Y  =  a  (  6/-  p)  (  b^-  pi  ) 

?(P)  =(p— ai)(p  — «2)-.-(p  —an), 
<3^(p)  =  ^h  (p  —  bi)  {p  —  bi) . . .  {p  —  bn), 

l'équation  prend  la  forme 

?(p)  ^  iipo. 

'^(p)       ?(pO* 
Montrer  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

»(p)  ^  ^F(pi) 

où  l'on  a,  m  étant  arbitraire, 

^ ( u)  =  mf  (u)  ^  n^ {u),        W{u)  =  ni<}^(u)  ~  n'o(u). 

En  conclure  ce  théorème  :  Si  une  courbe  d'ordre  n  passe  par  les  n^  points 
d'intersection  de  deux  faisceaux  de  n  tangentes  à  la  conique  K,  elle 
contient  une  infinité  d'autres  systèmes  de  n^  points  formant  les  intersec- 
tions de  deux  faisceaux  de  n  tangentes  à  la  conique  K. 

21.  Quand  une  courbe  d'ordre  n  contient  tous  les  sommets  d'un  polygone 
de  n  -f- 1  côtés  tous  tangents  à  une  conique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
d'autres  polygones  de  n  -t-  i  côtés,  formés  avec  d'autres  tangentes  à  la  même 
conique. 

22.  Etant  donnés  deux  polygones,  l'un  de  m,  l'autre  de  n  côtés  (ni m)  cir- 

,         m(m  —  i)      n(n  —  i) 
conscrits  a  une  même  conique,  on  peut  toujours,  par  leurs  — ^ i 

sommets,  faire  passer  au  moins  une  courbe  de  degré  m  —  i  qui  sera  circon- 
scrite de  la  même  manière  à  une  infinité  d'autres  polygones  de  m  côtés 
circonscrits  à  la  conique. 

23.  Etant  donné  un  polygone  formé  de  «  -t- 1  droites  A,  Ai,  Aj,  . . .,  A„  et 
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inscrit  à  une  conique  C,  pour  tout  point  de  la  conique  il  y  aura  entre  les 
polynômes  A,  Ai,  . . . ,  A^  qui,  égalés  à  zéro,  représentent  les  côtés  désignés 
par  les  mêmes  lettres,  une  relation  de  la  forme 

A  "^  Ai    '  '"'^  An~ 

24.  Deux  sommets  d'un  triangle  décrivent  les  deux  courbes  f(p,  pi)  =  o, 
cp  (p,  pi)  =  o;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  de  ce  triangle, 
sachant  qu'il  est  circonscrit  à  la  conique  K. 

2o.  Si  deux  coniques  sont  telles  qu'il  existe  un  polynôme  inscrit  à  l'une  et 
circonscrit  à  l'autre,  il  y  aura  une  infinité  de  polynômes  jouissant  des  mômes 
propriétés.  (Poncelet.') 

Les  exercices  17-25  sont  empruntés  à  l'Ouvrage  de  M.  G.  Darboux,  ayant 
pour  titre  :  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algé- 
briques (Paris,  Gauthier-Villars,  1873). 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORIE    DES    FOYERS, 


480.  Nous  avons  défini  l'ellipse  comme  étant  le  lieu  des  points 
dont  la  somme  des  distances  à  deux  points  fixes,  do^^eXés  foyers,  est 
constante  et  nous  avons  vu  que  si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la 
droite  passant  par  les  fojers  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
menée  au  milieu  de  cette  droite,  les  rayons  vecteurs  MF,  MF'  sont 
donnés  par  les  formules 


a  a 


X  désignant  l'abscisse  du  point  M  de  l'ellipse.  Si  l'on  fait  une  trans- 
formation de  coordonnées,  ces  expressions  linéaires  se  transfor- 
meront en  expressions  du  premier  degré  par  rapport  aux  nouvelles 
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coordonnées  du  point  M.  Celle  remarque  juslifie  la  définilion  sui- 
vanle  des  foyers,  duc  à  Euler  : 

On  nomme  foyer  dune  conique  un  point  fixe  F,  situé  dans  le 
plan  de  cette  conique^  et  tel  que  la  distance  p  d'un  point  quel- 
conque M  (iP,  y)  pris  sur  la  courbe  au  point  F  soit  une  fonction 
linéaire  des  coordonnées  x^  y  du  point  M,  de  sorte  que 

(i)  ç=\lx-\'my-r-h\. 

(iellc  définilion,  évldemmenl  indépendanle  des  axes  de  coor- 
données reclilignes  auxquels  la  conique  esl  rapportée,  peut  être 
transformée  en  une  autre  exprimant  une  propriété  géométrique.  En 
effet,  la  distance  o  du  point  {x^y)  à  la  droite  D,  représentée  par 
l'équation 


Ix  -r-  my  -r-  A  =  o, 

est  donnée  par 

la  formule 

j        \lx  -^  my  -V-  h\  sin  0 
s/  f^  -^  m>  —  2  //n  cos  9 

9  désignant  l'angle  des  axes  de  coordonnées. 
Donc,  si  l'on  pose 


V^/^-H  m*--  ilm  cos 6 
sinO 

les  formules  (i)  et  (2)  donnent 

d'où  il  résulte  que  le  rapport  des  distances  du  point  M  au  foyer  F  et 
à  la  droite  D  est  constant.  La  droite  D  se  nomme  directrice  et  l'on 
peut  donner  la  définition  suivante  : 

On  appelle  foyer  et  directrice  d'une  conique  un  point  Jixe  et 
une  droite  fixe  tels  que  le  rapport  des  distances  d' un  point  quel- 
conque de  la  conique  à  ce  point  et  à  cette  droite  soit  constant.  Le 
rapport  constant  se  nomme  ^'excentricité  relative  à  ce  foyer. 

11  convient  de  faire  remarquer  que  ces  deux  définitions  sont  équi- 
valentes, ce  qui  sera  prouvé  si  l'on  fait  voir  que  la  formule  (4)  en- 
traîne la  forntfule  (1).  Or,  si  Ton  désigne  par  Aa: -f- By  +  G  =  o 
l'équation  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F,  on  a,  en  vertu 
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de  (4), 

1  A;r-4-Bv-4-Gisine 
g  =  e • 

V/A.2-4-B2   -  aABcosO 

el,  par 

suite, 

' 

p  =  1  ;^  -f-  niy  -^  h\. 

en  posant 

lx-\- 

(Aa?-4- Br  M- G)sine 
my  -^  h==-e ^ 

Dès  que  l'on  connaît  l'expression  du  rajon  vecteur  en  fonction 
des  coordonnées  {x^y)  d'un  point  M  de  la  courbe,  l'équation  de  la 
directrice  est  connue;  si  l'on  suppose 

p  =  I  /^-j-  jny  4-  Il  |. 

l'équation  de  la  directrice  correspondante  est 

/X  H-  «1 Y  -+-  A  —  o,  \ 

X,  Y  étant  les  coordonnées  courantes. 

Tl  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  a,  [iJ  désignent  les  coordonnées 
d'un  fojer  d'une  conique,  l'équation  de  cette  conique  sera  de  la 
forme 

(5)  (,r  — a)2-+-  (y  —  P)2-i-2(3î— a)(7— p)cosO—  (Ix-^my^  hy-=o 
et,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(5')  (x~-%y--^(y-  ^)i—{lx  —  my-^hf=  o. 

Cette  équation  (5)  ou  (5')  se  nomme  V équation  focale  de  la 
conique. 

481.  On  peut  mettre  l'équation  focale  sous  la  forme  suivante  : 

(6)  {x  —  a)--4-(jK— P)^-i-  2 {x  —  a)(jK—  P) cos 6  —  e^xcoi cp  -^y cos (6  —  cp ) — A:]^  =  o. 

Le  discriminant  du  groupe  homogène  des  termes  du  second  degré 
est  égal  à()  — e*)sin2  0.  Donc  l'équation  (6)  représente  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  l'on  suppose  e<^i, 
e  >>  I  ou  e  =  I . 

482.  Cherchons  si  une  conique  peut  passer  par  l'un  de  ses  foyers. 


i 
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L'équation  (5)  prouve  que,  s'il  en  est  ainsi,  ce  fojer  est  sur  la  direc- 
trice correspondante;  et,  par  suite,  en  supposant  les  axes  rectangu- 
laires, l'équation  focale  est 

(^_a)2-^(jK_p)î==[/(a:-a)-m(7--3)P 

el  représente  deux  droites  passant  par  le  point  (a,  [î). 

On  voit  ainsi  qu'un  système  de  deux  droites  concourantes  a  pour 
Tojer  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites,  la  direction  corres- 
pondante étant  l'une  quelconque  des  bissectrices  de  leurs  angles. 

Une  conique  proprement  dite  ne  passe  par  aucun  de  ses  foyers. 


Recherche  des  foyers  d'une  conique. 

483.  Première  méthode.  —  On  identifie  l'équation  de  la  conique 
donnée  avec  l'équation  focale.  Appliquons  cette  méthode  à  l'ellipse 
rapportée  à  ses  axes  de  symétrie. 

II  s'agit  d'identifier  les  deux  équations 

<2)  (x  —  ay^ -^  {  y  —  ^y-  —  (  Ix  -^  my  -(-  h^^  o. 

L'équation  (i)  manquant  de  termes  en  xy,  x^y,  il  doit  en  être  de 
même  de  l'autre  équation  ;  donc  /m  =:  o,  a  -h  lli  =  o,  [in-  inh  =  o. 

La  première  de  ces  équations  se  décompose  :  soit  d'abord  m  =  o 
et,  par  suite,  [3  r=  o;  on  doit,  pour  identifier  (i)  et  (2),  poser 

«2(1—  /2)  =,  62^  h^  —  afl, 
d'où  l'on  tire 


Supposons  a>6   et  posons  a- ~  b'^  =^  c- \    on  aura   /-=:--  ou 

/=  ±  -;  ensuite,  a  =  —  lhelh'-{i  —  1-)  -—  a-{i —  /-),  d'où  /«-  =  a- 
et,  par  conséquent,  h  =  ea  et  a  =  —  sla.  On  voit  qu'il  suffit  de 
poser  l  =  -\ — ;  d'ailleurs,  Ix  -{-  h  n'entrant  qu'au  carré  dans  l'équa- 
tion (2),  on  peut  supposer  /^  o. 
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Nous  avons  ainsi  obtenu  deux  solutions 


/  = 

—  J 

a 

m 

^o, 

h  - 

/'  = 

c 
a 

m' 

^o, 

■   A'- 

o, 


ce  qui  donne  deux  fojers  réels  sur  le  grand  axe  et  deux  directrices 
correspondantes  parallèles  au  petit  axe.  L'excentricité  est  la  même 

pour  ces  deux  foyers  et  égale  à  -  • 

En  posant  /=:o,  on  aurait  trouvé,  par  un  calcul  analogue,  deux 
nouvelles  solutions  : 


3°      l"  =  o, 

4°    r=o, 


Cl 

b' 
ci 
6' 


A"  = 


b. 


l'excentricité  correspondante  e'  =  j  est  imaginaire.  En  résumé,  on 

a  obtenu  quatre  foyers  :  deux  réels  sur  le  grand  axe  et  deux  imagi- 
naires sur  le  petit  axe.  Ces  quatre  foyers  sont  les  sommets  d'un  qua- 
drilatère dont  les  côtés  sont  les  droites  isotropes  issues  des  deux 
foyers  réels. 

48-4.   Construction  des  foyers  el  des  directrices  de  V ellipse.  — 
Le  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet  B  du  petit  axe  {fig-  1 1 7)  et  pour 

rayon  a  coupe  le  grand  axe  de  l'ellipse 
en  deux  points  qui  sont  précisément 
les  foyers  réels.  La  directrice  corres- 
pondant au  foyer  F  (c,  o)  a  pour  équa- 

cx 
tion a  =  o;  pour  construire  cette 

droite,  il  suffit  de  prendre  sur  le  petit 
axe  OC  =  a  et  de  mener  CD  perpendi- 
culaire à  CF';  le  point  où  CD  rencontre 
le  grand  axe  est  le  pied  de  la  directrice. 
On  peut  remarquer  que  CD  est  tangente  à  l'ellipse  en  un  point  E 
ayant  même  abscisse  que  le  foyer  F;   en  effet,  les  coordonnées  du 

point  Ji.  sont  ^  =  c,  j^  =  —  ;  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équa- 


tion 


=  1,  elle  ne  diffère  donc  pas  de  CD. 
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i8o.   Expression  des  rayons  vecteurs.  —  On  trouve 


m?  ^\lx-r-h\  =  \—  —a 


ex 

a : 

a 


a 

ex  ex 

a  —  n-\ : 

'/  a  ■ 


IMF'-'/'.r        h' 

on  relrouvc  ainsi  l'équation  MF  H-  MF'=  ia. 

-i86.  Deuxième  méthode.  —  Soit  /(x,  y)  =  o  l'équation  d'une 
conique  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  d'anglt;  0. 

Si  a,  ^  sont  les  coordonnées  d'un  foyer,  l'équation  de  cette  co- 
nique pourra  être  identifiée  à  l'équation 

(x  —  ol)^ -i- {y  —  P)-—  -2(37"    a)  (j  —  P)cosO  — (/a7-+-  my  -r-  h)^  =  o: 

on  pourra  donc  trouver  une  constante  \  telle  que 

/{x,y)  ^  X  [(^7  —  a)2  -^(y-^y-^'2(x  -  oc)  (y  -  ^)  cosB  —  (Ix  -r-  my  -r-  hy-], 

ou  encore 

/(x,y)-~l[ix~oiy-^{y^-f^y-i--i{x-oC)(y-~^)cosQ]^--l(lx-^my-i-hy. 

Le  premier  membre  de  cette  identité  doit  donc  être  un  carré  parfait 
et,  en  le  divisant  par  —  "k,  on  aura  le  carré  du  rayon  vecteur. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  Il 

s'agit  d'exprimer  que  —^  —  j^—^  -  ^[(^  —  ^Y' -r  (j  —  ?>)']  est 
un  carré  parfait.  Cette  expression  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy 
est  nécessairement  le  carré  d'un  binôme  du  premier  degré  en  x 
ou  en  y  et  par  suite  ne  doit  renfermer  qu'un  seule  des  deux  let- 
tres X  ou  j^.  Supposons  qu'elle  soit  fonction  de  x;  alors  il  faut 
que  y^  =  -i-,'  ?  =  o  et  que  •^- (-,  "^  p  j  -  ^ -^- -f  ^,  -  i  soit 
un    carré  parfait.    En    exprimant    qu'il    en    est    ainsi,    on    trouve 

a2=a-*+6-.    Par  conséquent,    si    l'on    pose   a-+b^=c'-,    ou    a 

I    /  ex  \  - 

a=:£c;  en  outre,  le  carré  obtenu  étant  égal  à  Thi—    —  î«  )  >  on 

peut  écrire  les  formules  suivantes 

c  c 

a  =  ec,         3  =  o;         /=»         m  =  o,        h  =  —  &/i,         e  =      • 
•^  a  a 

On  obtient  les  autres  solutions  en  posant  'k=:  —,   a=o,   ce  qui 
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donne  ^  =  ±:ci.  Donc,  comme  l'ellipse,  l'hyperbole  a  deux  foyers 
réels  et  deux  foyers  imaginaires. 

487.  Construction  des  foyers  et  des  directrices  de  l'hyper- 
bole. —  Soient  A,  A' les  sommets 
réels  d'une  hyperbole  (Jig'  ii8); 
la  tangente  en  A  rencontre  l'une 
des  asymptotes  en  C;  AC=b  et 


OC  =  ^a^-{-b^  =  c.  On  obtient 
donc  les  foyers  réels  F,  F'  en  ra- 
battant OC  sur  l'axe  transverse 
AA'.  Si  l'on  abaisse  du  foyer  F  une 
perpendiculaire  FE  sur  OC,  on  a 
OE^OA;  donc,  si  l'on  nomme  D  la  projection  de  E  sur  OA,  on  a 

OD  =  — ;  la  droite  DE  est  donc  la  directrice  relative  au  foyer  F. 

On  obtiendra  de  la  même  façon  la  seconde  directrice. 

488.  Expression  des  rayons  vecteurs.   —  Soit  M  un  point  de 
l'hyperbole  donnée  ayant  une  abscisse  positive;  on  a 


MF  =    —  —  a 
a 


or,  pour  la  directrice  ayant  pour  équation  -    —  a=^  o,  la  région 
positive  est  celle  des  x  positifs  ;  donc 


On  a  pareillement 


et  par  suite 


MF=  ^-a. 
a 


MF'=  — -i-a, 
a 


MF— MF  =  ia. 


Soit  M'  un  point  situé  sur  l'autre  branche  et  ayant  par  suite  une 
abscisse  négative;  on  obtient 


MF 


M'F'.=  — a- 


et 


M'F  — M'F'==  aa. 
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489.  Foyers  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet.  —  Déterminons  \  de  manière  que  l'expression 
y"^ —  "xpx  —  X[(a:  —  a)-+  i^y  —  ^Y'\  '^^^^  égale  à  un  carré  parfait. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  poser  )v=i,  ^  =  0  et  exprimer 

que  ipx  +  (^  —  a)2  est  un  carré,  ce  qui  donne  a  =  -  •  Le  carré  est 
alors  [x-\-^\  •  On  en  conclut  que  la  parabole  a  un  seul  foyer,  ayant 
pour  coordonnées  a=:— »  ^  =:r  o.  La  directrice  correspondante  a 
pour  équation  ^  +  —  =  0.  Le  rayon  vecteur  du  point  M(x,  j')  a 
pour  expression  x  -h  ^  et  1  excentricité  e  =.\ . 


490.  Formules  générales.  —  En  posant  a:  =  a  +  X,y=[3  +  Y, 
l'expression 

(1)  /(^.r)  -  M(^  -  «)--"  (J  -'^Y+iix-  a)  (j_  p)  cose] 
devient 

/(a,p)^X/;-t-Y/^  +  o(X,Y)-X[X2-^2XYcosO-f-Y2]. 

Nous  avons  vu  que,  si /(a;,  y)^^o  représente  une  conique  véritable, 
/(a,  P)  est  différent  de  zéro,  si  a,  ^  sont  les  coordonnées  d'un 
foyer;  donc  si  l'on  rend  l'expression  précédente  homogène,  il 
suffira  d'exprimer  que 

(2)  Z2/(a,  P)  +  Z(X/;-i-Y/^)-Hcp(X,  Y)-X[X2-f-2XYcosO-f-Y2] 

est  le  carré  d'un  binôme  du  premier  degré  en  Z,  quels  que  soient  X 
et  Y,  c'est-à-dire  que 

(X/;+Y/^)2-4/(a,P)[(A-X)X2-t-(G-X)Y2-^2(B-XcosO)XYl^o. 

D'où 

l      /;='=4(A-X)/(a,P), 

(3)  /p^  =  4(G-X)/(a,?), 
(/;/p=4(B-XcosO)/(a,P). 

En  égalant  entre  elles  les  valeurs  de  a /(a,  [S)  tirées  de  ces  équa- 
tions, et  remplaçant  a  et  ^  par  x  et  y^  on  obtient  pour  déterminer 
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les  coordonnées  des  foyers  de  la  conique  donnée,  les  équations 

(4)  4A/(^,r)-/;'^-4G/Kr)"/?-  -^^è=^^^- 

On  peut  écrire  ces  équations  de  cette  manière 

j  4(A-C)/(a-,^)--/,2_/;2, 

(5)  4(B- A  cose)/( :r,,r  )-/;/;-- /i^cose, 
(  4(B-GcosO)/(:r,jK)-/i/;-/;.2cosO. 

On  déduit  des  deux  dernières 

(B  -  G  cosO)/;^  -(  A  -  G)/i/;n-  r  A  cos6  -  B)/;^  :^.  0, 

c'est-à-dire  l'équation  du  faisceau  des  axes  de  sj'métrie  de  laconique. 
On  voit  ainsi  que  les  foyers  sont  situés  sur  les  axes  de  la  conique. 
Enfin,  chacune  des  équations  (5)  représente  une  hyperbole  équila- 
tère.  Ces  hyperboles  ont  mêmes  centres.  Quand  les  axes  sontrectan- 
gulaires  les  équations  précédentes  deviennent 

.  .  i  4(A-G)/(^,j)^/;2_/;2, 

^  ^  1  4B/(:^.,r)=/iy;. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  valeurs  de  X  tirées  des  équations  (3) 
sont  des  racines  de  l'équation  en  S,  ce  qui  se  reconnaît  d'ailleurs  en  remarquant 
que,  si  le  polynôme  (i)  est  carré  parfait,  il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  de  ce  polynôme, 

491.  Les  équations  (6)  appliquées  à  l'équation 

donnent 

AG(jK^  — 372) -^  A  — G  =  o,        xy  —  o. 

En  particulier,  si  A  =  — -,  G  =  -î-»  on  trouve  les  solutions  suivantes  : 

j  —  o,         ce  —  dz  s/b- —  «2         et        x  =  o,        y  —  ±>Ja^ — b^. 
Ainsi,  en  supposant  ay>b,  l'ellipse  imaginaire  ayant  pour  équation 

a  deux  foyers  réels  sur  l'axe  des  y  et  deux  foyers  imaginaires  sur  l'axe  des  x. 


THÉORIE  DES  FOYERS.  44? 


Cercles  focaux. 

492.  Proposons-nous  de  déterminer  tous   les  cercles   de   rayon   donné   H, 
bitangents  à  une  ellipse  donnée.  Pour  que  les  équations 

représentent  deux  coniques  bitangentes,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  mettre 
l'équation  (i)  sous  la  forme 

(3)  {x—%y~(y--  P)2— R2— (/a7-.-mj'  +  A)î=:  o. 

En  suivant  l'une  quelconque  des  méthodes  précédentes,  on  trouve  les  solu- 
tions suivantes  : 

1°  p  —  o,  a  —  tci/  1  —  -,-;  en  outre,  la  corde  des  contacts  correspondante 
a  pour  équation 

C  ^    /  R2 

/  R2 

1°  a  —  o,  p  —  sct4  /  I j  Gt  la  corde  des  contacts  a  alors  pour  équation 


c 
6^ 


Considérons  deux  cercles  focaux  ayant  leurs  centres  sur  l'un  des  axes, 
par  exemple  sur  le  grand  axe  :  l'équation  de  l'ellipse  peut  s'écrire  de  l'une 
des  deux  manières  suivantes  : 


(a:  — a')2-^j'2_R'2_.  /£  a;  ^ /^'V 


En  appelant  t  et  l'  les  longueurs  des  tangentes  menées  d'un  point  M  de 
l'ellipse  à  ces  deux  cercles,  d  et  d'  les  distances  du  même  point  aux  cordes 

c  c 

de  contact,  on  a  t  =      d,  t' =  —d':  d'où  il  résulte  qu'en  nommant  o  la   dis- 

tance  des  deux  cercles  de  contact,  si  M  est  compris  entre  ces  deux  cercles, 

c  c 

on  a  Z  -T-  <'  =  -  8 ,  et,  si  M  n'est  pas  compris  entre  ces  droites,  t  —  t'  =  —  8 . 
a  a 

Remarquons  maintenant  que,  si  R  tend  vers  zéro,  les  centres  des  cercles 

focaux  ont  pour  limites  les  foyers  de  l'ellipse.  On  est  ainsi  conduit  à  une 

nouvelle  définition  des  foyers. 
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Nouvelle  définition  des  foyers  (  Plûcker  ) . 

493.  On  nomme  foyer  d'une  conique  le  centre  d'un  cercle  de 
rayon  nul  bitangent  à  cette  conique. 

Pour  justifier  cette  définition,  il  suffit  de  remarquer  que  l'équation 

(a?  —  a)2-4-(j'— P)2 — {Ix -T- my  ^  hy  —  o 

représente  une  conique  bitangente  au  cercle  de  rayon  nul  ayant 
pour  centre  le  point  (a,  [i).  Or  cette  équation  peut  aussi  bien 
s'écrire 

[x  --  ct-r-  i{y  --  P)]  {x  —  a  —  i{y  —  P)]  —  {Ix  -^  my  -+-  h)'^—  o. 

On  peut  donc  dire  qu'un  foyer  d'une  conique  est  vin  point  d'où 
l'on  peut  mener  à  cette  conique  deux  tangentes  isotropes.  La  direc- 
trice, étant  la  corde  des  contacts  de  ces  tangentes,  est  la  polaire  du 
foyer  correspondant.  Cette  nouvelle  définition  a  l'avantage  de  con- 
venir à  une  courbe  plane  quelconque. 

On  peut  mener  à  une  courbe  algébrique  de  classe  [Jt.,  [x  tangentes  par 
chacun  des  points  cycliques.  Les  [o.  tangentes  issues  de  l'un  des  points 
cycliques  rencontrent  les  u.  tangentes  issues  de  l'autre  en  [j.^  points  qui  sont 
des  foyers,  dont  [x  sont  réels. 

En  particulier,  toute  conique  a  quatre  foyers  qui  sont  les  sommets  d'un 
quadrilatère  dont  deux  côtés  ont  pour  coefficient  angulaire  i,  le  coefficient 
des  deux  autres  étant  égal  à  —  i,  pourvu  que  l'on  suppose  les  axes  de  coor- 
données rectangulaires.  En  nommant  F,  F'  les  foyers  réels  et  cp,  tp'  les  foyers 
imaginaires,  les  droites  Fcp,  F'cp',  par  exemple,  ont  pour  coefficient  i;  elles 
sont  donc  orthogonales  et,  par  suite,  constituent  une  hyperbole  équilatère; 
pareillement  pour  Fcp' et  F' cp;  d'où  il  suit  que  toute  conique  passant  par 
les  foyers  d'une  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère.  La  parabole 
étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  on  voit  que  cette  courbe  n'a  qu'un 
foyer  à  distance  finie. 

Remarquons  encore  qu'une  tangente  isotrope  est  aussi  une  normale  iso- 
trope; donc,  les  foyers  d'une  courbe  plane  sont  aussi  des  foyers  de  toutes  ses 
développées  et  de  toutes  ses  développantes. 

La  définition  des  foyers  que  nous  venons  de  donner  n'est  pas  équivalente  à 
la  définition  d'Euler,  quand  la  conique  dégénère  en  une  droite  double. 

494.  Applications.  —  i"  L'équation  du  faisceau  des   tangentes,   issues  du 
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point  (a,  P),  à  la  conique  ayant  pour  équation  f{x, y)  =  o  étant 

on  exprime  que  ce  faisceau  est  isotrope  en  écrivant  qu'il  est  du  genre  cercle; 
on  retrouve  ainsi  les  équations  des  hyperboles  focales. 

2°  Si  dans  l'équation  y  =  mx  ±  ^a*/n*-h  b^  on  pose  m  =  ±  i,  on  obtient 
y  =.±ix±ci\  ces  quatre  droites  se  coupent  aux  points  a  =  rh  c,  ^  =  o 
et  a  =  o,  ^  =^±ci.  On  retrouve  ainsi  les  foyers  de  l'ellipse. 

3°  En  posant  /«  =  i,  l'équation  y  —  mx  -i^ — ^  devient  j'  =  i  Ix  —  —  1;  ce 

qui  prouve  que  le  point  f  —  j  o  I  est  le  foyer  de  la  parabole  ayant  pour  équa- 
tion y^ —  ipx  —  o,  les  axes  étant  rectangulaires. 

4°  Considérons  une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à 
l'extrémité  de  ce  diamètre,  0  étant  l'angle  de  ces  deux  droites.  Soit  y^  =  xp' x 
l'équation  de  cette  parabole.  Le  coefficient  angulaire  d'une  droite  isotrope 
étant  — cosG -f- t  sinO,  si  l'on  remplace   m  par  cette   valeur  dans   l'équation 

d'une  tangente  v  =  mx  -t-  — —  »  on  obtient 

y  —  —  cosG  I  07  -I-  —  j  -I-  t  sinO  I  3"  —       ]'■> 
le    point    réel  de   cette    droite,    c'est-à-dire   le   foyer,   a   pour  coordonnées 

X  =  —y    Y  =  —  p    COS  0  . 

5"  L'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  étant 

"xxy =  o, 

le  faisceau  des  tangentes  issues  de  (a,  P)  a  pour  équation 

Écrivons  que  l'équation 

^xy  {-ix'p 1  —{'^x  -+-a/)2  =  o 

r*+  ixy  cos6  -f-^^  =  o, 


est  identique  à 
ce  qui  donne 


d'où 


P  =  £a, 


C2 

cosO 


2(C0S6  ■+■  £) 

NiEWENOLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  2^ 
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On  aura  les  foyers  réels  en  supposant  s  =+  i,  ce  qui  donne 

3  =  a=± Vr- 

2COSiO 

Les  directrices  correspondantes  sont  définies  par  les  équations 

±(x  +y)  —  c  cos  J  6  =  0. 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  (x,y)  de  la  courbe  à  un  foyer  réel  étant 
évidemment  égal  à  (a;  -hy  —  c  cosi  6)^,  l'excentricité  a  pour  valeur 

i/'i  —  a  cosO  t 

ou 


sin6  co*  2  ^ 

Si   les   axes   de   l'hyperbole   sont   a   et  b,   on    sait    que    tangi  0  =  -,  d'où 

,  „        rt  .     .  c 

cosiO  =  —  ;  on  retrouve  ainsi  e  =  —• 
2  c  a 

49r>.  Exprime?'  qu'une  droite  (  u,  v^  w)  est  directice  d'une  conique  ayant 
pour  équation  f{x,  y)  =  o.  —  L'équation  du  faisceau  des  tangentes  menées 
à  la  conique  /  par  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  (zt,  v,  w) 
est 

f  {x,  y)  F(«i,  P,  w)  —  A  {ux  -\-  vy  -{-  w)-  =  o; 

il  suffit  d'écrire  que   cette   équation  représente  un  faisceau  isotrope,  ce  qui 
donne  les  conditions 

BF(a,  p,  w)  —  Amp 


cosO 


AF(tt,  V,  w )  —  Aa-  =  GF(a,  v,  w)  —  \.v- 
quand  les  axes  sont  rectangulaires  : 

{X  —  C)¥{u,v,  t^)  =  A(a2— p2)^ 

BF(«,  p,  w)  =  A.uf, 

d'où  l'on  tire 

A  — G  _  w2  —  (^2  _ 

cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  donnée  est  parallèle  à  un  axe 
de  la  conique. 


Foyers  des  coniques  rapportées  à  des  coordonnées  tangentielles. 

496.  Trouver  les  foyers  d'une  conique  dont  on  donne  l'équation  tan- 
gentielle.  —  Soient  a,  ^  les  coordonnées  d'un  foyer  F;  une  droite  passant 
par  ce  point  ayant  pour  équation 

uix  —  y.)-\-v{y  —  '^)  =  0, 
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on  obtient   les   directions  des   tangentes  issues  de  F  en  remplaçant  w  par 
—  {uoL-hv^)  dans  l'équation  tangentiellc  de  la  conique,  ce  qui  donne 

a  jfî  -+-  a  V2  -+-  a"  (  H  a  -f-  (^  P  )*  —  2  6  p  (  H  a  -H  i>  p  )  —  ib'  u{u%-hv^)-+-2b''  uv —  o 

Le  point  (a,  P)  sera  un  foyer  si  l'équation  précédente  est  identique  à 

U--T-  v^ —  iuv  cosO  —  o, 

ce  qui  donne  les  conditions 

(i)  rt  a-—  9.//a-+-  a  =  a  82—  26  3-j-  a  = *- 1— ^ , 

^  '  "^  '  —  cosO 

et  si  les  axes  sont  rectangulaires 


(■>■) 


a"(aî—  p2)  —  -ib' a  -h  ■?. b  '^  -h  a  —  a'  =  o, 
a"  a.^  —  boL  —  b'^  -r-  b"  =  o. 


Si  a"—  o,  ces  équations  se  réduisent  au  premier  degré. 

Si  a"  ^  o,  on  pourra  mettre  ces  équations  sous  cette  forme 

(«"a  —  6')2—  (a'P  —  b)^=a"(a'—  a)  4-  b"^—  b'^, 
ia"%  —  b'){a''^  —  b)  =  bb'-a''b\ 

et  prendre   pour  inconnues   a" a.  —  b'  et  a" ^  —  b\  on  a  ainsi  à  résoudre  un 
système  de  la  forme  x- — y"^  =  /«,  xy  =  k. 

A9n.  Equation  tangentielle  générale  des  coniques  ayant  pour  foyer 
l'origine  des  coordonnées.  —  En  écrivant  que  les  droites  ayant  pour  équa- 
tions y -+- tr  —  o,  ^ —  i,r  =  o(axes  rectangulaires)  sont  des  tangentes,  ou 
encore  en  exprimant  que  les  hyperboles  focales  (a)  passent  par  l'origine,  on 
obtient  les  conditions  a  =  a',  6"=  o.  L'équation  demandée  est  donc 

( 3 )  a{u--\-  v^)-\-  a  w'^ ■+•  ■>. b vw  -+-  i b' iv u  =  o. 

On  voit  que  cette  équation  représente  le  faisceau  des  coniques  tangentes 
au  quadrilatère  IJOF,  I,  J  désignant  les  points  cycliques  et  F  le  point  ayant 
pour  équation  i>  b'  u -h  t. bv  -\-  a"  =  o  et  qui  est  le  second  foyer  réel.  Le  centre 
ayant  pour  coordonnées  b',  b,  a",  on  devait  bien  trouver  pour  coordonnées  du 
second  foyer  F  :  26',  26,  a". 

On  peut  mettre  l'équation  (3)  sous  une  forme  remarquable.  Observons 
d'abord  qu'on  doit  supposer  a  ^  o;  par  suite,  on  peut  écrire 

(u  —  UQiV)--h(v  —  t^o  *»"  )■  =   —,' 

p- 

"o)  t^O)  —  étant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 
P- 
Remarquons  d'abord  que  la  polaire  de  l'origine  est  définie  par  les  équa- 
tions /ît=  o,/^  =  o  ou    U  —  Uf^w  =  o,  V  —  t^otv  =  o;   donc,   la  directrice  a 
pour   équation   «0^ ->- ''o^  + 1  =  o,  ce  qui  définit   les  constantes  i<o,  ^'o-  En 
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second  lieu,  cherchons  les  points  de  rencontre  de  la  conique  et  de  la  paral- 
lèle à  la  directrice  menée  par  le  foyer.  L'équation  du  n"  433  nous  donne,  en 
posant  u  =  Uq,  t"  =  t'o  '^  =  o, 

("o-+-^o)    ("  — «0^)2 -(-((•  — t^o't')^  —  ^     —[uo{n  —  Uo»')-^i'oii^  —  i'o»')Y=  o. 


c'est-à-dire 


i,-i  _(_  i,i 

(«<^0—  i'Uo)^—  MP^      "      ^      "   =  o. 


Les  coordonnées  des  points  d'intersection  sont  donc 


et,  par  suite,  x'^-i-y'^^ p^.  II  en  résulte  que  p  est  la  longueur  de  la  demi- 
corde  perpendiculaire  à  l'axe  focal,  c'est-à-dire  le  joara/nèfre  c/e  laconique. 

Équation  générale  des  coniques  homofocales  à  une  conique  donnée. 

498.  Si  l'on  représente  par  PQ  =  o  l'équation  tangentielle  d'un  système  de 
deux  points  et  par  F{u,  v,  w)  =  o  l'équation  tangentielle  d'une  conique, 
l'équation  du  faisceau  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  formé  par  les 
tangentes  à  la  conique  donnée,  issues  des  points  P,  Q,  est 

F(m,  r,  tv)-hXPQ  =  o. 

Si  les  points  donnés  sont  les  points  cycliques,  cette  équation  prend  la  forme 

(i)  F{u,i',iv)-^l{u^-i-i''-)  =  o. 

D'ailleurs,  si  x -h  iy  -h  w  =  o  est  une  tangente  isotrope  de  la  conique  F, 
cette  droite  sera  évidemment  aussi  tangente  à  la  conique  représentée  par 
l'équation  (i).  Donc,  pour  toute  valeur  de  X,  cette  équation  représente  une 
conique  homofocale  à  la  conique  donnée;  on  peut  en  outre  déterminer  une 
valeur  X'  de  X  telle  qu'une  droite  non  isotrope  («1,1^1,  Hfi)soit  tangente  à  la 
conique  (i);  donc,  si  l'on  considère  une  conique  G  homofocale  à  la  conique 
donnée  et  si  l'on  suppose  que  la  droite  {ui,  Vi,  Wi)  soit  tangente  à  G,  la 
conique  G' représentée  par  l'équation  (i),  dans  laquelle  X  est  remplacé  par  X', 
et  la  conique  G  auront  mêmes  foyers  et  une  tangente  commune,  c'est-à-dire 
cinq  tangentes  communes;  donc  l'équation  (i)  peut  représenter  toute  conique 
homofocale  à  la  proposée;  c'est  donc  bien  l'équation  générale  demandée. 

L'équation 

(a2-HX)M2_^(62+À)p2_  «.2=0 

est  l'équation  générale  des  coniques  homofocales  à  l'ellipse  représentée  par 
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donc,  en  coordonnées  poncliclles,  l'équation  des  coniques  homofocalcs  à  la 
proposée  est 

^*       ,       7*  


b^-^l 


ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 


499.  L'équation  générale  des  coniques  homofocalcs  à  la  coniqucreprésentée 
par  l'équation  générale y( a?, ^)  =  o  est 

a  +  X  b'  b'  X 

b"  a'-+-X  b  y 

b'  b  a"  z 

X  y  z  o 
ou,  en  développant, 

X^H-  l[a''(x--+-y^)—  ib'x — iby  -h  a-h  a']-+-    f{oc,y)  =  o. 

!1  passe  donc,  par  chaque  point  du  plan,  deux  coniques  homofocales  à  la  pro- 
posée. L'enveloppe  de  ces  coniques  étant  évidemment  formée  par  leurs  tan- 
gentes communes,  l'équation 

[a" (x^ -+- y-)  —  Q. b' X  —  iby  -\-  a  -4-  a']^—  4A/(ar,j')  =  o 

représente  les  quatre  tangentes  isotropes.  Par  suite,  si  a,  [3  et  a',  P'  sont  les 
coordonnées  des  foyers  réels  de  ces  coniques,  l'équation  précédente  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

[{x-^Y+{y-'^y-]{{x--x'y-^{y-^'Y]  =  o. 

On  peut  donc  trouver  les  foyers  en  appliquant  la  méthode  de  Descartes 
pour  déterminer  les  diviseurs  du  second  degré  d'un  polynôme  du  quatrième 
degré. 

On  peut  procéder  autrement.  L'équation  (i)  représente  un  couple  d'om- 
bilics du  faisceau   si   le   discriminant  du   premier  membre   est  nul;  ce  qui 

donne 

oX'-+(A-+-G)AX-+- A2=o; 

en  désignant  par  X'  l'une  quelconque  des  racines  de  cette  équation,  on  aura 
donc 

F(m,  p,  w)  -t-  X'(i<2-4_  p2)  =  (jtji  -f-  f5t>  -t-  Y(v)(a'«  4-  pV  -1- y'iv); 

a     3       a'     S' 
les  coordonnées  des  foyers  correspondants  sont  ->  -  et  —, >  ^» 

Si  ç(a,  »',  w)  =  o  est  l'équation  des  points  cycliques  dans  un  système  de 
coordonnées  trilinéaires,  la  même  méthode  permettra  de  déterminer  les 
foyers  de  la  conique  ayant,  dans  ce  système,  pour  équation  tangentielle 
F(t<,  f,  w)  =  o.  On  écrira  que  le  discriminant  de   ¥{u,v^  w) +  \'^{u,  v^  w) 
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est  nul  et  X' désignant  une  racine  de  l'équation  obtenue,  l'équation 

F(i/,  (',  <v)  -f-  X'çi(i/,  ^>,  (v)  =  o 
représentera  deux  des  foyers. 

500.  Théorème.  —  Pour  que  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique  donnée  soient  aussi  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 
homofocale,  il  faut  et  il  suj/it  qu'elles  soient  rectangulaires . 

Démonstration  évidente. 

501.  Corollaire  I.  —  Considérons  deux  coniques  homofocales;  les  tan- 
gentes menées  à  ces  coniques  par  un  de  leurs  points  d'intersection  sont  évi- 
demment conjuguées  par  rapport  à  chacune  d'elles,  et,  par  suite,  elles  sont 
orthogonales.  Donc  deux  coniques  homofocales  se  coupent  à  angle  droit 
en  chacun  de  leurs  points  communs. 

502.  Corollaire  II.  —  Parmi  les  coniques  homofocales  à  une  conique 
donnée  E,  il  y  en  a  une,  et  une  seule,  E',  tangente  à  une  droite  donnée  D.  Soit  M 
le  point  de  contact.  Cette  tangente  et  la  normale  D'  en  M  à  la  conique  E'  sont 
conjuguées  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau;  il  en  résulte  que 
le  lieu  des  pôles  de  la  droite  D  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  est  la 
droite  D'  et,  réciproquement,  le  lieu  des  pôles  de  D'  est  la  droite  D.  Ces 
droites  D,  D'  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  menées 
de  M  à  toute  conique  du  faisceau.  Parmi  les  coniques  du  faisceau  qui  est  un 
faisceau  tangentiel,  figure  le  couple  des  deux  foyers  réels  F,  F'  communs  à 
toutes  les  coniques  et  l'on  s'assure  aisément  que  les  droites  MF,  MF'  sont 
les  tangentes  issues  de  M  à  cette  conique  singulière.  Il  suffit  en  effet  de 
remarquer  que  l'équation  a^u^-+-  b'^v^ — w^-\-\{u'^-t-v'^)  =  o  se  réduit  à 
c^a^ — H'2  —  o  si  X  =  —  62.  En  outre,  les  tangentes  issues  du  point  (a:o,  ^o) 
sont  déterminées  par  l'équation  {a'^-\-\)  u^-\- {b'^-\-\)v^~  (uxq  -H  vyoy  =  o; 
si  X  = — b^,  cette  équation  devient  c^jt^  —  (uxo-h  l'yoy  =  o  et  se  décompose 
en  deux  :  (c  -h  Xq)  u  ■+-  vy^—  o,  (c  —  x^^)  u  —  vy^  =  o;  les  coefficients  angu- 
laires   des    tangentes    cherchées     sont    donc 

-    —  et  ;  ce  sont  précisément  ceux  de 

a^o-i-c        Xo — c 

MF  et  de  MF'. 

De  là  résultent  les  propositions  suivantes  : 
Soient  (yZ^.  ng)  MT,  MT'les  tangentes,  issues 
d'un  point  M,  à  une  conique  du  faisceau;  les  bis- 
sectrices des  angles  formés  par  ces  tangentes 
sont  la  tangente  et  la  normale  aux  coniques 
du  faisceau  qui  passent  par  M  et,  en  outre,  les 
angles  FMT  et  F'MT'  sont  égaux,  de  sorte  que 

la  tangente  et  la  normale  en  M  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 

les  rayons  vecteurs. 


Fis. 


iig. 
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Équation  focale,  l'origine  des  coordonnées  étant  un  foyer. 

503.  Si  l'on  rapporte  une  conique  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  un 
foyer  réel,  son  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(I) 


x^- 


.y2 


V 


Y  =  o  représentant  la  directrice  relative  à  ce  foyer.  Il  en  résulte  que  le  triangle 
formé  par  deux  droites  rectangulaires  issues  d'un  foyer  et  par  la  directrice 
correspondante  est  un  triangle  conjuguée  la  conique  donnée;  en  d'autres 
termes,  la  polaire  d'un  point  D  de  la  directrice  est  la  perpendiculaire  à  la 
droite  FD,  menée  par  le  foyer  F  et,  par  suite,  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  un  foyer  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique.  On  peut 
vérifier  ce  résultat  en  remarquant  que  deux  droites  rectangulaires  menées 
par  un  foyer  sont  conjuguées  par  rapport  aux  droites  isotropes  issues  de 
ce  foyer,  et  comme  ces  dernières  sont  tangentes  à  la  conique,  les  deux  droites 
considérées  sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique.  Réciproquement, 
si  les  côtés  de  tout  angle  droit  dont  le  sommet  est  un  point  donné  F  sont 
conjuguées  par  rapport  à  cette  conique,  les  tangentes  issues  de  F  sont  iso- 
tropes et,  par  suite,  F  est  un  foyer.  Ce  théorème  a  été  trouvé  par  La  Hire. 
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riOi.  L'équation  (i)  est  vérifiée  en  posant  a*  —  y  coso,  ^  =  y  sincp;  on  voit 
donc  que  si  l'on  prend  pour  triangle  de  référence  le 
triangle  formé  par  les  axes  de  coordonnées  et  par  la 
directrice  considérée,  on  peut  dire  qu'un  point  M  de 
la  conique  donnée  a  pour  coordonnées  trilinéaires 
cosç,  sinç,  I.  Nous  désignerons  ce  point  M  par  la 
lettre  ç.  Le  point  o  et  le  point  tp  -4-  t:  qui  a  pour  coor- 
données —  costf,  — sin»,  I  sont  sur  la  droite  pas- 
sant par  le  foyer  F  et  qui  a  pour  équation  y  =  x  tango. 
On  peut  supposer  que  cp  est  l'angle  (FX,  FM). 

Soient  o,  ç'  les  paramètres   de  deux   points   M,   M';   on   trouve   pour 
la  corde  MM'  (y?^.  l'io)  l'équation 

o  -+-  o'  .     o  -h  o'  O  —  o' 

X  cos ■ — h  y  sm  -! : Y  cos —  =  o. 


La  tangente  en  M  a  pour  équation 

(2)  a?  coscp -f-^  sinç  —  '(  =  o. 
La  tangente  en  M'  a,  de  même,  pour  équation 

(3)  ar  coso'-hj' sincp' — -^  =  o. 
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En  retranchant  membre  à  membre  et  simplifiant,  on  obtient  l'équalion 

.     O  -f-  Cp'  CD  -4-  çp' 

{4)  arsin-! ■ y  cos-^ *-  =  o, 

^^  -^  -^  2 

qui  représente  la  droite  FP  passant  par  le  foyer  F  et  par  le  point  de  con- 
cours des  tangentes  en  M  et  M'.  On  voit  ainsi  que  FP  est  la  bissectrice  de 
l'angle  MFM'.  La  droite  FD,  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  de  MM'  et 
de  la  directrice,  a  pour  équation 

O  -4-  m'  .9-1-9' 

X  cos-^ ~ — \- y  sin-i =  o. 


Si  l'on  suppose  l'angle  MFM'  constant  et  égal  à  w,  l'équation  (3)  peut 
s'écrire,  en  posant  ç' —  cp  =  w, 

costx>(x  coso  -^y  ?ino)  -^  s[n(M  {y  cos<p  —  ce  sincp)  =  y- 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  de  P  en  éliminant  o  entre  l'équation  (2)  et 

celle-ci  : 

y  COS9  —  J7  sin  cp  =  Y  tang^w. 

Ce  lieu  est  donc  une  conique  ayant  pour  équation 

x^--j^y'-=  Y-(i-Htang2  1.w) 

et,  par  suite,  ayant  même  foyer  et  même  directrice  que  la  proposée,  mais  une 
excentricité  différente. 

La  droite  MM'  ayant  alors  pour  équation 

/  toX  .     /  w\  to 

X  cos  (  cî  -1 1  -t- jK  sin  (  'f  -1 I  =  Y  cos  — 

enveloppe  la  conique  ayant  pour  équation 

X'-h  y^  =  Y^  cos- 1  w. 

Ainsi,  toute  corde  vue  du  foyer  d'une  conique  sous  un  angle  constant  enve- 
loppe une  conique  et  son  pôle  décrit  aussi  une  conique^  ces  coniques  ayant 
en  commun  un  foyer  et  la  directrice  correspondante. 

50o.  Pour  mettre  l'excentricité  en  évidence,  écrivons  l'équation  de  la 
conique  de  cette  manière  : 

a;i-\-y^-=  ^5^2 

en  posant 

P 

y  =  X  cos  a  -t- j' sin  a  —  —  ■> 

p  désignant  le  paramètre.  L'équation  tangentielle  est 
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Or,  si  l'on  pose 

ux  ■+■  vy  -+-  i^Y  =  u' X  ■+■  v'y  -t-  w\ 
on  obtient 

c                                        ce 
u=u' cosa.tv',         V  =  v' sina.w',         w  = tv'; 

P  P  P 

donc,  l'équation  tangentielle  rapportée  aux  coordonnées  cartésiennes  devient, 
en  supprimant  les  accents, 

e  V       /  e    .  Y       cr2 

u cosa,(^'      -h  {  i>  —  —  sina,»'      =  — : 

P  J         \  P  /         P'' 

c'est  l'équation  que  nous  avons  déjà  obtenue  (497}. 

506.  Nous  avons  établi  géométriquement  (428)  que  la  polaire  réciproque 
d'un  cercle  par  rapport  à  un  cercle  est  une  conique;  nous  donnerons  ici  une 
démonstration  analytique  de  ce  théorème  important. 

Soient  x--hy- —  R^  =  o  et  (x  —  dy-\-y^ —  /■*  =  o  les  équations  du  cercle 
directeur  D  et  d'un  second  cercle  G.  En  écrivant  que  la  polaire  du  point 
(x,  y)  par  rapport  à  D  est  tangente  au  cercle  G,  on  obtient  immédiatement 
l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  G  : 

f/2    /  R2\2 


Réciproquement,  soit 

^2_{_j2_  e^{x  —  hy- 

l'équation  d'une  conique  G';  son  équation  tangentielle  est 


("  +  ï)' 


"-»TT= 


La  polaire  de  (j7,  y)  par  rapport  à  D  sera  donc  tangente  à  cette  conique  si 

Telle  est  l'équation  de  la  polaire  réciproque  cherchée. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  polaires  des  points  cycliques  par  rapport  à  D 
étant  les  droites  isotropes  issues  du  centre  de  D,  les  tangentes  à  G'  issues  de 
ce  point  sont  isotropes;  donc,  le  centre  de  D  est  un  foyer  de  G'.  En  outre, 
au  point  de  concours  w  des  asymptotes  de  G  correspond  la  polaire  de  O  par 
rapport  à  G';  la  directrice  est  donc  la  polaire  de  w  par  rapport  à  D.  Récipro- 
quement, les  pôles  des  tangentes  issues  de  0  à  la  conique  G'  sont  les  points 
cycliques;  par  suite,  G  est  un  cercle,  etc. 

EXERCICES. 

1.  La  distance  d'un  point  pris  M  sur  une  hyperbole  à  l'une  des  directrices, 
cette  distance  étant  comptée  parallèlement  à  une  asymptote,  est  égale  à  la 
distance  du  même  point  au  foyer  correspondant. 
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2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  deux  points  donnés  A,  B 
et  dont  les  asymptotes  ont  des  directions  données. 

On  trouve  deux  coniques  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B.  Résoudre 
cette  question  par  le  calcul  et  par  la  Géométrie. 

3.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  d'Apollonius  relatives  à  une  conique 
donnée  et  à  un  point  P,  ce  point  décrivant  une  droite  fixe. 

A.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  passant  par  un  point  donné  et  dont  le 
foyer  est  un  point  donné.  Montrer  que  ce  lieu  est  une  épicycloïde. 

5.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  A,  B,  G,  D 
d'un  cercle  est  aussi  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  coniques  semblables 
ayant  pour  foyers  les  points  A,  B  et  G,  D.  Ce  lieu  se  compose  de  deux 
cubiques  circulaires.  (Fal're.) 

6.  Etant  donnée  l'équation  cr^-i-y^=  e^y^,  trouver  l'équation  de  la  direc- 
trice parallèle  à  celle  qui  a  pour  équation  y  =  o. 

7.  Former  l'équation  du  faisceau  des  quatre  directrices  d'une  conique 
rapportée  à  des  axes  quelconques. 

8.  Étant  donnée  l'équation  d'une  conique  rapportée  à  deux  axes  quel- 
conques, calculer  l'excentricité.  En  prenant  pour  inconnue  i  —  e^  on  a  une 
équation  réciproque. 

9.  Un  cercle  tangent  aux  deux  branches  d'une  hyperbole  est  vu  d'un  foyer 
réel  sous  un  angle  constant. 

10.  Si  une  conique  est  bitangente  à  deux  cercles  dont  les  cordes  de  contact 
sont  perpendiculaires,  le  point  de  concours  de  ces  cordes  a  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  cercles  focaux  considérés  et  à  la  conique. 

11.  Lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  deux  cercles  (on  trouve 
cinq  cercles). 

12.  Le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  menées  à  une  conique  par  deux 
points  d'une  conique  homofocale  est  circonscriptible  à  un  cercle.  (Chasles.) 

13.  Étant  données  deux  coniques  homofocales  G,  Gi,  et  une  conique  C2 
bitangente  à  G,  prouver  que  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes à  Gj  et  à  G2  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

14.  Étant  données  deux  coniques  homofocales,  on  mène  une  tangente  à  la 
première  et  une  tangente  à  la  seconde;  lieu  du  point  de  concours  de  ces 
tangentes  supposées  rectangulaires. 

15.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  ont  un  centre  fixe  et  touchent  une 
droite  fixe  en  un  point  donné. 

16.  On  donne  un  triangle  ABG  et  une  ellipse  qui  a  pour  foyers  les  deux 
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points  B  et  C;   trouver  le  lieu  des  seconds  foyers  des  ellipses  inscrites  au 
triangle  ABC  et  dont  un  foyer  est  sur  l'ellipse  donnée.  (Lbuoine.) 

17.  Une  hyperbole  variable  a,  avec  une  ellipse  donnée,  un  système  de 
diamètres  conjugués  communs  en  grandeur  et  en  position.  Chercher  le  lieu 
des  foyers  de  l'hyperbole.  (Mantel.) 

18.  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  position;  son 
conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement.  Trouver  le  lieu  des  foyers. 

19.  Appliquer  la  méthode  du  n°  499  à  l'équation  réduite  d'une  conique. 

20.  Lieu  du  second  foyer  d'une  conique  qui  a  un  foyer  donné  et  passe  par 
deux  points  donnés. 


CHAPITRE  XX. 

SÉCANTES  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES  (>). 


Équation  en  )w 
307.  Soient 

(i)    f  {x,  y,  z)^  Ax-  -i-A'y-  -i- X"z' + -iliyz    -^ 'j.ii' zx  -h  9.li"xy  =  o, 
(2)    /j  (x,  y,  z)  =  Ai3-2_|_  A',^2_^_  A.'(  z--{-  i.\^iyz  ■+-  2B',  zx  -4-  aBj  xy  =  o 

les  équations   de   deux   coniques.   L'équation  /-i- X/i  =  o   représentera    un 
couple  de  droites,  si  X  est  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  : 


(3) 


F(X) 


A+ÀA,     B'+XB';     B'-f-XB'i 

b'+xb;    a'-+-xa;    b  -^xb, 

B'-+-XB'i     B  +XBi     A"4-XA'; 


Ces  deux  droites  constituent  un  système  de  sécantes  communes  aux  deux 
coniques.  H  y  a  donc,  en  général,  trois  systèmes  de  sécantes  communes  à 
deux  coniques  données. 

En  désignant  par  A  et  Ai  les  discriminants  de/et/j,  on  trouve,  en  déve- 
loppant F  (X)  : 


(4) 


F(X)  =  A-+-eX  -+-e,X2-HA,x» 


(')  Voir  G.  Kœnigs,  Leçons  de  l'Agrégation. 
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OU,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

Q  =  Aia-h  A\a'-h  A'[a"-\-  "iBib  -¥■  2B\b'^  aBjô", 

a,  a',  . . .,  a"  étant  les  mineurs  de  A.  On  en  conclut,  en  remarquant  que  61 
est  le  coefficient  de  c-  dans  le  développement  de  F  f  y  j , 

61  =  Aai-t-  A'a'1-1-  A" aï  -h  iBbi-i- -iB' b\-h  2B"b'[. 
Cela  étant,  on  trouve  immédiatement 

(5)  F'(X)  =  aAi-i-«'A'  -+-a"AÎ^-•2pB,-^  •iP'B'iH-  a^'B';, 

a,  a',  a",  p,  ^',  p"  désignant  les  mineurs  de  F(X)  pris  avec  des  signes  conve- 
nables. 

On  a  ensuite 

{F''(>.)=-0i-h3A,X. 

Mais 

Ai=  Kiai-JrB'[bl-4-B\b\,    \i  =  Blb'[-hA\a\-\-Bibi,    li=B\b\+Bibi-h X'[a'[, 

ce  qui  donne,  en  ajoutant  membre  à  membre  ces  quatre  équations,  les  deux 
membres  des  trois  dernières  étant  d'abord  multipliés  par  X  et  0i  étant  rem- 
placé par  sa  valeur, 

„         j    |F"(>.)  =  rA  +  XAi)ai4-(A'+XA'i)a'i  +  (A"+XAï)«ï 
^       i  -4-2(B  +  XBi)6i+2(B'+XBi)6i  +  2(B"-t-XB';)èï. 

Cela  posé,  si  tous  les  mineurs  de  F(X)  sont  nuls,  y+Xyi  est  un  carré 
parfait  et  l'équation y^+  X/j  =  o  représente  une  droite  double.  On  sait  d'ail- 
leurs que  si  F(X)  =  o,  pour  que  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  soient 
nuls,  il  faut  et  il  suffit  que  a=  a'=  a"=  o.  Si  l'un  au  moins  de  ces  mineurs 
prend  une  valeur  différente  de  zéro,  quand  on  y  remplace  X  par  une  racine 
de  l'équation  F(X)  =  o,  l'équation  f-\-\fi=:o  représente  deux  droites 
distinctes.  D'une  manière  générale,  si  X  est  une  racine  de  cette  équation,  la 
conique  singulière /-f- X/i  a  un  point  double  dont  les  coordonnées  ce,  y,  z 
sont  déterminées  par  les  équations 

(7)  T--(-^-r^=o,  -^4-X4^=o,  -^-i-X-f-=o. 

ox  ùx  Oy  ()y  oz  uz 

Ce  point  double  est  unique  dans  le  cas  où  l'un  des  mineurs  a,  a'  ou  a"  est 
différent  de  zéro.  S'il  en  est  ainsi,  on  a,  comme  on  le  sait, 

aiu^-\-  ai  v"^ -^  d" w- -\-  'i^vw  -^  1'^'  wa-\-  i'^" iw  =s  k  {ux  -^  vy  -h  wzy, 

k  étant  une  constante  différente  de  zéro,  de  sorte  que 

.„  ,       x'^  ^  y"^  _  z''-  _  yz  _  zx  _  xy  _   i 

^    '  ~^  ~  ^^  '^  ^'f  ~  Y  ~  Y  ~  k' 
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Remarquons  encore  que  si  F(X)  =  o,  on  a 

/-f-X/,  =  (u,a7-f-  f|jK-f-  iViz)(UiX-^i>iy-^  »'2Z); 

donc,  en  identifiant 

A -+- X  Al  =  «1^2,        A'-H  X  A',  =  t'if2)        A'-i- X  A'|[  =  (V,  (i^j, 
■^(B  -(-  XBi  )  =  fjWj  -(-  wiVi, 

2(B'-f-  XB'j  )  =  U'i  Mj-t-  UiH'i, 

2(B"-i-  XB'O  =  111^2  -+■  Vi  Ui, 
et,  par  suite,  on  a  alors 

1  F"(X)  =  aiUiUi-ha\i>iVi-i-  a,  «vj  tvj-H-  6|((^i  «'2-(-WtC2) 


(9) 

(  -+-  b\{wiUî-i-  UiWi)-^-  b\{UiVi-h  ViUi) 

Si  les  deux  droites  sont  confondues,  de  sorte  que 

on  a,  dans  ce  cas, 

(lo)    |F"(^)  =  k  {ai  u^^  -h  a'ivl  -+-  a'[w\  ■+-  î>,6,c,  «',-4- jô',  4v,ai-4-  261  «1^1). 

508.  Théorème   I.  —   Un  point  double  du  faisceau  admet    la    même 
polaire  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  et  réciproquement. 

En  effet,  soit  X'  une  racine  de  l'équation  (3);  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un 
point  double  de  la  conique y-<- X'/,  vérifiant  les  équations  (7),  l'équation 


peut  s'écrire 


a-^')[xgH-v|-.zg]=o, 


ce  qui  démontre  la  proposition  directe.  Réciproquement,  pour  que  l'équa- 
tion (11)  représente  une  droite  indépendante  de  la  valeur  de  X,  il  faut  évi- 
demment que  les  dérivées  de /soient  proportionnelles  à  celles  de/i,  de  sorte 

que  — X'  étant  le  coefficient  de  proportionnalité  :  -^  -\-\'  ~-  =0,  etc.,  ce 

qui  exprime  que  x,  y,  z  doit  être  un  point  double  de/-f-  \'fu  de  sorte  que 
F(X')  =  o.  La  recherche  des  pôles  doubles,  c'est-à-dire  des  points  ayant 
même  polaire  par  rapport  à  deux  coniques,  est  donc  ramenée  à  celle  de  leurs 
sécantes  communes. 

509.  Théorème  II.  —  Deux  points  doubles  œ,  10',  appartenant  à  deux 
coniques  singulières  distinctes  /-l-X'/i,  f-h^fi,  sont  conjugués  par 
rapporta  toutes  les  coniques  du  faisceau. 
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Soient  ,r,  y^  z  et  x' ^  y',  z'  les  coordonnées  de  w  et  lo'.  Posons 

Of  df  df  ,()/  ,df  ,df 

Ox       "^  dy  dz  dx        -^    dy  dz 

àfi  àf,  dfy  ,dfy  ,df^  ,dfi 

dx  ay  dz  ox  dy  dz 

Des  équations  (7),  où  l'on  remplace  X  par  X',  puis  par  X",  on  déduit 

L-+-X'M=o,        L-i-X"M=o, 

et,  comme  X' —  "k"  ^  o,  il  en  résulte  que  L  =  o,  M  =  o,  et  aussi  L  -1-  XM  =  o, 
quel  que  soit  X;  ce  qui  exprime  précisément  que  w  et  10'  sont  conjugués  par 
rapport  à/-i-X/i. 

510.  Théorème  III.  —  Si  X  est  une  racine  double  de  l'équation  F(X)  =  o, 
qui  n'annule  pas  tous  les  niineui'S  du  premier  ordre  de  F(X),  la  conique 
f -\-  X/i  se  compose  de  deux  droites  distinctes  qui  se  coupent  en  un  point 
commun  à  toutes  les  droites  du  faisceau,  et  réciproquement.  Si  la  racine 
est  triple,  l'une  de  ces  droites  est  une  tangente  commune  aux  coniques 
du  faisceau. 

En  effet,  F(X)  étant  nul, /"-i- Xj^i  =  o  représente  deux  droites  distinctes, 
puisque  les  mineurs  de  F(X)  ne  sont  pas  tous  nuls.  Mais,  X  étant  racine  mul- 
tiple, F'(X)  =  o,  en  désignant  par  Xi,  yi,  zi  les  coordonnées  du  point  double 
dey*+  Xy*!,  on  a,  si  l'on  tient  compte  des  équations  (5)  et  (8), 

(l'O  F'(X)  =  /:/(a;,,  ji,5i); 

donc/(^,,  jKi,^i)  =  o  et  aussi /i (^Tj,  ji,  21  )  =  «• 

Réciproquement,  si  f-\-  X/j  =  o  représente  deux  droites  distinctes  se  cou- 
pant en  un  point  commun  à  _/  et  fi,  on  a  F(X)  =  o,  puisque  _/-t-  \fi  est  le 
produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré.  En  second  lieu,  les  mineurs  a, 
a',  a",  ...  ne  sont  pas  tous  nuls,  puisque  ces  facteurs  sont  distincts,  et  enfin 
F'(X)  =  o,  en  vertu  de  l'identité  (12). 

Il  convient,  toutefois,  de  remarquer  que  nous  avons  supposé  la  racine  X 
finie;  on  peut  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi,  c'est-à-dire  que  Aj  soit 
différent  de  zéro,  à  moins  de  supposer  que  f  et  fi  soient  des  coniques  dégé- 
nérées, et  l'on  peut  laisser  de  côté  ce  cas  particulier. 

Supposons  maintenant  que  X  soit  racine  triple,  mais  que  l'un  des  mineurs, 
oc  par  exemple,  soit  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas,  l'identité  (9)  montre  que 
la  condition  F''(X)  —  o  exprime  que  les  droites  P,  Q  du  couple/-!-  X/i  sont 
conjuguées  par  rapport  à  /i.  En  outre,  ces  droites,  étant  distinctes,  se 
coupent  en  un  point  w  commun  à  /  et  /i.  Si  la  droite  Q  n'est  pas  tangente 
kfi,  son  pôle  est  sur  la  tangente  au  point  co  à/i,  d'où  il  résulte  que  P,  con- 
juguée de  Q,  est  la  tangente  à  /i  au  point  w.  En  outre,  w  a  même  polaire 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau;  donc  P  est  la  tangente  commune,  au 
point  w,  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 
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Si  les  deux  droites  étaient  confondues,  l'identité  (lo)  montre  quey4-X_/*|  =  o 
représenterait  alors  une  droite  double  tangente  à  /i  au  point  w.  Mais  w 
ayant  même  polaire  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  la  tangente  au 
point  w  àyi  serait  tangente  au  même  point  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

oH.  TiiKomÏME  IV.  —  A  deux  racines  distinctes  de  l'équation 
F(X)  =  o,  correspondent  deux  couples  distincts  et  n'ayant  aucune  droite 
commune. 

En  effet,  si  l'on  suppose  X  ^  X',  de  l'identité 

/+X/.^ia(/+X'/.), 
]x  désignant  une  constante,  on  déduirait 

(i-!^)/=(hV-X)/,. 

L'hypothèse  ;ji  =  î  entraînerait  y"i  ïs  o;  si  l'on  supposait  ;j.X' — X  =  o,  on 
auraity^  o;  enfin  si  iJL  —  i^o,\i\' — X  ^  o,  les  coniques  y  et  y*!  seraient 
identiques.  Nous  écartons  tous  ces  cas  particuliers. 

Supposons  maintenant 

/-+-X/,^PQ,       /^-X'/i^PR, 
P,  Q,  R  étant  des  fonctions  linéaires;  on  en  déduirait 

P(XR  — X'Q)  P(Q_R) 

/=        T^TÏ'        '         /'=      X-X'~' 

par  conséquent,  les  coniques  /,  fi  seraient  toutes  les  deux  dégénérées  en 
couples  de  droites  et  auraient  une  droite  commune;  on  pourrait  donc  poser 
f=  PPi,yi  =  PP2,  Pi  et  P2  étant  deux  fonctions  linéaires.  Mais  dans  ce  cas, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  f-'r-Xfi  serait  un  produit  de  facteurs  du 
premier  degré,  et,  par  suite,  F(X)  serait  identiquement  nul.  Nous  écartons 
encore  ce  cas  particulier. 

312.  Théorème  \ .  —  i"  Lorsque  les  coefficients  de  f  et  de  fi  sont  tous 
réels,  à  toute  racine  réelle  de  V équation  F(X)  =  o  correspond  un  couple 
de  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  2"  à  toute  racine  imagi- 
naire correspond  un  couple  formé  de  deux  droites  imaginaires  non 
conjuguées. 

Si  X  est  une  racine  réelle  de  F(X)  =  o,  les  coefficients  'ley*-+-Xyi  sont 
réels  :  donc/ 4-  X/i  =  o  représente,  comme  on  le  sait,  deu\  droites  réelles  ou 
imaginaires  conjuguées. 

Soit  maintenant  \  =  p  -\-  q  i\  je  dis  que  /-H  X/i  =  o  ne  peut  représenter 
deux  droites  réelles  ou  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  car  on  aurait 
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d'où 

qf.^n    (P2+EQ2), 

d'ailleurs  n  ^  o,  sans  quoi/i  serait  identiquement  nul  ;  on  aurait  donc 


de  soRle  que/^o  ou  bien  y  serait  proportionnel   à  f\\  cas  particulier  déjà 
écarté. 
Enfin,  on  vérifiera  de  la  même  manière  que  l'on  ne  saurait  supposer 

P,  Q,  R  étant  réels;  donc  enfin,  à  toute  racine  imaginaire /> -+-  ^ri  correspond 
un  couple  de  droites  imaginaires  toutes  les  deux  et  non  conjuguées.  Ainsi 

et,  par  suite, 

/  +  (/>  — 5-0/1  =PoQo, 

Pq  et  Qo  étant  les  polynômes  respectivement  conjugués  de  P  et  de  Q. 

513.  Théorème  VI.  —  A  une  racine  simple  correspond  un  couple  formé 
de  deux  droites  distinctes. 

Car,  si  X  est  racine  simple,  les  mineurs  de  F(X)  ne  peuvent  être  tous  nuis 
sans  quoi  F'(X)  serait  nul;  doncy-i-  Xfi  n'est  pas  un  carré. 

Rappelons  enfin  que  tout  point  commun  à  f  el  fi  est  un  point  commun  à 
toutes  les  coniques  du  faisceau,  et  que  si  y  et^i  sont  tangentes  en  un  point  A 
toutes  les  coniques  du  faisceau  leur  sont  tangentes  au  même  point  (447). 


Discussion  de  l'intersection  de  deux  coniques. 

514.  Nous   laisserons   d'abord   de   côté   ce   qui   concerne  la  réalité;   nous 
distinguerons  cinq  cas  : 

Premier  cas  :  Trois  racines  distinctes  Xj,  X2,  X3.  —  On  peut  poser 

/+X,/i  =  PiQ,,       /+X,/,.^P,Q„       /+X3/i=P,Q3, 

Pi)  Qi5  •••>  Q3  désignant  des  fonctions  linéaires.  La  racine  Xi  étant  simple, 
Pi  et  Qi  sont  distincts  ;  de  même  pour  P2,  Q2  et  P3,  Q3  ;  enfin  les  trois  racines 
étant  distinctes,  les  six  droites  obtenues  sont  distinctes.  Aucune  des  droites 
d'un  couple  ne  peut  passer  par  le  point  de  concours  des  droites  d'un  autre 
couple,  puisque  les  racines  sont  simples.  Les  deux  premiers  couples,  par 
exemple,  forment  un  quadrilatère  ABGD,  AB  étant  la  droite  Pi,  CD  la  droite  Qi, 
BG  la  droite  P2  et  enfin  AD  la  droite  Q2.  Les  deux  coniques  se  coupent  aux 
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quatre  points  A,  B,  G,  D  et  toute  conique  du  faisceau  passe  par  ces  quatre 
points;  il  en  résulte  que  les  droites  AG,  BD  constituent  le  troisième  couple. 
G'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  vérifie  en  remarquant  que 

(X,_X,)P3Q3=(X3-X2)PlQl+(>M-)^3)PîQ2. 

Plus  généralement,  l'identité 

(X,_X,)(/+X/,)^(X-X,)P.Q,4-(X,-X)P,Q, 

fait  bien  voir  que  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  circonscrites  au  qua- 
drilatère ABGD. 

Remarquons  enfin  que  les  points  doubles  des  trois  couples  de  sécantes 
forment  un  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  du  faisceau. 

Deuxième  cas  :  Une  racine  double  Xi  n'annulant  pas  tous  les  mineurs 
du  premier  ordre  et  une  racine  simple  X^.  —  A  la  racine  double  Xj  corres- 
pond un  couple  de  droites  distinctes  Pj,  Qi  se  coupant  en  un  point  w  commun 
aux  coniques  du  faisceau;  à  la  racine  X2  correspondent  aussi  deux  droites 
P2,  Q2-  Soit  a>'  le  point  commun  à  ces  deux  droites;  je  dis  que  l'une  d'elles 
est  précisément  la  droite  ww'.  En  effet,  le  point  10  est  sur  toutes  les  coniques 
du  faisceau,  et,  par  suite,  sur  l'une  des  droites  du  second  couple;  donc,  la 
polaire  de  w  est  une  tangente  commune  en  w  à  toutes  ces  coniques.  De  plus, 
o)  et  o)'  étant  conjugués,  to'  est  sur  la  tangente  commune  au  point  w.  Ainsi, 
en  résumé,  les  coniques  y", /"i  sont  tangentes  en  un  point  oj,  la  tangente  étant 
la  droite  P2  par  exemple;  les  droites  Pi,  Qi  passent  par  w  et  la  droite  Q2 
coupe  ces  deux  droites  en  deux  autres  points  communs  à  toutes  les  coniques 
du  faisceau.  Il  est  facile  de  vérifier  que  les  deux  coniques  n'ont  pas  de 
triangle  conjugué  commun. 

Troisième  cas  :  Une  racine  double  Xi  annulant  tous  les  mineurs  et 
une  racine  simple  X2.  —  Le  couple  correspondant  à  la  racine  Xj  se  réduit 
à  une  droite  double  Pi.  Soient  P2,  Q2  les  droites  qui  correspondent  à  X*, 
(o'  étant  leur  point  de  concours.  Tout  point  de  Pi  est  un  point  double,  et, 
par  suite,  est  conjugué  de  w';  donc  Pi  est  la  polaire  de  to'  dans  toutes  les 
coniques.  D'ailleurs  Pi  n'est  pas  une  tangente,  sans  quoi  son  pôle  to'  appar- 
tiendrait à  toutes  lefi  coniques  et  X2  serait  une  racine  multiple.  Les  droites 
P2,  Q2  coupent  donc  Pi  en  deux  points  distincts  qui  appartiennent  à  toutes 
les  coniques;  il  en  résulte  évidemment  que  les  coniques  sont  tangentes  en 
ces  points.  Et,  d'ailleurs,  on  a 

/+Xi/i^P^        /+X2/i^P2Q2: 

donc  les  équations  des  deux  coniques  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X1P2Q2-X2PÏ  =0        et         P2Q2— Pï=o. 

Ainsi,   dans  le  cas  présent,  les  coniques   sont  tangentes  en  deux  points 
distincts  A,  B.  Ajoutons  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles  conjugués  communs, 
NiEWENGLOWSKi.  —  G.  an.,  I.  3o 
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dont  un  sommet  est  le  point  w',  les  deux  autres  sommets  de  l'un  quelconque 
de  ces  triangles  étant  deux  points  conjugués  par  rapport  au  segment  AB. 

Quatrième  cas  :  Une  racine  triple  Xi  n'annulant  pas  tous  les  mineurs. 
—  Le  couple  correspondant  à  la  racine  \i  est  formé  de  deux  droites  distinctes 
se  coupant  en  un  point  to  ;  l'une  d'elles  est  tangente  commune  au  point  tu, 
aux  coniques  du  faisceau  (510).  Donc,  dans  ce  cas,  les  deux  coniques  ont  un 
contact  du  second  ordre  au  point  to  et  se  coupent  en  outre  en  un  autre  point. 

Cinquième  cas  :  Une  racine  triple  Xi  annulant  tous  les  mineurs.  — 
Le  couple  correspondant  à  Xi  se  compose  de  deux  droites  confondues  en  une 
seule  Pi,  de  sorte  que  y-+- Xi/i  ;s  Pf .  Mais  Pi  est  tangente  à  fi,  on  en 
conclut  queyet^i  ont  un  contact  du  troisième  ordre  sur  la  tangente  Pi  (448). 

On  remarquera  que  dans  ces  deux  derniers  cas  il  n'y  a  pas  de  triangle 
conjugué  commun. 

Cas  où  l'équation  en  X  est  indéterminée. 

515.  Supposons  que  f  -\-  Xfi  soit  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier 
degré  quel  que  soit  X;  on  voit  déjà  que  f=o  elfi  =  o  représentent  des 
couples  de  droites.  Si  f-^^fi  est  un  carré  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  on 
a  /^  P^,  y*!^  P|  ;  or  P2-1-  X  Pf  ne  peut  être  un  carré  parfait  pour  toutes  les 
valeurs  de  X,  à  moins  de  supposer  Pi^  AP,  k  étant  une  constante.  Dans  ce 
cas  /  et /i  se  réduiraient  à  une  même  droite  double  et  F(X)  serait  iden- 
tiquement nul.  Laissant  ce  premier  cas  de  côté,  soit  w  un  point  double  de 
la  conique  f-T-^f\  '•  l'identité  F(X)  =  o  donne  F(X)^o;  donc  on  voit, 
comme  plus  haut,  que  le  point  double  appartient  aux  coniques/ et /i.  Gela 
étant,  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

1°  Le  point  double  est  indépendant  de  X.  Dans  ce  cas,  toute  conique  du 
faisceau  se  compose  de  deux  droites  issues  d'un  point  déterminé;  on  a,  par 

exemple, 

/^PQ,        /l^aP2^_^,PQ-^cQ^ 
et  par  suite 

/h- X/i  ^  a P2  +  ( 6 -+- X )PQ -+- c  Q2. 

1°  Le  point  double  dépend  de  X.  Soient  P,  Q  et  Pi,  Qi  deux  couples  de 
droites  du  faisceau,  w  étant  le  point  de  concours  des  deux  premières  et  w' 
celui  des  deux  autres.  Tous  les  points  doubles  sont  nécessairement  des  points 
communs  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  puisque  F'(X)^o.  Donc  uu  est 
sur  l'une  des  droites  Pi  ou  Qi  et  w'  sur  P  ou  sur  Q;  ww'  est  une  droite 
commune  aux  deux  couples.  Supposons  que  P  et  Pi  soient  confondues 
avec  low';  on  a  ainsi,  pour  des  valeurs  convenables  de  X, 

Z+X'/i^PQ,        /+X'7.sPQi, 
d'où 

(X'-X")(/+X/i)^[(X-X")Q  +  (X'-X)Qi]P. 

On  voit  ainsi  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  doubles  sur  la  droite  P,  et  un 
autre  point  double  isolé,  intersection  des  droites  Q,  Qi. 
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Discussion  relative  à  la  réalité. 

Nous  supposons  les  coefficients  de /ci  de/i  réel?. 

r>lG.  Dans  le  premier  cas,  les  trois  racines  étant  distinctes,  l'équation 
F(X)  =  o  peut  avoir  : 

(A)  Trois  racines  réelles.  —  Nous  avons  pose 

/-hX,/i^P,Q,,       f-hliA^PiQ,; 

et  nous  savons  que  le  couple  qui  correspond  à  une  racine  réelle  se  compose 
de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  i°  Si  les  quatre  droites 
Pj»  Qi'  Pî»  Qî  sont  réelles,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  réels  et  par 
suite  le  troisième  couple  P3,  Q3,  formé  par  les  droites  AC,  BD  est  réel.  Les 
coniques  se  coupent  donc,  dans  ce  cas,  en  quatre  points  réels  distincts;  il  y  a 
trois  couples  de  sécantes  réelles,  et  un  triangle  aulopolaire  commun  réel. 

2°  Supposons  Pi,  Qi  réelles  et  Pj,  Q2  imaginaires  conjuguées;  les  points  A, 
B,  C,  D  sont  imaginaires.  En  effet,  le  point  de  concours  wj  des  droites  Pj, 
Q2  étant  réel,  il  ne  peut  y  avoir  aucun  autre  point  réel  sur  aucune  de  ces 
deux  droites.  On  voit  que,  AB  étant  la  droite  Pi  et  CD  la  droite  Pj,  A  et  B 
sont  conjugués  ainsi  que  G  et  D;  le  troisième  couple  AC,  BD  est  formé  de 
droites  imaginaires  conjuguées. 

3°  Supposons  Pi,  Qi  imaginaires  conjuguées  ainsi  que  P2  et  Q2;  on  voit, 
comme  précédemment,  que  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  sont  encore  imagi- 
naires; les  points  A,  intersection  de  Pi  et  de  Q2,  et  G,  intersection  de  P2  et 
de  Qi,  sont  imaginaires  conjugués;  il  en  est  de  même  des  points  B  et  D  et 
par  suite  les  sécantes  AG  et  BD  sont  réelles.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce 
théorème  : 

Si  les  trois  racines  de  l'équation  F(X)  =  o  sont  réelles  et  inégales,  les 
coniques  f  et  /y  se  coupent  en  quatre  points  distincts  réels,  ou  en  quatre 
points  imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  et  admettent  un  triangle 
conjugué  commun  réel.  > 

(B)  Une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  — 
Soient  \\  la  racine  réelle  el  1^  =  p-h  qi,  X3  =  />  —  qi  les  racines  imaginaires. 
On  a  /-h-  X2/1  =  PQ,  /-•-  ^3/1  =  PoQo,  P  =  o,  Q  =  o  représentant  deux 
droites  imaginaires  non  conjuguées,  Pq,  Qo  étant  les  polynômes  respective- 
ment conjugués  de  P  et  de  Q.  Les  points  (P,  Pq)  et  (Q,Qo)  sont  réels  : 
désignons-les  par  A  et  B.  Les  points  (P,  Qo)  et  (Pq,  Q)  sont  imaginaires 
conjugués  :  désignons-les  par  G  et  D.  Ges  points  ne  peuvent  être  réels,  car 
A  et  G  sont  distincts;  si  G  était  réel,  la  droite  AG,  c'est-à-dire  P,  serait 
réelle.  Le  troisième  couple,  qui  correspond  à  la  racine  Xi,  est  composé  des 
droites  AB,  GD;  il  est  donc  réel.  Ainsi,  quand  l'équation  en  X  a  une  seule  racine 
réelle,  les  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points  réels  et  distincts  et  en 
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deux  points  imaginaires  conjugués.  Le  triangle  conjugué  commun  a  un 
sommet  réel  et  deux  sommets  imaginaires  conjugués.  Remarquons  enfin  que, 
dans  le  cas  des  trois  racines  distinctes,  il  y  a  un  ou  trois  couples  de  sécantes 
réelles  (i). 

Deuxième  cas  :  Une  racine  double  Xi  n' annulant  pas  tous  les  mineurs. 
—  La  racine  simple  X2,  qui  est  réelle  ainsi  que  la  racine  Xj,  donne  deux  droites 
réelles,  car  l'une  d'elles  est  la  tangente  commune  au  point  w,  lequel  est  né- 
cessairement réel  comme  étant  l'intersection  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires conjuguées;  mais,  nous  venons  de  le  dire,  les  droites  du  couple  cor- 
respondant à  la  racine  double  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires  conjuguées. 
Dans  le  premier  cas,  les  coniques  se  touchent  en  un  point  réel,  et  se  coupent 
en  deux  autres  points  réels;  dans  le  second  cas  elles  se  touchent  en  un  point 
réel  et  se  coupent  en  deux  autres  points  imaginaires  conjugués. 

Troisième  cas  :  La  racine  double  annule  tous  les  mineurs  ;  /  -\-Afi  ^sP^  ; 
P  est  à  coefficients  réels;  les  deux  coniques  sont  bitangentes,  la  corde  des 
contacts  étant  toujours  réelle,  mais  pouvant  couper  les  coniques  en  deux 
points  réels  ou  en  deux  points  imaginaires  conjugués.  Dans  le  premier  cas, 
le  couple  correspondant  à  la  racine  simple  est  réel  et  formé  de  deux  tan- 
gentes communes;  dans  le  second  cas,  de  deux  tangentes  communes  imagi- 
naires conjuguées. 

Dans  le  quatrième  et  le  cinquième  cas,  les  sécantes  sont  nécessairement 
réelles,  car  le  point  de  contact,  étant  unique,  est  réel. 

On  voit  encore  aisément  que  si  les  coniques  sont  réduites  à  deux  droites  et 
ont  une  droite  commune,  elles  sont  composées  de  droites  réelles;  mais  cela 
n'est  plus  nécessaire  quand  elles  se  réduisent  à  deux  faisceaux  de  droites 
issues  d'un  même  point. 

Invariants  relatifs  à  l'équation  en  X. 

517.  Les  racines  de  l'équation  en  X  restent  invariables  quand  on  soumet 
f{x,y,z)  et  fi(x,  y,  z)  à  une  même  substitution  linéaire;  cela  résulte  de  ce 
que  F(X)  étant  le  discriminant  de  la  forme/-)-  X/i  devient,  après  la  substi- 
tution, F(X).;j.2,  fx  étant  le  module.  Il  en  résulte  que  6  et  0i  sont  des  inva- 
riants simultanés  des  formes  /  et  f^.  Toute  relation  entre  les  racines  de 
l'équation  F  (X)  =  o  exprime  une  propriété  géométrique  des  coniques  données. 

Si,  en  rapportant  les  deux  coniques  à  deux  systèmes  différents  de  coordon- 
nées, on  a  f{x,  y,  z)  =  hF(X,  Y,  Z),  /i(^,  y,  z)  =  AiFi(X,  Y,  Z),  h  et  hi 
étant  deux  constantes,  l'identité 

f{x,  y,  z)  +  lf,(x,  y,z)^h  [f  (X,  Y,  Z)  -t-  ^^'  F,(X,  Y,  Z)j 

(')  Voir  une  démonstration  purement  algébrique  et  directe  dans  le  Traité  de 
Géométrie  analytique  de  M.  H.  Picquet,  page  465. 
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montre  que  les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discrimi- 
nant  de    F  (X,  Y,  Z) -H  XFi(X,  Y,  Z)   sont    égales    à   celles    de   l'équation 

F(X)  =  o  multipliées   par  la  constante -r^  ;  donc  toute   relation  homogène 

entre  les  racines  de  l'équation  F(X)=o  subsistera,  quels  que  soient  les 
systèmes  de  coordonnées  ponctuelles  employées. 

518,  Applications.  —  i°  Pour  exprimer  que  deux  coniques  sont  tangentes, 
il  suffit  d'exprimer  que  l'équation  en  X  relative  à  ces  deux  coniques  a  une 
racine  double.  La  condition  cherchée  est  donc 

(gAA,  — ee,)2—  4(3Ae,  — e2)(3A,e— ef)  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  invariant. 
2"  Nous  avons  trouvé  la  formule 

0  =^  Aia  -H  A'i  a'-j-  A'J  a" -\-  •>.  Bj  ^  -!-  iB',  6'-+-  2B'(  6"; 

donc,  si  l'on  suppose 

A 1  =  A'i  :=  A'î  =  o,         6  =  i'  =  Z^"  =  o, 

on  a  0  =  o.  Ces  conditions  expriment  qne  le  triangle  de  référence  est  conju- 
gué à  la  première  conique  et  inscrit  à  la  seconde.  En  outre,  si  l'on  suppose 
que  la  seconde  conique  passe  par  deux  sommets  d'un  triangle  conjugué  à  la 
première,  c'est-à-dire  si,  par  exemple.  Ai  —  o  et  A'j  =  o  ;  si,  en  outre,  on  sup- 
pose 0=0,  elle  passera  par  le  troisième  sommet.  En  vertu  des  hypothèses, 
on  a,  en  effet,  Aia''=o;  or,  on  ne  peut  supposer  a"  =  o  si  la  conique/  est 
une  conique  proprement  dite  :  donc  K'[  =  o. 

Gela  étant,  prenons  sur  la  conique  fi  un  point  quelconque  A  et  soient 
B  et  G  les  points  où  la  polaire  de  A  par  rapport  à  la  conique  f  coupe  la  co- 
nique fi.  Je  dis  que  ABC  est  autopolaire  par  rapport  à  y  si  l'on  suppose 
0  =  o.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  polaire  de  B  couperait  BG  en  un 
point  G'  et  le  triangle  ABC'  serait  conjugué  à  la  conique/.  Or,  la  conique /, 
passe  par  A  et  B,  donc  elle  passe  aussi  par  G',  ce  qui  prouve  que  G'  est  con- 
fondu avec  G.  Remarquons  que  la  condition  0  =  o,  qui  exprime  que  la 
somme  des  inverses  des  racines  de  l'équation  en  X  est  nulle,  est  indépendante 
du  système  de  coordonnées  auquel  on  rapporte  les  deux  coniques;  on  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant:  Etant  données  deux  coniques  f  et  f\,  si 
la  conique  fi  est  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  la  première 
conique,  on  a  S  =  0  et,  réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie, 
il  y  a  une  infinité  de  triangles  conjugués  par  rapport  à  la  première 
conique  et  inscrits  à  la  seconde. 

Les  côtés  d'un  pareil  triangle  coupent  les  deux  coniques  en  quatre  points 
formant  une  division  harmonique.  On  dit  alors  que  la  conique/i  est  harmo- 
niquement  circonscrite  à  la  conique/. 

En  second  lieu,  on  a  encore  0  =  o  si  l'on  suppose 

a  =  a'  =  a''=o,         Bj  =  B',  =  B'J  =  o 
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et,  réciproquement,  si  l'on  suppose  6  =  o  et  a  =  «'=  o;  on  en  déduit  «"=  o. 

Donc,  on  peut  aussi  énoncer  cette  proposition  :  S'il  y  a  un  triangle  con- 
jugué à  la  conique  f y  et  circonscrit  à  la  conique  f,  on  a  6  =  0  et,  réci- 
proquement, si  cette  condition  est  remplie,  on  verra,  en  raisonnant 
comme  dans  le  cas  précédent,  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles  con- 
jugués à  fi  et  circonscrits  à  f.  On  dit  alors  que  f  est  harmoniquement 
inscrite  a  fi- 

On  a  donc  ce  théorème  :  Quand  une  conique  f\  est  harmoniquement 
circonscrite  à  une  conique  f,  inversement  la  conique  f  est  harmonique- 
ment inscrite  à  f^. 

On  verra  de  même  que  la  condition  pour  que  f  soit  harmoniquement  cir- 
conscrite a  fi  et,  par  suite,  pour  quey*!  soit  harmoniquement  inscrite  à_/est 
01  =  0. 

Recherche  des  ombilics  de  deux  coniques  données. 

ol9.  On  nomme  ombilic  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  com- 
munes à  deux  coniques.  La  recherche  des  ombilics  se  ramène  à  celle  des 
sécantes  communes.  En  effet,  soit  w  un  ombilic  du  système  de  coniques  G,  Ci; 
transformons  la  figure  par  polaires  réciproques.  A  une  tangente  T  commune 
à  G  et  Gi  et  passant  par  w,  correspond  un  point  t'  commun  à  leurs  polaires 
réciproques  G'  et  G'i;  à  la  seconde  tangente  Ti,  issue  de  w,  correspond  un 
second  point  t\  commun  à  G'  et  G',;  au  point  co  correspond  donc  la  sécante 
t' t\,  commune  aux  coniques  G',  G',.  Réciproquement,  à  toute  sécante  com- 
mune à  ces  coniques  correspond  un  ombilic  de  G  et  Gj.  Les  coniques  G',  G', 
ont,  en  général,  trois  systèmes  de  sécantes  communes;  donc,  G  et  Gi  ont 
trois  couples  d'ombilics;  en  tout  six  ombilics. 

La  recherche  directe  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté.  Soient,  en 
effet,  cp(a,  f,  (v)  =  o,  cpi(M,  p,  w)  =  o  les  équations  tangentielles  des  deux 
coniques;  l'équation  tf  (m,  v,  «')  -^\^i{u,v,w)  =  o  est  l'équation  générale  des 
coniques  tangentes  aux  tangentes  communes  de  G  et  Gi.  Si,  pour  une  valeur 
particulière  de  X,  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est  un  produit 
de  deux  facteurs  linéaires,  cette  équation  représentera,  pour  cette  valeur  de  X. 
un  couple  d'ombilics. 
Supposons,  en  effet,  que 

une  tangente  à  la  première  conique  passant  par  le  point  (xi,  yi,  Zi)  sera 
aussi  tangente  à  la  seconde,  car  si  l'on  a  ç  («,  v,  w)  =  o,  ux^-h  fj'i-i-  wzi  =  o, 
on  en  déduit  X'cfi(M,  p,  w)  =  o.  Or,  on  doit  supposer  X'^o,  sans  quoi 
u,  V,  w)  =  o  représenterait  deux  points;  donc,  (fi(u,  v,  w)  =  o.  On  con- 
naîtra donc  tous  les  ombilics  si  l'on  sait  résoudre  l'équation  du  troisième 
degré  'ï'(X)  =  o,  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 

tv(u,i>,  w)  -h  \cfi(u,  V,  w). 
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Or,  il  y  a  entre  les  racines  des  équations  F(X)  =  o  et  '1>(X)  =  o  une  relation 
simple.  Supposons  que 

o(«,  f,  w)  =  ««Î-4-. . .,         cp,(K,  i^,  tj^)  =  aiî<î-f-. . ,, 

a,  . . . ,  «1,  . . .  étant  respectivement  les  mineurs  du  premier  ordre  des  discri- 
minants A,  Al  des  premiers  membres /(:r,  jk,  z)  clfi{x,y,z)  des  équations 
ponctuelles  de  G  et  Ci.  Pour  éviter  toute  confusion,  formons  le  discriminant 
de  9(m,  V,  w)  -4-  [xcpi(a,  v,  w).  Le  discriminant  de  <p  («,  v,  w)  est  le  détermi- 
nant adjoint  de  A,  il  est  donc  égal  à  A*  ;  en  second  lieu,  les  formules  de  Gauss 
(voir  Cours  d'Algèbre,  t.  H,  p.  196)  permettent  de  calculer  les  mineurs  du 
déterminant  adjoint.  Il  en  résulte  que 

*  (  fji)  =  A2  +  e,  A[jH- eA,  iJLÎ -+- Af  [ji3. 

En  posant  (x  =  c  >  l'équation  *  (  [Ji)  =  o  devient 

A2X3-+-e,A.^X2-f-eAi.<2X  _t_  ^2^3=  o. 
Cette  équation  sera  identique  à  F(X)  =  o,  si  l'on  a 

A2  A? 

A,  '  A       ' 

ce  qui  donne  t  =  —  ;  donc  la  relation  cherchée  est  X;jt.  =  —  •  La  résolution 
Al  Al 

de  F  (X)  =  o  entraîne  donc  celle  de  *  (X)  =  o. 

Si  F(X)  =  o  admet  une  racine  double  ou  une  racine  triple,  il  en  sera  de 

même  de  l'équation  *ï>(X)  =  o  et  réciproquement. 

520.  D'après  cette  remarque,  si  deux  coniques  ont  quatre  points  communs 
distincts,  elles  ont  aussi  quatre  tangentes  communes  distinctes  et,  par  suite, 
six  ombilics. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coniques  soient  tangentes  ou  bitan- 
gentes.  L'équation  F(X)  =  o  aura  une  racine  double;  il  en  sera  donc  de 
même  de  l'équation  ^(X)  =  o.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  1°  la  racine 
double  donne  un  couple  d'ombilics  distincts  toi,  Wj.  La  racine  simple  donne 
nécessairement  un  couple  d'ombilics  distincts  103,  C04  [on  le  voit  en  raisonnant 
comme  pour  l'équation  F(  X)  =  o].  Dans  ce  cas,  il  y  aura  trois  tangentes  com- 
munes. En  effet,  on  démontre  facilement,  en  raisonnant  comme  pour  les 
sécantes  communes,  que  l'un  des  ombilics,  0)3  par  exemple,  sera  sur  la 
ligne  0)10)2)  de  sorte  que  les  tangentes  communes  sont  0)10)4,  0)20)4  et  0)10)2, 
dont  le  point  de  contact  sera  0)3  et  que  l'on  peut  considérer  comme  la  réu- 
nion de  deux  tangentes. 

1°  Si  la  racine  double  donne  un  couple  d'ombilics  confondus  en  un  point  o)i  ; 
il  n'y  a  plus  que  deux  tangentes  communes,  qui  sont  0)10)3  et  0)10)4,  et  les 
points  0)3,  0)4  sont  respectivement  les  points  de  contact.  Ces  deux  cas  corres- 
pondent aux  cas  où  les  deux  coniques  sont  tangentes  ou  bitangentes. 
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Supposons  qu'il  y  ait  une  racine  triple.  Les  coniques  ont  alors  un  contact 
qui  est  au  moins  du  second  ordre.  Si  le  couple  triple  d'ombilics  est  formé  de 
deux  points  confondus  avec  toi,  wi  est  le  point  de  contact  des  deux  coniques, 
qui  ont  alors  quatre  tangentes  confondues  en  une  seule.  Ce  cas  correspond 
évidemment  au  contact  du  troisième  ordre.  Si  les  ombilics  sont  distincts  wi, 
0)2,  la  droite  wioj^  sera  une  tangente  commune,  et  les  points  wi,  w^  seront 
conjugués  par  rapport  à  /i,  d'où  il  résulte  que  l'un  des  points,  toi  par 
exemple,  sera  le  point  de  contact  de  0)10)2;  les  deux  coniques  auront  deux 
tangentes  communes  :  0)10)2  et  une  droite  issue  de  0)2.  Ce  cas  correspond  à 
deux  coniques  ayant  un  contact  du  second  ordre. 

Cas  particuliers  de  l'intersection  de  deux  coniques. 

S21.  1°  Coniques  concentriques.  —  Considérons  deux  coniques  concentri- 
ques et  rapportons-les  à  deux  axes  passant  par  leur  centre;  leurs  équations 
seront 

Ax-+  -iBxy  ■+-  Cy^-^  F  =  o,         Ai^2_(_  ^j^^xy  +  Ctj--}-  F,  =  o. 

L'équation  en  X  est  alors 

(F  +  XFi)[(A-i-XAi)(G-i-XCi)  — (B  +  XBi)2]  =  o. 

F 

A  la  racine  —  ^  correspond  un  couple  de  droites  passant  par  le  centre; 

à  chacune  des  racines  de  l'équation 

(A  +  XAi)(G+  XC,)  — (B  +  XB,)2=o 

correspond  un  couple  de  droites  parallèles.  Les  coniques  données  sont  donc 
circonscrites  à  un  parallélogramme,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  a  priori.  Il 
est  également  évident  qu'elles  sont  inscrites  à  un  parallélogramme. 

M°  Coniques  ayant  un  triangle  autopolaire  commun.  —  Soient 

Aa2+Bp2_|_CY2z=o,         A'a2+B'^2_,_G'Y2=o 

les  équations  de  deux  coniques  rapportées  à  un  triangle  autopolaire.  L'équa- 
tion en  X  est 

(A-i-XA')(B  +  XB')(C  +  XC')  =:o; 

elle  a,  en  général,  ses  trois  racines  distinctes.  Pour  qu'une  racine  soit  double, 
il  est  nécessaire  que  l'un  des  déterminants  AB' —  BA',  AC —  GA'  ou  BC —  GB' 
soit  nul.  Supposons,  par  exemple,  BG' — GB'=o;  dans  ce  cas,  les  coniques 
sont  bitangentes,  la  corde  des  contacts  étant  la  droite  a=  o;  les  tangentes 
communes  passent  par  le  point  (i,  o,  o).  Deux  coniques  ayant  un  triangle  con- 
jugué commun  se  coupent  donc  en  quatre  points  distincts  ou  sont  bitan- 
gentes. 
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Les  équations  des  sécantes  communes  s'obtiennent  aisément;  en  effet,  les 
couples  de  sécantes  communes  sont  donnés  par  les  équations 

(AB'-  BA')pî-  (GA'-  AG')y«=  o, 
(BC— CB')y»  — (AB'— BA')a2=o, 

(GA'— AC')a2  — (BC'--CB')ps=o. 

On  voit  que  les  droites  de  chaque  couple  passent  par  un  sommet  du 
triangle  conjugué,  et  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  qui  partent  du  même  sommet. 

Les  équations  tangentielles  des  deux  coniques  ont  la  même  forme  que 
leurs  équations  ponctuelles;  on  étudierait  donc  de  la  même  façon  les  ombi- 
lics de  ces  courbes. 

En  particulier,  si  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  leurs  équations 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

et,  par  suite, 

Y  —  B  =  o,         Y-i-8  =  o 

représentent  deux  sécantes  communes  qui  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  directrices  correspondant  au  foyer  commun. 

3°  Coniques  hoinothétiques.  —  Les  équations  des  deux  coniques  étant 

\x^-^'xBxy^Cy^-\--i.Tixz  -hiEyz  —Fz^  —  o, 
A.r2-f-  iBxy  -\-  Gy^-i-2Ï)'xz  -i-^E'yz  -r-  F'z^  =  o, 

on  voit  que  l'équation  en  X  a  une  racine  égale  à  — i;  car,  en  retranchant 
membre  à  membre  les  équations  des  deux  coniques,  on  obtient  l'équation 

z[i{D  ~  D')x  -r-  liE  —  E')y  -^  (F  —  F')z]  ^  o, 

qui  représente  deux  droites,  dont  l'une  à  l'infini.  Dans  le  cas  où  les  deux  co- 
niques sont  des  cercles,  il  y  a  un  couple  de  sécantes  composé  de  la  droite  de 
l'infini  et  de  l'axe  radical;  les  autres  couples  sont  formés  de  droites  isotropes. 
Si  les  coniques  sont  concentriques  et  homothétiques,  leurs  équations  peu- 
vent se  mettre  sous  la  forme 

Ax^-h-iBxy-^Cy^^F  =  o,         Ax^-+- iBxy -h-  Cy^-h  F,  =  o 

l'équation  en  X  est  alors 

(F-^  XF,)(i-hX)^^o. 

A  la  racine  double  — i  correspond  un  couple  double  2*=  o,  formé  par  la 

F 
droite  de  l'infini,  et  à  la  racine  simple  —  •=-  correspondent  les  asymptotes; 

les  deux  coniques  sont  bitangentes,  la  corde  des  contacts  étant  la  droite 
de  l'infini. 

3o. 
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4°  Coniques  ayant  un  diamètre  commun  conjugué  à  une  même  direc- 
tion. —  Si  l'on  prend  le  diamètre  donné  pour  axe  des  x,  l'axe  des  y  étant 
parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux  parties  égales,  les  équa- 
tions des  deux  coniques  sont 

A^F^-t-  G72-j-2D;r+  F  =  o,         A'^2_|.  C'y^-^  2D'a;-+-F'=  o. 

L'équation  en  X  aura  une  racine  égale  à  —  p^»  à  laquelle  correspondent 
deux  sécantes  parallèles  à  l'axe  des^. 

5"  Coniques  bitangentes  à  une  même  conique.  —  Soit  y  =  o  l'équation 
d'une  conique  et  considérons  deux  coniques  qui  lui  sont  bitangentes  et  dont 
les  équations  sont  f  -i-  a.^  =  o,  f  -i-  ^^  —  o.  En  retranchant  membre  à  membre, 
on  obtient  immédiatement  un  système  de  sécantes  communes  ayant  pour 
équation  a^ — ^2—0.  Donc,  quand  deux  coniques  sont  bitangentes  à  une 
troisième,  deux  de  leurs  sécantes  communes  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  cordes  de  contact. 

Considérons  une  troisième  conique  représentée  par  l'équation  y  4- y^  =  o. 
En  combinant  ces  coniques  deux  à  deux,  nous  obtenons  les  cordes  com- 
munes définies  par  les  équations 


a— p=o, 

P-Y=o, 

Y  —  a  =  0, 

a-f-p==o, 

p-f-Y  =  o, 

Y-l-a  =  0, 

ce  qui 

donne 

quatre  systèmes 

foi 

i*més  de  trois 

droites  concourantes  : 

i" 

'        a-p=o, 

P-Y  =  o, 

Y  —  a  =  0. 

9° 

a  +  P  =  o, 

P  +  Y  =  0' 

Y  — a=^o, 

r 

a-+-p  =  o, 

P-Y=-~o, 

Y  4-  a  =  0, 

4" 

a  — p  =  o, 

P-i-Y  =  o, 

Y  -+-  a  =  0. 

Systèmes  de  coniques  bitangentes  à  deux  coniques  données. 

522.  Soient  y=o,  fi=o  les   équations  des  deux  coniques   données.  Les 
équations 

/-a2=o,        /i_p  =  o 

sont  celles  de  deux  coniques  respectivement  bitangentes  aux  deux  premières; 
ces  deux  coniques  coïncident,  si  l'on  peut  déterminer  une  constante  k  telle 
que 

ou 

Or  a2 — k^^    étant  un   produit    de  facteurs    du   premier   degré,    la   con- 
stante —  k  est  une   racine  de  l'équation  en  X  relative  aux  deux  coniques. 
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D'après  cela,  soit  Xi  une  racine  de  l'équation  en  X;  de  sorte  que,  en  posant 

A--X,, 

/-i-X,/,=^P.Q; 

on  a 

(a-,-Pv/_-X~)(a-Pv/--"X;)    -PQ. 

Si  l'on  pose  

a-t-fiv/-Xt  =  P/l'^, 

on  devra  poser  aussi 

a-P^/-X.  =  i^. 
ce  qui  donne 

L'équation 
qui  est  identique,  comme  on  s'en  assure  aisément,  à  celle-ci  : 

représente  une  famille  de  coniques  bitangentes  aux  deux  coniques  données. 
Cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  : 

4!^/-   (P(x-+-Q)2=o 
ou 

(Jlî  P2  -f-  1  [Jl(  PQ  -     if)  H-  Q2  =  o. 

On  vérifie  que  l'enveloppe  de  cette  famille  de  coniques  a  pour  équation 

(PQ  — 2/)2—  P2Q2=o 
ou 

/(PQ-/)  =  o, 

c'est-à-dire 

//i=o. 

On  obtient  ainsi  trois  familles  de  coniques  bitangentes  aux  deux  coniques 
données.  Par  chaque  point  du  plan,  il  passe  deux  coniques  de  la  même 
famille.  Ces  coniques  se  confondent  si  le  point  donné  est  sur  l'une  des  deux 
coniques  y  ou  /,. 

323.  Application.  —  Si  l'on  rapporte  un  quadrilatère  au  triangle  formé 
par  ses  diagonales,  les  équations  des  quatre  côtés  étant 

X  ±  Y  ±  Z  =  o, 
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on  peut  poser 

on  en  conclut 

de  sorte  que,  en  posant 

a  +  p  E=  2X  v/|Ji,         a  —  p  =  --— :, 
on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(X  +  Y)2— Z2— /x  ^/^  + -^y  =.  0 

ou 

X2(,_fx)  +  Y2(i-i)=XS 

T 

et,  en  posant  i  —  (ji  =  —  > 

X2  Y2 

c'est  la  forme  trouvée  déjà  par  d'autres  méthodes. 


EXERCICES. 

i.  Démontrer  que  les  directrices  d'une  conique  sont  les  sécantes  communes 
à  cette  conique  et  aux  polaires  des  points  cycliques.  En  déduire  l'équation 
du  faisceau  des  directrices  d'une  conique. 

2.  Trouver  une  conique  D  telle  que  la  conique  C  soit  à  elle-même  sa  polaire 
réciproque  par  rapport  à  D. 

3.  Montrer  que,  si  deux  coniques  C,  C  sont  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  la  conique  D,  il  y  a  un  triangle  conjugué  commun  à  ces  trois  coniques. 
Les  coniques  G  et  G'  étant  données,  trouver  la  conique  directrice  D. 

4.  On  donne  une  conique  et  un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon  variable; 
trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  sécantes  communes. 

5.  Former  les  équations  de  deux  coniques  de  manière  que  l'équation  en  X 
ait  des  racines  données. 

6.  Déterminer  les  points  d'intersection  des  coniques 

x^  =  y-i-^,         xy -^  l^x  —  6^^  +  4=0. 

7.  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  conique 
donnée  et  à  tous  les  cercles  qui  rencontrent  la  conique  en  deux  points  donnés. 
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8.  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une  conique  fixe 
et  à  toutes  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points  fixes. 

9.  Deux  coniques  ont  un  foyer  commun  ;  par  ce  foyer,  on  mène  une 
sécante  et,  par  les  points  où  cette  sécante  coupe  les  deux  coniques,  des  tan- 
gentes à  ces  coniques;  trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  tangentes. 

10.  Deux  ellipses  ont  un  foyer  commun;  l'une  est  fixe  et  l'autre  tourne 
autour  de  ce  foyer,  i*^  Enveloppe  de  l'ellipse  mobile,  i"  Enveloppe  d'une 
sécante  commune.  3"  Lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  communes. 

H.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  deux  racines  de  l'équation 
en  X  relative  à  deux  coniques  pour  qu'il  y  ait  un  triangle  inscrit  à  l'une  et 
circonscrit  à  l'autre. 

12.  Même  question,  en  remplaçant  le  triangle  par  un  quadrilatère. 

13.  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  en  existe,  en  général,  une 
seule  qui  soit  harmoniquement  circonscrite  à  une  conique  donnée;  s'il  y  en  a 
deux,  toutes  le  sont.  Théorème  corrélatif. 

14.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  à  une  conique  coupent 
orthogonalement  le  cercle  orthoptique  de  cette  conique.  (Fai'RE.) 

lo.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  triangle  pour  lesquelles 
la  somme  des  carrés  des  axes  est  constante  est  un  cercle  ayant  pour  centre 
l'ortliocentre  de  ce  triangle.  (Steiner.) 

16.  Parmi  les  coniques  d'un  réseau  tangentiel  défini  par  l'équation 

il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  réduites  à  deux  points;  les  droites  joignant  ces 
deux  points  enveloppent  une  courbe  de  troisième  classe  appelée  Cayleyenne 
du  réseau.  Cette  courbe  est  l'enveloppe  des  droites  dont  les  pôles  par  rapport 
aux  coniques  du  réseau  sont  en  ligne  droite. 

17.  Propriétés  corrélatives  pour  un  réseau  ponctuel. 

{Voir,  par  exemple,  pour  les  propriétés  des  réseaux,  les  Leçons  sur  tes 
coordonnées  tangentielles  de  M.  G.  Papelier.) 
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